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J'ai  divisé  ce  cours  de  géométrie  descriptive  en  deux  parties  :  dans  la  première, 
je  donne  tout  ce  qui  est  relatif  au  point ,  à  la  droite  et  an  plan  ;  dans  la  seconde , 
je  m'occupe  des  courbes  et  des  surfaces ,  en  général ,  et  en  particulier,  des  sec- 
trons  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre. 

Je  n'ai  point  voulu  écrire  un  traité  de  géométrie  descriptive ,  car  alors  j'aurais 
été  obligé  de  donner  un  résumé  de  tout  ce  qui  a  éf  é  fait ,  et  de  classer  avec  ordre 
toutes  les  recherches  dues  aux  divers  savants  (*)  qui  se  sont  occupés  de  la  science, 
si  vaste  et  si  utile  par  ses  nombreuses  applications,  à  laquelle  Monge  a  donné  le 
nom  de  géométrie  descriptive.  En  écrivant  un  cours,  j'ai  pu  me  borner  à  exposer 
mes  idées  et  mes  recherches  sur  cette  science ,  tout  en  donnant  ce  qui  est  indispen- 
sable à  ceux  qui  l'étudient  dans  le  but  de  devenir  ingénieurs. 

Monge  a  souvent  répété  que,  lorsqu'on  savait  les  divers  problèmes  relatifs  au 
point,  à  la  droite  et  au  plan,  et  dont  Tensemble  forme  ce  que  Ton  appelle  en- 
core et  assez  improprement  les  préliminaires  de  ta  géométrie  descriptive ,  on  savait 
la  géométrie  descriptive.  On  n'a  pas  fait  assez  attention  à  cette  manière  de  voir 
de  Uonge ,  au  sujet  de  la  géométrie  nouvelle  dont  le  premier  il  a  formé  un  corps 
de  doctrine,  et  à  laquelle  il  a  donné  un  nom,  le  nom  àe  géométrie  descriptive^  qui 
a  été  souvent  critiqué,  faute  de  comprendre  tout  ce  qu'il  signifiait  dans  la  pensée 
du  savant  fondateur  de  TÉcole  polytechnique. 

Il  n'existe,  à  vrai  dire,  qu'une  géométrie,  et  qui  a  pour  but  de  reconnaître 
les  propriétés  de  l'espace  figuré.  Ces  propriétés  sont  de  deux  espèces,  savoir  :  les 
propriétés  de  relation  de  position ,  et  les  propriétés  de  relation  métrique;  mais  Ton 
peut  employer  des  méthodes  diverses  pour  arriver  à  la  découverte  des  unes  et  des 
autres.  Chaque  méthode  particulière  a  reçu,  par  extension,  le  nom  de  géométrie. 
Ainsi  on  disait  la  géométrie  de  Descartes ,  et  l'on  a  dit  la  géométrie  de  Monge  : 
Descartes  employait  F  analyse  à  la  recherche  des  vérités  géométriques ,  Mouge  a 
employé  la  méthode  des  projections  à  In  recherche  des  propriétés  dont  jouissent 
les  formes  géométriques.  Et  comme  les  surfaces  qui  limitent  et  terminent  les  corps 
sont  composées  de  lignes  y  et  que  les  lignes  sont  formées  de  points  ^  et  qu'une 


(^)  Je  me  propose  d*écrire  un  nouvel  ouvrage  qui  aura  pour  titre:  De  CEnseignement  de  la  Géo- 
métrie descriptive;  c'est  alors  que  j'exposerai  les  travaux  des  divers  savants  qui,  après  Monge ^  ont 
^crit  sur  cette  scieuce;  et  alors  je  tâcherai  de  faire  connaître,  au>«î  complètement  qu*ii  me  sera 
possible,  les  progrès  que  chacun  d'eux  a  Ciiit  fiiire  à  la  Géométrie  descriptive. 
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foule  de  corps  MwÀiermni^f»\deéfim0$^flmi£8,,et  qp^  dlaillencs. la  plan  joue  un 
grand  rôle  lorsque  Ton  examine  les  surfaces ,  soit  que  Ton  considère  un  plan 
comme  tangent  ou  sécant  par  rapport  à  la  surface  particulière  dont  on  discute  les 
propriétés,  soit  qu'on  le  considère  comme  tangent  ou  normal  ou  osculateur  en  cer- 
tain point  de  certaine  courbe  tracée  sur  la  surrace  particulière,  il  est  bien  évident 
dès  lors  que ,  lorsqu'on  saura  représenter  un  point ,  une  droite  et  un  plan  par  la 
méthode  des  projections ,  et  résoudre ,  par  la  méthode  des  projections ,  les  divers 
problèmes  que  Ton  peut  proposer  sur  le  point ,  la  droite  et  le  plan ,  on  saura  la 
géométrie  descriptive;  en  ce  sens  que  l'on  saura  tout  ce  qu'irfaut  pour  appliquer 
la  méthode  des  projections  à  la  recherche  des  vérités  géométriques  qu'il  lui  est 
permis  de  démontrer  touchant  l'espace  figuré  ;  car,  iî  faut  bien  le  recoronaître , 
chaque  méthode  est  plus  spécialement  applicable  à  un  genre  particulier  de  ques- 
tions. CTest  ainsi  que  Canalyse  s'applique  à  la  recherche  des  propriétés  de  relation 
métrique ,  et  que  la  géométrie  descriptive  s'applique  à  la  recherche  des  propriétés  de 
relation  de  position» 

La  géométrie  descriptive  doit  être  considérée  comme  un  art  et  comnerune  science. 
Pendant  longtemps  et  depuis  très-longtemps,  Cart  des  projections  était  connu  des 
stéréomètres ,  et  ainsi  des  appareilleurs  pour  la  coupe  des  pierres  et  des  charpentiers; 
mais  c'est  vraiment  depuis  Monge  que  la  géométrie  descriptive  a  été  reconnue  être 
une  science^  et  c'est  aux  travaux  de  Monge  qu'on  le  doit;  car  c'est  lui  qui  le 
premier  a  démontré  que,  dans  ce  que  l'on  appelait  Fart  des  projections,  résidait 
réellement  une  méthode  scientificpie  qui  permettait  de  rechercher  et  de  démontrer 
certaines  vérités  géométriques^  et  ainsi  toutes  celles  relatives  à  la  forme  de  l'espace 
figuré.  Et,  à  ce  sujet,  nous  devons  rappeler- que  Monge  a  souvent  dit  :  «Si  je 
refaisais  mon  ouvrage  qni  a  pour  titre  de  Canalyse  appliquée  à  la  géométrie  (ouvrage 
dans  lequel  il  s'est  servi  de  Canalyse  infinitésimale  pour  rechercher  et  démontrer 
un  si  grand  nombre  de  propriétés  inconnues  jusqu'à  lui  et  dont  jouissent  les  courbes 
et  les  surfaces),  je  récrirais  en  deux  colonnes  :  dans  la  première,  je  donnerais 
les  démonstrations  par  Canal  y  se;  dans  la  seconde ,  je  donnerais  les  démonst^rations 
par  la  géométrie  descriptive ,  en  d'autres  termes ,  par  la  méthode  des  projections  ; 
et  Ton  serait  peut-être,  ajoutait-il,  bien  étonné,  en  lisant  cet  ouvrage,  de  voir 
que  l'avantage  serait  presque  toujours  du  côté  de  la  seconde  colonne,  pour  la 
clarté  du  raisonnement,  la  simpHcité  de  la  démonstration,  et  la  faciiité  ète^rappli- 
cation  des  théorèmes  trouvés  aux  diver»  travaux  des  ingénieurs.  » 

Or  il  faut  savoir  que  Monge  avait  d'abord  recherché  et  démontré  par  la  géomé- 
trie descriptive  presque,  tout  ce  qu'il  a  donné  dans  son  analyse  applitfifée  à  la  géo- 
métrie. Mai?  comnw  il  loi  était  dléfendu  de  firire  connaître  se»  méthodes  géoMié- 
triques ,  attendu  qu'il  était  attaché  comme  professeur  à  Técolc  dh  génie  de  Mé- 


atérvs,  il  faâ  oUîgé  de  traéniee  ^ikêmitt/se  tes  réraltata  a«ac<|aiel&  il  était  parveno 
directcMmt  far  la  mélbdde  des  projectioo6.  Et,  chose  digpie  de  remarque,  c'est 
pcwUAtge  à  o0He  néeessiié  4le  bb  pas  préeeater  fioa  raobercbes  soqs  leur  premièna. 
formeyqne  oouBdevoBS  les  iMmoBâtratioits^iadmicabées  doBBées  jmu*  Mtmge  aa. 
moyen  en  vtHad  aux  é^éreneeg  jmnieUe^y  et  qui  4»t  lait  faine  un.  si  graBd  pas  à 
Tappitcatâen  de  Cumàfise  à  Ja  gé^mUne. 

T<Mrt  le  iiK»de?aait  que  ce  ne  fui  q4i 'après  la  ré¥akitîoD  de  89 ,  après  la  destrue- 
tioB  de  FÉosIe  dii  génie  de  Mézières^  et  lors  de  la  création  de  la  preouère  École 
normale ,  qui  précéda  la  créalîon  de  l'Ëcole  œntrale  des  travaux  publics ,  qui  plss 
tard  prit  le  bobh  d'Ecole  polytedHiiqae,  que  Uange  publia  son  Traité  de  géaméêsie 
éeKripûte ,  dans  lequel  se  trouvaient  révélées  toutes  les  méthodes  graphiques  doat 
l'école  de  Mézières  faisait  un  secret;  et  cependant  un  ouvrage  moÎBS  oomplet,  il 
est  vrai,  avait  défà  paru  sur  ce  sujet  imptirtant.  Cet  ouvrage  avait  été  pubbé, 
SOUS  le  titre  de  Complément  de  géaméirie ,  par  Lacroix  (que  les  sciences  viennent  de 
perdre),  alors  qu'il  était  professeur  aux  écoles  d'artillerie. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  pour  l'histoire  des  sciences  de  rappeler  comment  le 
CêmpUmient  de  géométrie  a  été  écrit  par  Lacroix ,  et  ce  qui  lui  a  donné  naissance. 

Un  officier  dfu  g^éuie  vint  en  congé  à  Besançon ,  où  était  une  école  d'artillerie; 
LaemixY  éiait  professeur.  Cet  officier  laissa  dans  aa  chanabre  la  coUection  de  ses 
épures j  œ  q«e  Tob  appelait ,  en  termes  d'école,  la  fackej  et  s'abseata  pour  quel- 
ques mois.  Les  officiens  d'artillerie,  qui  avaieat  sur  le  coaor  quelques  plaisanteries, 
fort  innocentes  sans  deule ,  sur  leur  ignorance  des  travaux  de  Mézières ,  résolurent 
de  s  emparer  du  tréêor  de  Tofficier  du  génie.  Le  complot  fut  exécuté ,  les  épures 
enlevées  furent  calquées,  et  puis  les  originaux  remis  en  place.  Mais  grand  fut 
l'étonnement^  lorsque  le  travail  fiai,  on  voulut  senieltre  à  déchiffrer  les  hiéroglyphes 
de  l'école  de  Méiières  :  personne  n'y  comprenait  rien.  Alors  on  va  trouver  Lacroix , 
et  on  lui  remet  tous  les  calques.  Lacroix  parvint  à  déchiffrer  tout  ce  qui  est  relatif 
au  points  à  la  droite  et  au  plan ,  et  il  rédigea  sur  ce  sujet  un  petit  traité  qu'il  fit  pu- 
blier sous  le  titre  de  Complément  de  géoméirie.  Ce  fut  son  preo^ier  ouvrage,  qui 
plus  tard  devait  être  suivi  d'un  si  grand  nombre  de  traités  remarquables  et  utiles. 
Populariser  la  science,  et  ainsi  la  faire  descendre  des  hautes  régions  pour  la  rendre 
accessible  au  plus  grand  nombre,  fut  ubo  des  pensées  daminantes  de  Lacroix  ^  et 
l'on  voit  que  son  premier  début  fut,  non  pas  seulement  de  populariser^ne  science, 
mais  d'arracher  à  des  mains  avares  une  science  éminemment  utile  à  tous  ceux  qui 
s'occupent  des  travaux  d'ingénieurs.  Lacroix  avait  bien  réfléchi  avant  de  donner  à 
son  petit  traité  le  titre  de  complément  de  géométrie;  il  ne  l'adopta  qu'après  avoir 
bien  reconnu  qu'en  effet,  la  nouvelle  méthode  poussait  réellement  plus  en  avant 
la  géométrie  qui  nous  avait  été  léguée  par  les  anciens ,  et  qu'elle  permettait  de 
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/occuper  avec  certitude  des  problèmes  à  trois  dimensions.  Mange  donna  à  son 
traité  le  titre  de  géométrie  descriptive ,  parce  qu'il  connaissait  toutes  les  ressources 
et  tous  les  procédés  de  la  géométrie  nouvelle  qu'il  venait  enfin  d'enseigner  pvbli* 
quement.  Il  savait  que,  lorsqu'on  considère  un  système  dans  l'espace,  on  parvient, 
en  procédant  par  voie  de  synthèse  et  au  moyen  du  raisonnement  géométrique ,  à  re- 
connaître les  diverses  propriétés  géométriques  dont  jouit  le  système  proposé  ;  et  que 
l'on  décrit  au  fiir  et  à  mesure  chacune  de  ses  propriétés,  en  passant  successivement 
des  unes  aux  autres,  les  premières  servant  à  reconnaître  et  à  établir  la  vérité, 
Fexactitude  des  suivantes.  Mais  il  savait  aussi  que  Vesprit  se  fatigue  par  une  atten- 
tion trop  longtemps  soutenue ,  et  qu'il  est  nécessaire  décrire  au  fur  et  à  mesure 
les  découvertes  faites ,  en  un  mot  :  ce  que  Vesprit  voit  et  reconnaît  être  vrai ,  pour 
ne  pas  le  surcharger  et  lui  permettre  d'ailleurs,  lorsqu'il  vient  à  s'égarer,  de  re- 
venir avec  certitude  sur  ses  pas ,  pour  reprendre  sa  route  d'une  manière  plus  as- 
surée. Monge  comprit  dès  lors  que  la  géométrie  nouvelle  sert  en  même  temps ,  et 
à  décrire  ce  que  l'esprit  voit ,  et  à  écrire ,  et  ainsi  à  fixer  d'une  manière  invariable , 
ce  que  Cesprit  a  vu.  C'est  pour  cela  qu'il  a  donné  à  cette  géométrie  nouvelle  le  nom 
de  géométrie  descriptive.  Lacroix  et  Monge  ont  toujours  considéré  l'un  et  l'autre  la 
géométrie  descriptive  comme  une  science  dont  la  méthode  fondamentale ,  celle  des 
projections ,  était  un  nouveau  moyen  d'accroître  nos  connaissances  géométriques , 
et  de  plus  il  l'ont  regardée  comme  un  procédé  grapliiqtie ,  apte  à  écrire  les  propriétés 
géométriques  d'un  système  à  trois  dimensions. 

Cest  en  me  conformant  à  cette  manière  d'envisager  la  géométrie  descriptive ,  que 
j'ai  écrit  ce  Cours  que  je  soumets  au  jugement  des  géomètres  et  des  ingénieurs  {*). 


(*)  Lorsque  je  songeai  à  rédiger  mon  Cours  de  géométrie  descriptive ,  je  priai  M.  de  Paul ,  mon 
répéllteur  à  rËcoie  centrale  des  arts  et  manufactureSy  d'assister  à  mes  leçons,  de  les  rédiger  et  de  les 
lithograpbier  pour  l'usage  de  nos  élèves.  H.  de  Paul  rédigea  avec  soin  et  avec  zèle  la  première  partie 
(du  point,  de  la  droite  et  du  plan)  et  quelques  fragments  de  la  seconde  partie  (des  courbes  et  des 
surfaces);  ce  sont  ces  lithographies  faites,  sous  ma  direction ,  d'après  mes  leçons  et  quelques  notes 
que  je  rédigeai  à  la  hâte,  qui  m'ont  servi  de  bases  pour  la  rédaction  définitive* 

J*ai  peu  changé  à  la  rédaction  de  la  première  partie,  j'y  ai  fait  cependant  quelques  additions  et 
quelques  corrections:  c'est  d'après  les  dessins  de  M.  de  Paul  que  les  quarante-deux  planches  de  la 
première  partie  ont  été  gravées. 

J'ai  écrit  en  son  entier  la  seconde  partie ,  en  y  faisant  entrer  les  fragments  rédigés,  sous  ma  direc- 
tion ,  par  M.  de  Paul. 


— ~^— r^—r^T^""^'  —    •  ■  I    ■  -  ^^    -^^ 


PREFACE  BE  LA  DEUXIÈME  ÉBITION  (iUl). 


Je  n'ai  rien  changé  à  la  distribution  des  matières  dans  cette  seconde  édition  de 
mon  Cours  de  géométrie  descriptive. 

En  écrivant  ce  traité,  en  1 843 ,  je  n'avais  point  songé  à  écrire  un  ouvrage  en  vue 
de  tel  ou  tel  programme  officiel  ;  j'ai  voulu  exposer  mes  idées ,  les  croyant  bonnes 
et  utiles ,  j'ai  écrit  un  traité  ex  professa. 

J'avais  toujours  pensé,  et  cette  opinion  a  été  chez  moi  confirmée  par  trente-cinq 
années  d'expérience  dans  l'enseignement ,  que  les  principes  fondamentaux  de  la 
géométrie  descriptive  résidaient  dans  tous  les  problèmes  que  l'on  pouvait  être 
appelé  à  résoudre  au  sujet  du  point ,  de  la  droite  et  du  plan ,  et  que ,  lorsque 
l'on  sait  très-bien  tout  ce  qui  est  relatif  au  point,  à  la  droite  et  au  plan,  l'on  aborde 
très-facilement  les  courbes  et  les  surfaces.  Qu'ainsi  il  fallait,  dans  la  Impartie  du 
cours ,  montrer  toutes  les  méthodes  usitées  en  géométrie  descriptive ,  pour  n'avoir 
plus  à  en  faire  que  des  applications  dans  la  2*  partie,  lorsque  l'on  s'occupait 
des  courbes  et  des  surfaces. 

On  sait  le  calcul  différentiel  lorsque  l'on  sait  différentier  toutes  les  fonctions 
connues;  on  a  ensuite  les  applications  du  calcul  différentiel  à  telles  ou  (elles 
questions.  De  même  l'élève  sait  la  géométrie  descriptive ,  lorsque  tout  ce  qui  dans 
cette  science  est  relatif  au  point ,  à  la  droite  et  au  plan  lui  est  connu  ;  le  reste 
n'est  plus  que  l'application  des  méthodes  de  la  géométrie  descriptive  à  la  solu* 
tion  de  telles  ou  telles  questions. 

D'après  ces  vues ,  j'ai  dû ,  dans  la  l '^  partie ,  exposer  les  principes  de  tous  les 
systèmes  de  projection;  j'ai  dû  faire  connaître  certains  procédés  particuliers  à  la 
géométrie  descriptive  pour  la  solution  des  problèmes  proposés,  tels  que  change- 
ment des  plans  de  projection;  mouvement  de  rotation  d'un  point,  d'une  droite, 
d'un  plan  autour  d'un  axe;  transformation  d'une  figure  ou  d'un  relief,  en  une 
autre  figure  ou  un  autre  relief,  etc.  Dans  cette  seconde  édition  j'ai  ajouté  ce  qui 


est  relatif  à  la  projection  isométrique  dont  les  Anglais  et   les  Allemands  font 
maintenant  un  usage  constant  dans  le  dessin  des  machines. 

Lorsque  cet  ouvrage  a  paru,  en  1843,  il  a  été  très-critiqué  par  les  professeurs 
dont  il  venait  gêner  les  habitudes,  cependant  peu  à  peu  on  est  venu  à  reconnaître 
que  je  pourrais  bîeBiavoir(rai0oii.X.etatBps^eait  tiD  grandiiaattre,  il  efiace  peu  à  peu 
toutes  les  oppositions  à  ce  qui  est  bon  et  utile. 

C'est  ainsi  que  Ton  commence  à  comprendre,  que,  lorsque  Ton  veut  parler 
aax  élèves  des  propriétés  d'une  surface ,  la  première  chose  à  faire  est  de  mettre 
sous  leurs  yeux  le  relief  de  cette  surface ,  pour  qu'ils  voient  distinctement  ce  dont 
on  veut  leur  parler. 

Il  y  a  plusieurs  années  que  l'usage  des  modèles  était  encore  proscrit  et  pour 
ainsi  dire  officiellement  et  de  par  l'autorité  scientifique,  dans  l'enseignement 
de  la  géoméirie  ordinaire  et  de  la  géométrie  descriptive  :  on  emeignait  en  se 
servant  seulement  de  la  craie,  'du  tableau  noir  et  de  l'éponge.  Montrer  un  relief 
à  vn  élève  était  chose  défendue,  on  aurait  semblé  douter  de  sa  hante  intelUi- 
gence.  Aussi,  ce  principe  admis,  on  en  était  venu  à  enseigner  \z  physiqne 
en  ne  faisant  aucune  expérience;  la  craie,  le  tableau  noir  et  Tépoage  étaient 
les  seules  choses  nécessaires  à  un  professeur,  quelle  que  fût  la  science  qu'il 
enâeignât,  physique,  astronomie,  géodésie,  géométrie  tleBcriptive ,  laéca- 
nique,  etc. 

Heureusement  «que  le  bon  sens  a  enfin  fait  justice  de  cette  étrange  utopie. 

Donner  au  professeur  de  géométrie  descriptive  le  moyen  de  faire  autant  de 
figures  qu'il -voudra  et  avec  un  seul  instrument,  est  donc  une  chose  utile. 

Utile  dans  Fintérôt  de  renseignement,  utile  sous  le  point  de  vue  écono- 
mique. 

Ce  sont  ces  vues  d'utilité  et  d'économie  qui  me  portèrent,  en  1829,  à  con- 
struire un  instrument  auquel  je  donnai  le  nom  (Tomnibus  et  qui  fût  apte  à  mon- 
trer le  relief  de  tons  les  problèmes  relatifs  au  point ,  à  la  droite  et  au  plan , 
en  un  mot  apte  à  montrer  le  relief  de  tout  système  géométrique  composé  de  lignes 
droites. 

Cet  instrument  est  ainsi  composé  : 

On  prend  une  botte  à  deux  fonds,  semblable  à  celle  connue  sous  le  nom 
de  trictrac  portatif.  On  remplit  chacun  des  deux  fonds  par  une  plaque  de  liège; 
on  a  ainsi  deux  plans  tournant  autour  d'une  charnière. 

X'un  des  fonds  étant  horizontal,  on  peut  placer  le  seicxmd  eu  une. position  ver^ 
tîcale  et  l'y  maintenir  au  moyen  d'un  crochet. 
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On  a  alor»  les  deuxpImB  de  projeolioa  eo  leor  véritable  position. 

On  a  ensaite  quatre  jenx  de  fiches  dont  la  section  est  pour  chacune  un  carré 
de  3  à  5  millimètres  environ  ;  les  fiches  du  premier  jeu  sont  rouges ,  celles  dn 
deuxième  sont  noires ,  celles  du  troisième  sont  divisées  en  tronçons  alternativement 
rouges  et  blancs,  et  celles  du  quatrième  sont  divisées  en  trougous  alternativement 
noirs  et  blancs.  * 

Chaque  fiche  porte  à  son  extrémité  une  aiguille  qui  permet  de  la  fixer  soli- 
dement ,  en  telle  ou  telle  position ,  dans  la  plaque  de  liège. 

Dans  chaque  jeu ,  la  longueur  des  fiches  varie  depuis  1  décimètre  jusqu'à  3  ou 
i  ou  6  ou  7  ou  8  décimètres. 

On  a  ainsi  un  certain  nombre  de  fiches  de  même  longueur  et  de  longueurs 
variées. 

Au  moyen  des  fiches  rouges  on  construit  dans  l'espace  un  système  rapporté  de 
position  aux  deux  plans  de  projection. 

Au  moyen  des  fiches  rouges  et  blanches  on  projette  les  divers  points  du  système 
de  l'espace  sur  chacun  des  deux  plans  de  projection;  au  moyen  des  fiches  noires 
et  blanches,  on  projette  sur  la  ligne  de  terre  (intersection  des  deux  plans  de 
projection)  les  projections  des  points  de  l'espace;  et  enfin  au  moyen  des  lignes 
noires  on  a  les  projections  des  lignes  rouges  de  l'espace  et  ainsi  les  projections 
des  données  et  des  résultats.  Il  est  inutile  de  dire  que  c'est  au  moyen  des  fiches  que 
l'on  exécute  sur  les  deux  plans  rectangulaires  entre  eux  les  opérations  gra- 
phiques nécessaires  à  la  solution  du  problème. 

Cela  fait  on  enlève  toutes  les  fiches ,  rouges  et  blanches ,  qui  sont  dans 
l'espace. 

Tout  le  système  solide  a  disparu ,  il  ne  reste  plus  que  les  deux  projections 
horizontale  et  verticale  du  système.  On  rabat  le  plan  vertical  sur  le  plan  hori- 
zontal et  l'on  a  C épure  y  au  moyen  de  laquelle  on  doit  et  l'on  peut  reconstruire  le 
système  solide. 

On  peut  donc  varier  à  volonté  les  données  d'un  même  problème  et,  sur  le  relief 
même,  discuter  le  choix  et  la  méthode  à  employer  (en  vertu  des  données  par- 
ticulières que  l'élève  à  sous  les  ^eux)  pour  la  meilleure  solution  graphique  du 
problème  proposé. 

Avec  cet  instrument  on  peut  faire  voir  :  les  surfaces  développables  et  leur  arête 
de  rebroussement,  les  cônes,  les  cylindres,  les  paraboloïdes ,  les  hyperboloïdes, 
lesconoïdes,  enfin  toute  surface  réglée. 

Les  professeurs  peuvent  faire  exécuter  cet  instrument  dans  la  ville  où  ils  pro- 
fessent, à  peu  de  frais,  par  un  bon  ouvrier  menuisier  de  l'endroit. 
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Je  me  suis  très-bien  trouvé  de  remploi  de  cet  omnibus  dans  renseignement  de 
la  géométrie  descriptive,  soit  à  Técole  centrale  des  arts  et  manufactures  depuis 
4829,  soit  au  conservatoire  des  arts  et  métiers  depuis  1841. 

Je  saisis  avec  plaisir  cette  occasion  de  remercier  le  général  d*artillerie , 
M.  Morin ,  mon  ancien  camarade ,  d*avoir  propagé  Tusage  de  cet  instru- 
ment dans  les  écoles  d'arts  et  métiers  et  dans  les  écoles  régimentaires  de  Tar- 
tillerie. 


Paris ,  25  mai  18&?. 
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NOTIONS   PRÉLIMINAïaSS. 


1 .  La  géométrie  ordinaire  montre  parfaitement  la  disposition  relative  des  parties 
d^une  figure  entièrement  située  sur  un  seul  plan,  mais  elle  n'est  plus  suJËsante 
pour  représenter  les  constructions  que  Ton  doit  exécuter  dans  l'espace,  pour  la 
solution  des  problèmes  à  trois  dimensions ,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  des 
exemples  fort  simples  ;  ainsi  par  exemple  : 

On  sait  que  la  distance  d'un  point  à  un  plan  est  mesurée  par  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  le  plan;  mais  comment  fixer  la  direction  de  cette 
perpendiculaire?  Gomment  déterminer  le  point  où  elle  rencontre  le  plan?  La  géo- 
métrie ordinaire  n'enseigne  pas  à  résoudre  ces  questions  ;  les  méthodes  graphiques 
dont  elle  fait  usage  sont  à  cet  égard  complètement  impuissantes.  On  est  obligé 

d'employer  des  méthodes  particulières ,  dont  l'étude  dépend  de  la  géométrie  descrip- 
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tive;  mais  pourtant  la  géométrie  descriptbe  est  mal  définie  (ou  plutôt  incomplète- 
ment définie)  lorsqu'on  dit  qu^elle  a  pour  but  (Rapprendre  à  représenter  sur  une  feuille 
de  dessin^  qui  rCa  que  deux  dimensions 9  des  corps  qui  ont  trois  dimensions.  Ce  n'est  là 
qu'une  faible  partie  de  cette  science  ;  la  géométrie  descriptive  enseigne  en  outre  des 
méthodes  de  recherche  qui  peuvent  s'appliquer  avantageusement  à  tous  les  pro- 
blèmes de  relation  de  position;  car,  en  général,  l'analyse  seule  peut  donner  la  solu- 
tion des  problèmes  de  relation  métrique.  Enfin ,  en  faisant  marcher  ensemble  ces 
deux  branches  des  mathématiques ,  il  n'est  pas  de  problème  que  Ton  ne  puisse 
parvenir  à  résoudre. 

MoNGE  a  dit  de  la  géométrie  descriptive  que  c'est  la  langue  de  f  ingénieur ^  il  faut 
donc  apprendre  à  la  lire  et  à  l'écrire. 

Tous  les  travaux  des  ingénieurs  se  réduisent  à  la  résolution  des  deux  problèmes 
suivants  : 

1  •*  Faire  un  lever,  c'est-à-dire  :  représenter  sur  une  feuille  de  dessin  Timage  d'un 
corps  ou  d'un  système  de  corps  existant,  de  manière  à  pouvoir  le  reproduire 
identiquement  partout  où  l'on  voudra  ; 

2*  Faire  un  projet ,  c'est-à-dire  :  ayant  conçu  un  corps  ou  un  système  de  corps , 
en  faire  un  dessin ,  à  l'aide  duquel  on  puisse  l'exécuter  exactement. 

2.  Lorsqu'on  imprime  un  mouvement  quelconque  à  un  plan  ou  à  une  surface, 
en  général  elle  n'éprouve  aucune  altération  -dans  aucune  de  ses  parties.  Les  dispo- 
sitions relatives  des  points  et  des  lignes  entre  eux  demeurent  les  mêmes  à  une  épo- 
que quelconque  du  mouvement.  Les  angles  que  les  lignes  forment  entre  elles  ne 
changent  pas  de  grandeur,  et  les  longueurs  des  lignes  non  indéfinies  se  conser- 
vent les  mêmes.  Si  Ton  fait  tourner  un  plan  autour  de  son  intersection  avec  un 
autre  plan,  jusqu'à  ce  qu'il  se  confonde  avec  celui-ci,  on  dit  qu'on  rabat 
le  premier  plan  sur  le  second.  Cette  opération  est  fréquemment  répétée  en 
géométrie  descriptive  dans  le  but  de  ramener  sur  la  feuille  de  dessin  des  con- 
structions qui  n'y  sont  pas  contenues,  ou,  en  d'autres  termes,  qu'il  faudrait  exé- 
cuter dans  l'espace.  Nous  y  parviendrons  aussi  par  d'autres  considérations  également 
fécondes  (*). 

Représemation  (Cun  point. 

3,  Un  corps,  une  surface,  une  ligne,  sont  connus,  quand  on  peut,  au  moyen 


(*)  Ayant  mené  un  plan  sécant  à  travers  un  corps,  le  rabattre,  soit  sur  le  plan  horizontal .  soit 
sur  le  plan  vertical  de  projection ,  c'est  faire  en  géométrie  descriptive  identiquement  ce  que  Ton 
&it  en  analyse  lorsqu'on  emploie  les  formules  d'Euler  pour  trouver  l'équation  d'une  courbe  de 
section  dans  le  plan  même  de  section  ^  en  rapportant  cette  courbe  à  deux  axes,  rectangulaires  entre 
em  t  tracés  dans  son  plan. 


des  données ,  trouver  tons  les  points  qoi  composent  le  corps,  la  surface  et  la  ligae. 
Il  faut  donc  ayant  tout  savoir  fixer  la  position  d'nn  point  dans  Tespace. 

Pour  cela  on  peut  employer  plusieurs  méthodes  dont  nous  parlerons  par  la 
suite,  mais  dont  la  plus  simple  consiste  à  considérer  deux  plans  (qui  se  coupent  à 
angle  droit)  HH'  et  VV  {fig.  4)/0n  suppose  que  l'un  d'eux,  HH',  est  horizmuU^ 
Fautre,  VV,  est  alors  vertical  y  leur  intersection  LT  prend  le  nom  de  ligne  de  terre. 
Ces  deux  plans,  qu'il  faut  concevoir  indéfiniment  prolongés  dans  tous  les  sens,  se 
coupent  mutuellement  en  deux  parties  ou  régions. 

La  partieXTH  du  plan  horizontal ,  située  en  avant  du  plan  vertical,  se  nomme 
jMHie  antérieure;  la  partie  LTH',  située  derrière  le  plan  vertical,  se  nomme  parHe 
postérieure. 

La  partie  LTV  du  plan  vertical ,  située  au-dessus  du  plan  horizontal ,  se  nomme 
partie  supérieure;-  la  partie  LTV,  située  au-dessous  du  plan  horizontal,  se  nomme 
partie  inférieure. 

De  plus  ces  deux  plans  forment  quatre  angles  dièdres ,  que  l'on  désigne  par  las 
noms  des  parties  qui  les  comprennent ,  ainsi  : 

HLT V  se  nomme  angle  antérieur-supérieur  et  s'écrit  ainsi  :  A ,  S 
H'LTV       —       angle  postérieur-supérieur  —  P ,  S 

H'LTV      —       angle  postérieur-inférieur  —  P ,  I 

HLTV       —       angle  antérieur-inférieur  —  A ,  I 

4.  Cela  posé ,  si  d*un  point  m  de  l'espace  on  abaisse  nde  perpendiculaire  mn  sur 
le  plan  horizontal  Hff ,  le  pied  n  de  cette  ligne  est  dit  la  projection  horizaniale  du 
point  m ,  et  la  perpendiculaire  mn  est  la  ligne  pngetant  horixontatement  le  point  m  ;  de 
même  si  l'on  abaisse  mp  perpendiculaire  sur  le  plan  vertical  VV,  le  pied  p  de  cette 
droite  est  la  projection  verticale  du  point  m ,  et  la  perpendiculaire  pm  est  la  ligne  pro- 
jetant verticalement  le  point  m. 

5.  Si  l'on  conduit  un  plan  par  les  droites  mit  et  mp,  la  figure  mnop  située  dans  ce 
plan  est  évidemment  un  rectangle  ;  de  plus  ce  plan  est  perpendiculaire  aux  deux 
plans  HH'  et  W,  et  par  suite  à  leur  intersection  LT  ;  donc  : 

1*  la  distance  mn  du  point  m  au  plan  vertical  est  égale  à  la  distance  ]m>  de  sa 
projection  verticale  à  la  ligne  de  terre  ; 

8*  La  distance  mp  du  point  m  au  plan  vertical  est  égale  à  la  distance  no  de  sa 
projection  horizontale  à  la  ligne  de  terre; 

3*  Si  des  deux  projections  d'un  même  point  on  abaisse  des  perpendiculaire»  sur 
la  ligne  de  terre ,  elles  la  coupent  au  même  point. 

^.  Les  deux  projeciims  netp  <Cun  poim  m«i  fixent  ta  position  dans  t espace.  En 


effet  le  point  doit  se  trouver  sur  une  perpendiculaire  au  plan  HH'  élevée  par  la  pro- 
jection horizontale  n  et  à  une  distance  égale  à  op^  donc  en  prenant  9tm=op,  le  point 
m  est  le  point  cherché  ;  on  obtient  aussi  le  même  point  m  de  Tespace  en  prenant 
pjmzzionj  sur  une  perpendiculaire  élevée  du  point  p  au  plan  vertical  YY';  enfin  on 
sait  que  les  perpendiculaires  aux  plans  HH'  et  YY',  élevées  respectivement  par  les 
points  n  et  p,  sont  dans  un  même  plan ,  elles  se  coupent  donc  au  point  m ,  dont  les 
points  n  et  p  sont  les  projections^ 

7.  Un  point  est  encore  déterminé  par  la  condition  d'être  situé  à  la  fois  sur  deux 
droites  ou  sur  une  droite  et  un  plan,  c'est  même  toujours  ainsi  qu'il  est  donné;  car 
assigner  les  deux  projections  d'un  point  c'est  dire  que  le  point  est  sur  deux  droites 
perpendiculaires  aux  plans  de  projection ,  et  passant  par  les  projections  données  de 
ce  point. 

8.  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  considéré  deux  plans  perpendiculaires  entre 
eux  ;  pour  ramener  toutes  les  constructions  à  n'être  exécutées  que  sur  la  feuille  de 
dessin  et  ainsi  sur  un  seul  plan  et  non. dans  l'espace ,  on  suppose  que  le  plan  vertical 
YY'  tourne  autour  de  la  droite  LT,  comme  charnière ,  pour  se  rabaitre  sur  le  plan 
horizontal  HH'  et  de  telle  manière  que  la  partie  supérieure  LTY  de  ce  plan  vertical 
se  couche  sur  la  partie  postérieure  LTH'  du  plan  horizontal ,  et  que  la  partie  infé- 
rieure LTY'  se  recouche  sous  la  partie  antérieure  LTH. 

Dans  ce  mouvement  la  projection  verticale  p^du  point  m  de  l'espace,  est  entraînée, 
ainsi  que  la  ligne  op  laquelle  vient  se  placer,  après  lé  rabattanent ,  en  oq  sur  le  pro- 
longement de  la  droite  no,  de  telle  sorte  qu'après  le  rabattement  du  plan  vertical  les 
deux  projections  n  et  9  d'un  même  point  m  de  l'espace  sont  situées  sur  une  même 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  On  doit  conclure  de  ce  qui  précède  que ,  sur  le 
dessin  tracé  sur  une  feuille  de  papier,  dessin  que  l'on  appelle  épure  :  deux  points 
choisis  arbitrairement  y  /'tin  sur  le  plan  vertical  et  C autre  sur  le  plan  horizontal  des 
projections  ne  peuvent  représenter  les  projections  d^un  même  point  de  t espace  ^  quaU" 
tant  quUs  sont  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

9.  A  l'avenir,  nous  désignerons  un  point  de  l'espace  par  une  lettre  minuscule , 
et  ses  projections  par  la  même  lettre  avec  un  indice  supérieur  h  ou  v.  Ainsi  le  point 
m  de  l'espace  est  celui  dont  les  projections  horizontale  et  verticale  sont  respective- 
ment m*  et  m**  {fig.  2).  Un  point  étant  déterminé,  en  géométrie  descriptive,  par  ses 
deux  projections,  quand  on  dit,  qu'un  point  est  donné,  il  faut  entendre  que  l'on 
donne  les  projections  horizontale  et  verticale  de  ce  point  ;  et  quand  on  demande 
de  trouver  un  point  de  l'espace ,  il  faut  entendre  qu'on  demande  de  trouver  les  deux 
projections  de  ce  point. 

Quand  une  figure  est  énoncée  ou  décrite  dans  l'espace,  il  faut  pouvoir  l'écrire 
immédiatement  sur  la  feuille  de  dessin ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  sur  un  seul  plan  ;  et 
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réciproquaiaent,  quand  une  figure  est  écrite  sur  la  feuille  de  dessin,  il  faut  savoir 
la  lire  inunédiatement  dans  Tespace.  Pour  cela  il  faut,  au  moyen  des  projections 
d'un  point  y  concevoir  de  suite  la  position  qu'il  occupe  dansTespace;  et,  récipro- 
quement, connaissant  la  position  d'un  point  dans  Tespace,  il  faut  savoir  en  déduire 
de  suite  les  positions  de  ses  deux  projections. 

40.  Alphabet  du  point.  — Un  point  peut  occuper  dans  Tespace  plusieurs  positions 
qui  seront  indiquées  par  celles  de  ses  projections  à  l'égard  de  la  ligne  de  terre , 
comme  elles  le  sont  dans  la  géométrie  analytique  par  les  signes  et  les  grandeurs  des 
coordonnées. 

1*  Lorsqu'un  point  est  situé  dans  l'un  des  quatre  angles  dièdres  formés  par  les 
plans  de  projection ,  il  est  facile  de  voir  que  les  projections  de  ce  point  se  trouvent 
sur  les  parties  dps  plans  qui  comprennent  cet  angle  ;  les  quatre  positions  que  le 
point  peut  affecter  dans  ce  cas  sont  indiquées  par  la^i^.  3. 

2!"  Le  point  peut  être  sur  l'un  des  plans  de  projection  ;  il  est  alors  à  lui-même  sa 
projection  sur  ce  plan ,  et  son  autre  projection  est  évidemment  sur  la  ligne  de  terre. 
On  a  encore  quatre  cas  représentés  dans  la  fig.  4,  où  l'on  a  écrit  la  lettre  tn ,  qui 
dé»gne  le  point,  sans  indice  pour  exprimer  que  c'est  le  point  lui-même  et  non  une 
de  ses  projections. 

3*  Si  le  point  est  sur  la  ligne  de  terre,  il  n'a  pas  d'autres  projections  que  lui-même, 
c'est  pourquoi  on  écrit  seulement  la  lettre  m  à  côté  du  point  (fig.  S). 

4"*  Un  point ,  situé  dans  l'un  des  quatre  angles  dièdres,  peut  être  également  distant 
des  deux  plans  de  projection,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  avoir  om''=owl'  {jig.  2) 
{ N"  5  )  ;  dans  ce  cas  les  deux  projections  se  confondent  lorsqu'elles  sont  du  même 
côté  de  la  ligne  de  terre;  on  a  donc  encore  les  deux  cas  représentés  dans  layî^.  6. 
On  conclut  de  là  que  : 

1  "*  Tous  les  points  dont  les  projections  sont  distinctes  et  également  éloignées  de  la 

ligne  de  terre ,  se  trouvent  sur  le  plan  bissecteur  des  angles  dièdres  A,  S  et  P»  I  ; 
Si""  Tous  les  points  dont  les  prmections  sont  confondues ,  se  trouvent  sur  le  plan  bissec- 

teur  des  angles  dièdres  P,  S  el  A ,  I. 


Représentation  de  la  ligne  droite. 

il.  Si  par  tous  les  points  d'une  droite  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
le  plan  horizontal,  leurs  pieds  sont  les  projections  horizontales  des  divers 
points  de  la  droite ,  et  la  ligne  qui  les  unit  est  la  projection  horizotitale  de  la  droite. 
Toutes  ces  perpendiculaires  sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  au  plan  ho- 
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rizontal  et  dont  rintersection  avec  ce  plan  est  la  projection  de  la  droite  ;  on  raison- 
nerait de  même  à  l*égard  de  la  projection  d'une  droite  sur  tout  autre  plan  ;  donc 
ta  projection  (tune  droite  sur  un  plan  est  une  ligne  droite.  On  obtient  les  deux  projec- 
tions d'une  droite  en  menant  par  cette  droite  deux  plans  respectivement  perpendi- 
culaires aux  plans  de  projection  ;  on  les  nomme  plan  projetant  horizontalement  la 
droite  et  plan  projetant  verticalement  la  droite. 

i  2.  Nous  désignerons  une  droite  de  l'espace  par  une  lettre  majuscule ,  et  ses 
projections  par  la  même  lettre  avec  des  indices  supérieurs  h  ou  t;  ;  ainsi  D^  et  D* 
{fig.  7)  sont  les  projections  horizontale  et  verticale  de  la  droite  D.  Quelquefois 
aussi  nous  indiquerons  une  droite  par  deux  de  ses  points,  et  principalement  une 
droite  finie  de  longueur,  qui  doit  très-souvent  être  désignée  par  les  points  auxquels 
elle  se  termine;  ainsi,  la  droite  passant  par  deux  points  aetb  sera  désignée  de  la 
manière  suivante  :  droite  (a,  6). 

13.  Une  droite  est^  en  général^  déterminée  par  ses  deux  projections;  car  en  élevant 
par  D*  un  plan  perpendiculaire  au  plan  horizontal,  et  par  D''  un  plan  perpendicu» 
laire  au  plan  vertical ,  la  droite  D  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  ces  deux  plans ,  elle 
est  donc  leur  intersection.  Il  résulte  de  là  qu'une  droite  donnée  par  ses  deux  projec- 
tions est  réellement  donnée  par  deux  plans  dont  elle  est  l'intersection. 

Une  droite  est  aussi  complètement  déterminée  par  deux  de  ses  points;  car  ils 
feront  connaître  deux  points  de  chaque  projection.  Parmi  les  points  d'une  droite  on 
considère  d'une  manière  spéciale  les  deux  points  en  lesquels  elle  perce  les  plans  de 
projection  et  que  l'on  nomme  les  traces  delà  droite;  ces  deux  points  remarquables 
sont  très- propres  à  fixer  la  direction  d'une  droite  par  rapport  aux  plans  des  pro- 
jections et  par  suite  sa  direction  dans  l'espace. 

1 4.  Problème  i .  —  Étant  données  les  traces  d'une  droite ,  construire  ses  projections 
(fig.  7).  Soient  a  la  trace  horizontale  et  b  la  trace  verticale  d'une  droite  D;  a"  et 
6*  seront  sur  la  ligne  de  terre  (n""  40,  2*)  et  sur  des  perpendioulaires  à  cette  ligne 
abaissées  des  points  a  et  b  {u''  S)  ;  on  aura  donc  deux  points  a  et  b^  de  D*  et  deux 
points  a  et  a"  de  D*  ;  donc  ces  projections  D*  et  D''  sont  connues. 

15.  Problème  2.  —  Trouver  les  traces  d'une  droite,  dont  on  connaît  les  projections 
[fig.  7  ) .  La  trace  horizontale  appartenant  à  la  fois  à  la  droite  D  et  au  plan  hori- 
zontal ,  sa  projection  verticale  doit  être  sur  D'  et  sur  LT,  donc  en  a"  ;  le  point  a  est 
à  lui-même  sa  projection  horizontale ,  donc  il  se  trouve  sur  D*  et  sur  une  perpen- 
diculaire menée  à  la  ligne  de  terre  par  a*",  c'est-à-dire  à  l'intersection  a  de  ces  deux 
droites.  De  même  la  trace  verticale  étant  sur  D  et  sur  un  plan  vertical,  sa  projection 
horizontale  est  en  6^,  et  le  point  est  lui-même  en  b. 

De  là  on  peut  conclure  que  pour  avoir  une  des  traces  d'une  droite,  il  faut  pro- 
longer  la  projection  de  nom  contraire  jusqu'à  la  ligne  de  terre  et  par  le  point  de  rencontre 
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avec  cette  ligne  de  terre j  élever  une  perpendiculaire  à  cette  ligne  de  terre^  et  le  point  où 
cette  perpendiculaire  coupe  Poutre  projection  de  la  droite  sera  la  trace  demandée. 

16.  Une  droite  indéfiniment  prolongée  peut  n'ékre  pas  todt  entière  contenue 
dans  un  seul  des  angles  dièdres  formés  par  les  plans  de  projection  ;  alors  la  porUon 

située  dans  l'angle  dièdre  A,  S  est  vue,  mais  tout  ce  qui  se  trouve  derrière  le  plan 
vertical  ou  au-dessous  du  plan  horizontal  est  caché  par  l'un  de  ces  pians;  on 
exprime  cela  sur  la  figure  par  la  manière  d'écrire  les  projections  de  ces  portions 
de  la  droite.  On  est  convenu  d'écrire  en  lignes  pleines  les  projections  de  la  partie 

comprise  dans  Tangle  dièdre  A,  S,  et  en  lignes  ponctuées  (ou  formées  de  points 
ronds)  les  projections  des  parties  de  droite  comprises  dans  Tun  des  trois  autres 
angles  dièdres,  comme  nous  l'indiquerons  sur  les  figures  suivantes  :  il  est  évident 
qu'une  portion  de  droite  vue  a ,  sur  l'épure,  sa  projection  horizontale  au-dessous  et 
sa  projection  verticale  au-dessus  de  la  ligne  de  terre. 

Mais  cette  ponctuation  ne  convient  qu'aux  lignes  principales  d'une  figure  c'est-à* 
dire,  aux  lignes  qui  représentent  les  données  ou  les  quantités  cherchées  du  pro- 
Même.  Quant  aux  autres  lignes  on  les  distingue  en  deux  classes  : 

1*  Lignes  auxiliaires  qui,  sans  être  au  nombre  des  lignes  principales  ci-dessus 
indiquées,  jouent  dans  la  figure  un  rôle  assez  important  ;  on  les  écrit  en  lignes 
mixtes,  c'est-à-dire  formées  de  petits  traits  longs  et  séparés  entre  eux  par  un  ou 
plusieurs  points  ronds  ; 

3*  Lignes  de  construction ,  que  l'on  nomme  aussi  quelquefois  lignes  de  projection, 
qui  sont  censées  ne  pas  exister,  parce  qu'elles  n'ont  dans  l'épure  qu'un  rôle  d'une 
très-faible  importance;  on  les  trace  en  lignes  pointillées,  c'est-à-dire  formées  de  petits 
traits  plus  courts  et  plus  fins  que  ceux  des  lignes  mixtes  (les  lignes  de  projection 
sont  celles  qui  unissent  entre  eux,  sur  l'épure,  les  points  qui  sont  les  projections 
d'un  même  point  de  l'espace,  elles  sont  dès  lors  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre). 

Outre  les  parties  d'une  figure  cachées  par  les  plans  de  projection,  d'autres  par- 
lies  peuvent  l'être  par  les  parties  antérieures  de  la  figure  elle-même;  mais  pour  ne 
pas  multiplier  sans  nécessité  les  lignes  ponctuées,  ce  qui  en  outre  nuirait  à  l'in- 
telligence de  la  figure,  on  suppose  souvent  que  ces  portions  de  la  figure  sont  seu- 
lement représentées  par  les  lignes  tracées  sur  les  plans  de  projection,  lignes  qui 
sufiîsent  ordinairement  pour  les  déterminer  complètement. 

1 7.  Alphabet  de  la  droite.  Une  droite  peut  affecter  dans  l'espace  (et  ainsi  par  rap- 
port aux  deux  plans  de  projection)  un  grand  nombre  de  positions,  qu'on  exprime, 
sur  l'épure,  par  les  situations  respectives  de  ses  projections  par  rapport  à  la  ligne 
de  terre,  et  par  la  ponctuation  de  ses  projections. 

V  La  droite  peut  être  oblique  par  rapport  aux  deux  plans  de  projection,  et  la 
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portion  comprise  entre  ses  traces  horizontale  et  verticale,  peut  être  située  dans 
Tun  des  quatre  angles  dièdres  ;  il  est  évident  que  les  traces  de  la  droite  sont 
situées  sur  les  parties  des  plans  qui  forment  cet  angle  ;  ainsi  on  aura  les  quatre 
positions  indiquées  (  fig.  8),  qu'il  serait  facile  de  lire  par  la  ponctuation  seule.  Pour 
établir  cette  ponctuation,  remarquons  que  dans  le  premier  cas  la  partie  ab  étant  dans 

Fangle  A,  S  est  vue  j  les  portions  a^  et  a^'b  des  projections  doivent  donc  être  en 
ligne  pleine  ;  mais  au  delà  du  point  a  la  droite  D  passe  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal y  et  au  delà  du  point  b  elle  passe  derrière  le  plan  vertical  :  c'est  pourquoi  les 
parties  de  la  projection  horizontale  situées  en  dehors  des  points  a  et  b^  et  les  parties 
de  la  projection  verticale  situées  en  dehors  des  points  a  et  b""  sont  en  lignes  ponc- 
tuées. On  trouverait  de  même  la  ponctuation  qu'il  convient  d'adopter  dans  les  trois 
autres  cas.  Supposant  maintenant  les  droites  tracées  sans  notation  ;  pour  conclure 
de  la  ponctuation  seule  où  est  la  projection  horizontale,  nous  dirons  :  la  partie  de  la 

droite  dont  les  projections  sont  en  ligne  pleine  doit  être  dans  l'angle  A,  S;  donc 
dans  le  4*  cas,  par  exemple,  c'est  la  portion  à  gauche  du  point  a  ;  donc  pour  cette 
partie  la  projection  horizontale  est  au-dessous  et  la  projection  verticale  au-dessus 
de  la  ligne  de  terre.  Par  suite  le  point  a  est  la  trace  horizontale  et  le  point  b  la  trace 
verticale  de  la  droite.  On  trouverait  de  même  la  direction  de  la  droite  dans  les  trois 
autres  cas. 

2*"  La  droite  peut  être  parallèle  au  plan  horizontal  ;  sa  projection  verticale  est 
alors  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  car  tous  les  points  de  la  droite  D  sont  à  la  même 
distance  du  plan  horizontal;  la  projection  horizontale  est  quelconque,  et  l'on  aies 
trois  positions  indiquées  {fig.  9),  suivant  que  la  droite  D  est  au-dessus  du  plan 
horizontal,  dans  ce  plan,  ou  au-dessous  de  lui. 

3*  Si  la  droite  est  parallèle  au  plan  vertical  ;  sa  projection  horizontale  est  paral- 
lèle à  la  ligne  de  terre ,  sa  projection  verticale  est  quelconque ,  et  l'on  a  les  trois 
positions  indiquées  {fig.  10),  suivant  que  la  droite  D  est  en  avant  du  plan  vertical, 
dans  ce  plan,  ou  derrière  lui. 

4"*  La  droite  peut  être  parallèle  à  la  fois  aux  deux  plans  de  projection,  et  par 
conséquent  à  la  ligne  de  terre  ;  ses  deux  projections  sont  alors  parallèles  à  LT.  Ce 
cas  présente  neuf  positions,  savoir  :  quatre ^  lorsque  la  droite  est  située  dans  l'un 
des  quatre  angles  dièdres  {fig.  11);  quatre,  lorsqu'elle  se  trouve  sur  Tune  des  qua- 
tre régions  des  plans  de  projection  {fig.  12);  enfin  elle  peut  être  confondue  avec 
la  ligne  de  terre  (fig.  13).  Ces  neuf  positions  sont  les  mêmes  que  les  neuf  posi- 
tions du  point  {fig.  3,  4,  5),  il  suffit  de  remplacer  les  points  m,  m*,  m*',  etc.,  par 
des  droites  D,  D*,  D',  etc.,  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  Si  dans  ce  cas  la  droite 
est  également  distante  des  deux  plans  de  projection,  ses  deux  projections  seront 
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distinctes  ou  séparées  et  placées  à  la  même  distance  de  la  ligne  de  terre,  lorsque 

cette  droite  sera  située  dans  les  angles  dièdres  A,  S  ou  P,  I.  Elles  se  confondront 
quand  elles  seront  situées  du  même  càléX fig»  1 4  )  de  la  ligne  de  terre;  et,  dans  ce 

cas,  la  droite  se  trouvera  dans  les  angles  dièdres  A,  I  et  P,  S.  Dans  le  premier  cas 

la  droite  sera  sur  le  plan  bissecteur  de  l'angle  A,  S,  et  dans  le  deuxième  cas  elle 

sera  sur  le  plan  bissecteur  de  l'angle  A ,  I. 

5"  Si  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal ,  sa  projection  horizontale 
se  réduit  à  un  seul  point  et  sa  projection  verticale  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre,  car  le  plan  projetant  verticalement  la  droite  et  le  plan  vertical  de  projection 
sont  tous  deux  perpendiculaires  au  plan  horizontal.  La  droite  peut  dans  ce  cas 
affecter  trois  positions  :  elle  peut  être  située  en  avant  du  plan  vertical ,  dans  ce 
plan ,  ou  derrière  lui  {fig.  i  5) . 

6*  Trois  positions  semblables  (fig.  16)  répondent  au  cas  d'une  droite  perpen- 
diculaire au  plan  vertical  et  située  au-dessus  du  plan  horizontal ,  dans  ce  plan^  ou 
au-dessous  de  lui. 

Il  résulte  de  ces  deux  cas  que  om*  (fig.  2)  est  la  projection  verticale  de  la  droite 
projetant  horizontalement  le  point  m,  laquelle  a  pour  projection  horizontale  le 
point  m^j  et  om!"  est  la  projection  horizontale  de  la  droite  projetant  verticalement 
le  point  m,  laquelle  a  pour  projection  verticale  le  point  m^. 

?•  Si  la  droite  D  a  dans  l'espace  une  direction  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre 
LT,  ses  deux  projections  se  confondent  en  une  seule  droite  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre;  car  si  l'on  fait  passer  par  la  droite  D  un  plan  vertical ,  ce  plan  est  de  plus 
perpendiculaire  à  LT  ;  donc  ses  intersections  avec  les  deux  plans  de  projection  , 
ou  D*  et  D*",  sont  toutes  deux  perpendiculaires  à  LT  et  la  coupent  au  même  point, 
et  par  conséquent  se  confondent  après  le  rabattement  du  plan  vertical.  Les  deux 
projections  de  la  droite  ne  suiBsent  donc  plus,  dans  ce  cas,  pour  en  fixer  la  direction 
dans  l'espace ,  mais  elle  sera  complètement  déterminée  si  l'on  donne  deux  de  ses 
points.  La  droite  dans  ce  cas  peut  affecter  quatre  positions  suivant  que  la  portion 
comprise  entre  ses  traces  est  interceptée  dans  l'un  des  quatre  angles  dièdres  {fig,  1 7). 

8*  Si  la  droite  rencontre  la  ligne  de  terre ,  ses  traces  a  et  6  se  confondent  en 
un  même  point  de  cette  ligne  ;  dans  ce  cas  il  peut  arriver  que  les  projections  D*  et 
D"  (fig.  18)  fassent  des  angles  aigus  avec  la  même  portion  de  LT,  Tune  au-dessus 
et  l'autre  au-dessous  ;  cette  disposition  appartient  évidemment  à  une  droite  traver- 
sant les  angles  A,  S  et  P,  I.  Si  les  angles  aigus  sont  formés  avec  les  deux  parties 
de  LT  (fig.  19),  cela  représente  évidemment  une  droite  traversant  les  angles  P,  S 
et  A,  L  Si  les  angles  aigus  sont  égaux,  la  droite  est  sur  l'un  des  deux  plans  bi- 

2 
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secteurs  (n*  10,  4*)  et  dans  le  dernier  cas  les  denx  projections  se  oonfondent  en 
une  seule  droite  (fig.  20) . 

9""  Si  la  droite  rencontrant  la  ligne  de  terre  lui  est  perpendiculaire ,  les  deux 
projections  se  réunissent  en  une  seule  droite  perpendiculaire  à  LT;  dès  lors  elles  ne 
suffisent  plus  pour  la  déterminer  ;  il  faut  alors  donner  un  autre  point  quelconque 
de  la  droite  {fig.  21  ). 

1 8.  On  voit  par  tout  ce  qui  précède  qu'une  droite  est  toujours  entièrement  dé- 
terminée par  les  projections  de  deux  de  ses  points,  tandis  que,  dans  quelques  cas 
particuliers^  les  projections  de  la  droite  ne  sont  plus  suffisantes. 

49.  Deux  droites  qui  ne  sont  pas  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre  peuvent 
toujours  représenter  les  projections  d'une  droite  de  Tespace.  Car  en  élevant  les 
deux  plans  projetants ,  ils  se  coupent  suivant  une  droite  déterminée.  La  droite  est 
indéterminée  quand  les  deux  projections  se  confondent  en  une  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre  LT.  Deux  droites  dont  une  seule  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre ,  on  qui  lui  étant  toutes  denx  perpendiculaires  ne  la  coupent  pas  au  même 
point,  ne  peuvent  pas  être  les  projections  d'une  même  droite  de  l'espace. 

20.  Deux  droites  D  et  D' situées  dans  l'espace  peuvent  se  couper,  être  parallèles, 
ou  n'être  pas  situées  dans  un  même  plan. 

1"  Si  elles  se  coupent  {fig.  22),  les  projections  de  leur  point  d'intersection  m 
appartiennent  à  la  fois  aux  projections  de  ces  deux  droites  D  et  D',  donc  m!"  et  nC 
en  lesquels  se  coupent  respectivement  les  projections  D*,  D'*  et  D",  D",  doivent  {sur 
C épure)  être  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  (n''  8). 

2""  Si  elles  sont  parallèles,  leurs  projections  de  même  nom  sont  parallèles  (fig.  23), 
car  les  deux  plans  projetants  correspondants  sont  parallèles. 

3""  Si  elles  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan ,  le  point  d'intersection  de 
leurs  projections  verticales  n'est  pas  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre  avec  le  point  d'intersection  de  leurs  projections  horizontales  {fig.  24). 

21.  Les  réciproques  de  ces  trois  propositions  sont  vraies,  c'est-à-dire  que, 
1  **  si  les  projections  de  deux  droites  se  coupent  eu  deux  points  m''  et  m*  situés  sur 
une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  (fig.  22),  les  droites  se  coupent  dans 
l'espace  ;  car  le  point  m ,  ayant  ses  projections  sur  celles  de  la  droite  D,  appartient 
à  cette  droite  et  par  une  même  raison  il  appartient  à  la  droite  D'. 

2"  Si  les  projections  de  même  nom  sont  parallèles  {fig.  23)  les  droites  sont 
parallèles ,  car  les  quatre  plans  projetants  sont  deux  à  deux  parallèles  et  par  con- 
séquent les  quatre  intersections  dont  deux  ne  sont  autres  que  les  droites  D  et  D', 
sont  aussi  parallèles. 

3^  Si  les  projections  des  droites  se  coupent  en  des  points  non  situés  sur  une 
même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  les  droites  ne  sont  pas  dans  un  même 


{dan  (fig.  2i)>  cae  deox  droites  traoée»  sur  on  plan  se  coupent  oa  sont  parallèles,  et 
\w£^  projections  suaient  disposées  comme  dans  les  fig^  32  ou  23,  Il  en  résulte 
que  si  les  deux  projections  horizontales  seules  ou  si  les  deux  projections  verti- 
cales seules  sont  parallèles,  les  droites  ne  sont  pas  parallèles. 

22.  Lorsque  deux  droites  sont  perpendiculaires  à  LT,  leurs  projections  sont 
respectivement  parallèles;  mais  il  n'en  résulte  pas  que  les  droites  dans  Tespace 
le  soient»  Mais  si  D  et  D'  {fig^  25)  sont  parallèles,  choisissant  deux  pointe  a  et 6, 
of  et  6'  sur  chaque  droite,  si  Ton  conçoit  des  verticales  abaissées  des  pointe  b  et  b' 
et  des  horizontates  menées  des  pointe  a  et  a!  qui  coupent  les  verticales  en  des  pointe 
que  nous  désignerons  par  i  et  i',  on  formera  deux  triangtes  abi ,  ab'V  qui  seront 
semblables  comBOts.  ayant  les  càtés  respectivement  parallèles,  on  a  donc  : 

ia  :  ib  ::  t'a  :  iV 
mais 

ia  =  €^b\  ib  =  a^b\  i'a'r=aH'^,  fb'  =  a'^V'' 
donc 

23.  Réciproquement,  si  cette  relation  a  lieu,  les  droites  D  et  D'  sont  parallèles  ; 
car  ayant  construit  comme  ci-dessus  les  triangles  abi  et  aVi'  rectangles  en  i  et  f',  ils 
sont  semblables  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels  ; 
ces  côtés  sont  en  outre  parallèles ,  donc  aassi  les  hypoténuses  ab  et  ab'  ou  les 
droites  D  etD'  sont  parallèles. 

24.  Problème  3.  Par  un  point  donné  mener  une  droite  parallèle  à  une  droite  donnée 
{fig.  26).  Les  projections  de  la  droite  cherchée  X  doivent  passer  respectivement 
par  les  projections  du  point  donné  m,  et  être  parallèles  aux  projections  de  la  droite 
donnée  D. 

Représentation  des.  lignes  courbes. 

25.  Si  de  tous  les  points  ajbjC,....m  (Jig.  27)  d'une  courbe  C  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  le  plan  horizontel,  les  pieds  a*,fr*,c'^,....m*  de  ces  perpendicu- 
laires forment  une  ligne  C*,  qui  est  la  projection  horizontale  de  la  courbe  C.  Toutes 

les  perpendiculaires  cki*,  66*,  cd" mm^  sont  parallèles  et  forment  une  surface 

que  nous  désignerons  plus  loin  sous  le  nom  de  sur/ace  cylindrique  y  et  qui  est  dite 
surface  ou  cylindre  projetant  horixontalemmt  la  courbe  C.  En  abaissant  de  même  des 
perpendiculaires jsur  le  plan  vertical,  elles  formeront  le  cylindre  projetant  verticale- 
ment la  courbe  C.  Due  courbe  C  peut  donc  être  t^iqours  considérée  comme  Tinter- 
section  de  deux  surfaces  cylindriques. 


—  «  — 

Si  ]a  courbe  G  était  tracée  dans  an  plan  perpendiculaire  au  plan  horizontal ,  par 
exemple,  toutes  les  droites  oo*,  bb^,  etc. ,  seraient  situées  dans  ce  plan ,  C^  serait 
Tintersection  de  ce  plan  avec  le  plan  horizontal ,  et  par  conséquent  cette  projection 
de  la  courbe  C  serait  une  droite  et  l'autre  projection  serait  nécessairement  une 
courbe.  Si  la  courbe  C  était  dans  un  plan  perpendiculaire  à  LT,  ses  deux  projec- 
tions seraient  Tune  et  Tautre  des  droites. 

26.  Problème  i.  Trouver  les  points  en  lesquels  une  courbe  rencontre  les  plans  de 
projection  (fig.  28).  Les  points  en  lesquels  la  courbe  C  rencontre  le  plan  horizontal 
se  projettent  verticalement  sur  C  et  sur  LT  (n°  20,  2*)  donc  à  leur  intersection 
en  a"  et  en  6%  les  points  a  et  A  seront  sur  C*  et  sur  des  perpendiculaires  à  LT  éle- 
vées par  les  points  a^  et  b^  ;  mais  ces  perpendiculaires  rencontrent  généralement 
la  courbe  C^  en  plusieurs  points ,  qui  peuvent  indifféremment  être  pris  pour  les 
traces  de  la  courbe  G,  à  moins  que  par  une  circonstance  quelconque  on  soit  con- 
duit à  exclure  quelques-uns  d'entre  eux,  comme  dans  ce  cas* ci,  par  exemple, 
nous  excluons  les  points  a  et  ^  qui ,  évidemment ,  ne  peuvent  être  les  traces  de  la 
courbe  C.  On  trouverait  de  même  les  traces  verticales  de  la  courbe  G. 

Remarquons  qu'une  partie  de  G*  ne  correspond  à  aucune  partie  de  G"  et  ne  peut 
pas  par  conséquent  être  la  projection  d'une  portion  de  la  courbe  G  ;  de  même  une 
partie  de  G*'  n'appartient  pas  à  la  projection  de  la  courbe  G  :  nous  donnerons 
ailleurs  l'explication  de  cette  circonstance. 

Les  lignes  courbes  étant  représentées  de  la  même  manière  que  les  lignes  droites, 
au  moyen  de  deux  projections,  on  doit  en  conclure  que ,  si  deux  courbes,  G  et  G' 
situées  dans  l'espace,  se  coupent  en  un  point  m,  leurs  projections  G*,  G'*  et  G*,  G'" 
se  couperont  respectivement  en  des  points  qui  seront  m*  et  m"  projections  du  point 
wi,  et  dès  lors  tels  qu'ils  pourront  {sur  l'épure)  être  unis  par  une  même  perpendicu- 
laire à  la  ligne  de  terre. 

Représentation  du  plan. 

27.  Par  deux  droites  parallèles,  ou  qui  se  coupent,  par  une  droite  et  un  point, 
par  trois  points,  on  peut  faire  passer  un  plan  et  on  ne  peut  en  faire  passer  qu'un  ; 
parmi  les  droites  qui  peuvent  fixer  la  position  d'un  plan  dans  l'espace ,  on  choisit 
celles  en  lesquelles  il  coupe  les  plans  de  projection  et  que  l'on  nomme  les  traces 
du  plan.  Il  est  évident  que  les  deux  traces  d'un  plan  doivent  rencontrer  la  ligne 
de  terre  au  même  point,  qui  est  le  point  d'intersection  de  cette  ligne  et  du  plan. 

Nous  désignerons  un  plan  dans  l'espace  par  une  lettre  majuscule,  et  ses  traces 
horizontale  et  verticale  respectivement  par  les  lettres  H  et  V  avec  la  lettre 
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qui  désigne  le  plan,  pour  indice,  ainsi  (fig,  29)  H'  et  Y'  sont  les  traces  du 
plan  P. 

Lorsqu'un  plan  sera  donné  par  deux  droites  nous  l'indiquerons  par  les  lettres 
qui  désignent  ces  droites  mises  entre  parenthèses  :  ainsi  le  plan  (A,  B)  signifiera 
le  plan  déterminé  parles  deux  droites  A  et  B;  nous  dirons  de  même  le  plan  (A,  a) 
pour  indiquer  le  plan  déterminé  par  la  droite  A  et  le  point  a  ;  et  enfin  le  plan 
(a,  bf  c)  exprimera  le  pian  passant  par  les  trois  points  a,  b  et  c. 

38.  Problème  5.  Étant  connue  la  projection  horizontale  dune  droite  située  sur  un 
plan  donné  par  ses  traces ^  trouver  sa  projection  verticale  {fig.  29).  II  est  évident  que 
les  traces  d'une  droite  située  sur  un  plan  se  trouvent  sur  les  traces  de  ce  plan , 
donc  la  trace  horizontale  de  la  droite  D  sera  le  point  a ,  intersection  de  H'  et  D^, 
d'où  l'on  déduit  un  point  a"*  de  D".  La  trace  verticale  de  D  se  projette  horizontale- 
ment au  point  6*,  intersection  de  D*  et  de  LT,  et  le  point  lui-même  est  en  b  sur  V; 
donc  on  connaît  D^  Si  l'on  donnait  D*"  on  en  conclurait  de  même  D*. 

29.  Problème  6.  Étant  connue  la  projection  horizontale  d'un  point  situé  sur  un  plan 
donné  par  ses  traces^  trouver  sa  projection  verticale  {fig.  29).  Si  par  le  point  m  et 
dans  le  plan  P  on  conduit  une  droite  D  quelconque ,  D*  passera  par  m*,  et  Ton 
en  conclura  D"  (n**  20)  ;  puis  m",  devant  se  trouver  sur  D''  et  sur  une  perpendi- 
culaire à  LT  et  abaissée  du  point  m*,  sera  à  l'intersection  de  ces  deux  droites.  Si 
Ton  donnait  m";  on  en  conclurait  de  la  même  manière  m*. 

II  résulte  de  là  qu'un  plan  est  complétetnent  déterminé  par  ses  traces. 

30.  Un  plan  est  aussi  complètement  déterminé  par  deux  droites  quelconques  y  qui 
se  coupent  (fig.  30).  En  effet  soit  m*  la  projection  horizontale  d'un  point  apparte- 
nant au  plan  (A^B)  (n""  27);  par  le  point  m  et  dans  le  plan  (A,  B)  menons  une 
droite  quelconque  X  ;  X*  passera  par  m*,  cette  droite  X  rencontrera  nécessaire- 
ment les  droites  A  et  B  en  des  points  a  et  6,  dont  les  projections  horizontales  sont 
les  points  a*  et  6*,  intersection  de  X*  avec  A*  et  B*  ;  on  en  conclut  a""  et  b""  qui  font 
connaître  la  droite  X*'  sur  laquelle  est  située  la  projection  verticale  m""  du  point  m, 
donc  ce  point  est  déterminé.  U  est  évident  qu'il  en  serait  de  même  si  les  droites  A 
et  B  étaient  parallèles. 

31 .  Problème  7.  Un  plan  étant  donné  par  deux  droites  (qui  se  coupent)^  en  trouver  les 
traces  {fig.  31  et  32).  Les  traces  de  chacune  des  droites  devant  se  trouver  sur  les 
traces  du  plan ,  nous  chercherons  ces  traces  (n"*  1 5)  et  nous  aurons  deux  points  a 
et  b  de  H'  et  deux  points  a'  et  6'  de  V;  il  faut  en  outre  que  ces  traces  coupent  LT 
au  même  point ,  ce  qui  servira  de  vérification  à  l'exactitude  des  constructions. 

Nous  dirons  à  cette  occasion  que  dans  tous  les  problèmes  à  résoudre ,  l'élégance 
des  méthodes  consiste  à  se  ménager  le  plus  possible  des  moyens  de  vérification , 
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sans  toatefoÎB  en  augmenter  le  nombre  aux  dépens  de  la  simplicité  des  oonstrac* 
tiens. 

33.  Si  ron  voulait  trouver  les  traoes  d'un  plan  donné  par  une  droite  D  e^  un 
point  m,  par  le  poittt  m  on  mènerait  une  droitaD'  parallèle  à D ,  ou  la  coupanb, 
et  ensuite  on  chepoherait  les  traces  du  plan  (J>,  D'). 

Si  le  plan  était  donné  par  trois  poinis,  unissanik  ces  points  deux  à  deux  on- 
obtiendrait  trois  droites ,  ou.  bien  on  pourrait  noir  deux  points  par  une-  droite  à 
laquelle  on  mènerait  une  parallèle.  B«ir  k  tcoi^^ième  point  U  sera  facile  de.  résoudre 
ces  diverses  questions. 

33.  Mphabet  du  plan.  Un  plan  peut  ajQtecter  plusieurs  positions  dans  Tespace. 

1*  n  peut  être  oblique  par  rapport  aux  deux  plans  de  projection»  il  y  a  deux 
cas»  à  diatinguer  (fig.  33)  suivant  que  les  traces  font  des  angles  aigus  a  et  |3  avec 
la  môme  partie  de,  LT>  ou  avec  des  parlves  différente». 

2^  Dans  les  deux  cas  les  angles  a  et^  peuvent  être  égaux,  et  dans  le  dernier 
ca3  les  deux  traces  se  confondent  (Ji^,  34). 

3*  Si  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal  >  sa  trace  horizontale  serait 
au3si  perpendiculaire  au  plan  horizontal  {fig.,  35.)  et  par  conséquent  à  la  lig^e  de 
terre. 

4"*  Si  ce  plan  était  perpendiculaire  au  plan  vertical  la  trace  horizontale  serait 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  {fig.  36). 

&"  Si  le  plan  était  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  les  deux  traces  se  con- 
fondraient évidemment  en  une  seule  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre 
{fig.  37). 

&"  Lorsque  le  plan  est  parallèle  au  plan  vertical ,  sa  trace  horizontale  est  paral- 
lèle à  LT,  sa  trace  verticale  n'existe  pas  ou  plutôt  elle  est  située  à  Tinfini  ;  le  plan 
peut  alors  affecter  deux  positions  {fig.  38). 

7*  Un  plan  parallèle  au  plan  horizontal  n*a  pas  de  trace  horizontale  et  sa  trace 
verticale  est  parallèle  à  LT  ;  il  peut  encore  affecter  deux  positions  {fig.  39). 

S*"  Le  plan  peut  être  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  ses  traces  sont  alors  toutes  deux 
parallèles  à  LT,  car  s'il  en  était  autrement  la  ligne  de  terre  rencontrerait  le  plan. 
Suivant  que  les  traces  sont  situées  sur  Tune  ou  sur  l'autre  des  parties  de  chaque  plan 
de  projection,  le  plRn  P  peut  affecter  quatre  positions  (fig.  40). 

9"*  Le  plan  peut  être  également  ineliné  par  rapport  aux  deux  plans  de  projection , 
ses  deux  traces  sont  alors  à  égale  distance  de  la  ligne  die  terre,  et  si  elles  sont  du 
même  côté  elles  se  confondent  (fig.  41). 

1 0""  Un  plan  passant  par  la  ligne  de  term  ne  peut  plus  être  déterminé  par  ses 
traces,  qni  ne  forment  qu'une  seule  droite;  mais  un  plan  étant  déterminé  par  une 
droite  et  un  poî«t ,  on  ohoisil  la  lig^  de  terreet  Tan  donneien^  outrer  uapmnt  quel- 
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cDttqwe  que  Û0ÏI8  lïoteroBS  par  la  même  tetlre  qtie  le  plan.  Ce  plan  peot  affecter 

deux  positions  {fig.  42)  suivant  qu'il  traverse  l'angle  A,  S  et  son  opposé ,  ou  les 
deux  autres  angles  dièdres. 

1 1  *  Enfin  le  plan  pourrait  être  l'un  des  plans  de  projection,  le  point  donné  devrait 
alors  avoir  une  de  ses  projections  sur  la  ligne  de  terre. 

34.  De  tout  ce  qui  précède  nous  pouvons  conclure  qu'un  plan  est  toujours  dé- 
terminé par  une  droite  et  par  un  point .,  tandis  que  ses  traces  ne  sont  (pas  isuiBsantds 
dans  un  cas  particulier,  celui  où  il  passe  par  la  ligne  de  terre. 

35.  Parmi  les  droites  que  l'on  peut  tracer  sur  un  plan,  il  faut  principalement 
distinguer  : 

1  "  Les  horizontales  du  plan  ;  ce  sont  des  droites  Situées  dans  le  plan  et  parallèles 
au  plan  horizontal. 

â""  Les  verticales  du  plan  ;  ce  sont  des  droites  situées  sur  le  plan  et  parallèles , 
au  plan  vertical. 

.3"*  Les  lignes  de  plus  grande  pente  par  rapport  au  plan  horizontal  ;  ce  sont  des 
droites  perpendiculaires  à  la  trace  horizontale  de  ce  plan.  En  effet  par  un  point  m 
[fig.  43)  du  plan  MP  menons  mo  perpendiculaire  et  mq  oblique  sur  MN,  abaissons 
aussi  mp  perpendiculaire  sur  le  plan  AN  et  joignant  po  et  j>q  ;  po  sera  perpendi- 
culaire et  pQ  oblique  sur  MN,  donc  po  <  pg,  d*où  —  >  —  ;  or,  ces  rapports  sont 

po       pq 

ce  qu'on  nomme  les  pentes  des  droites  mo  et  mq  tracées  sur  le  plan  AN,  donc  mo  est 
la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  AN. 

Remarquons  que  —  ==  tang.  a ,  et  nous  en  conclurons  que  la  pente  d'une 

po 

droite  ou  d'un  plan  sur  un  autre  plan  est  exprimée  par  la  tangente  trigonométrique 
de  l'angle  que  fait  cette  droite  ou  ce  plan  avec  le  second  plan. 

4*  Les  lignes  de  plus  grande  pente  par  rapport  au  plan  vertical  ;  ce  sont  des  per- 
pendiculaires à  la  trace  verticale  de  ce  plan  (d'après  la  démonstration  précédente). 

36.  Problème  8.  Tracer  une  horizontale  et  une  verticale  (Tun  plan  (fig,  44).  Une 
horizontale  D  du  plan  P  étant  parallèle  au  plan  horizontal ,  sa  projection  verticale  D'' 
est  parallèle  à  LT,  sa  trace  verticale  doit  être  sur  V  et  sur  D%  donc  en  6,  dont  la 
projection  horizontale  est  A*;  la  droite  D  étant  parallèle  à  H',  sa  projection  horizon- 
tale D*  doit  être  aussi  parallèle  à  H*  (n*  20,  2")  et  passer  par  b\ 

Une  verticale  B  du  plan  P  étant  parallèle  au  plan  vertical,  sa  projection  horizontale 
B*  est  parallèle  à  LT,  et  sa  projection  verticale  B^  est  parallèle  à  V. 
Les  deux  droites  D  et  B  étant  sur  le  plan  P  se  coupent  en  un  point  m  ;  donc  m^  et 
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nf  doivent  être  sur  une  même  perpendiculaire  à  LT,  ce  cpii  sert  à  vérifier  («tir  P épure) 
Texactitude  des  constructions. 

37.  Problèhe  9.  Tracer  dans  un  plan  donné  les  lignes  de  plus  grande  pente.  La 
fig.  43  prouve  que  la  projection  po  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  mo  du  plan 
MP  sur  le  plan  AN  est  perpendiculaire  à  Tinterseclion  MN  de  ces  plans. 

Gela  posé ,  la  projection  horizontale  D^  {fig.  45  )  d'une  ligne  de  plus  grande 
pente  par  rapport  au  plan  horizontal  doit  être  perpendiculaire  à  H',  on  en  déduit 
D"  (  n°  28  )•  De  même  la  projection  verticale  K*  d'une  ligne  de  plus  grande  pente 
par  rapport  au  plan  vertical  est  perpendiculaire  à  V%  et  Ton  en  déduit  la  projection 
horizontale  K*. 

Les  deux  droites  D  et  K  situées  sur  le  plan  P  se  coupent  en  un  point  m  ;  donc  m* 
et  m^  doivent  être  sur  une  même  perpendiculaire  à  LT. 

38.  On  voit  par  là  qu'une  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  suffit  pour  le 
déterminer  complètement ,  puisqu'on  peut  par  son  moyen  obtenir  tant  d'horizon- 
tales (si  la  ligne  de  plus  grande  pente  est  donnée  par  rapport  au  plan  horizontal) 
ou  de  verticales  (si  c'est  la  ligne  de  plus  grande  pente  par  rapport  au  plan  vertical 
de  projection  qui  est  donnée),  que  l'on  veut,  de  ce  plan;  on  connaît  dès  lors 
deux  droites  qui  se  coupent  et  sont  situées  dans  ce  plan ,  le  plan  est  donc  bien 
fixé  de  position  dans  Tespace  par  rapport  aux  deux  plans  de  projection. 

39.  Problème  10.  Par  un  point  donné  mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  donne. 
Deux  plans  parallèles  ont  évidemment  leurs  traces  de  même  nom  parallèles  ; 

de  plus  nous  savons  que  si  deux  plans  P  et  Q  sont  parallèles ,  que  par  un  point 
quelconque  m  du  plan  Q  on  mène  une  parallèle  à  une  droite  située  dans  le  plan  P, 
elle  est  tout  entière  contenue  dans  le  plan  Q. 

Cela  posé,  dans  le  plan  P  donné  {fig.  46)  conduisons  une  droite  quelconque  1), 
puis  par  le  point  m  menons  la  droite  K  parallèle  à  D  ;  elle  est  située  dans  le  plan 
cherché  Q ,  donc  sa  trace  horizontale  a  est  un  point  de  H"  et  sa  trace  verticale  b 
est  un  point  de  V^  ;  d'ailleurs  ses  traces  doivent  être  respectivement  parallèles  à  H' 
et  V ,  elles  sont  donc  connues ,  et  de  plus ,  comme  vérification ,  elles  doivent  se 
couper  sur  LT. 

On  peut  se  dispenser  de  mener  la  droite  D,  car  par  le  point  donné  m,  si  l'on  fait 
passer  une  horizontale  K  {fig,  47)  du  plan  Q,  K*  sera  parallèle  à  H^  et  par  consé- 
quent à  H%  et  K*  sera  parallèle  à  LT  ;  puis  la  trace  verticale  b  de  cette  droite 
sera  un  point  de  V^  qui  doit  être  parallèle  à  V;  cette  trace  rencontre  LT  en  un 
point  q ,  par  lequel  on  mènera  H*  parallèle  à  H'.  Au  lieu  d'une  horizontale ,  on 
pourrait  employer  une  verticale  du  plan,  et  l'on  trouverait  ainsi  directement  un 
point  de  H*. 

40.  Si  le  plan  P  n'est  pas  donné  par  ces  traces,  mais  par  deux  droites  qui  se 
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coapent ,  il  suffira  évidemmeut  de  mener  par  le  point  donne  deux  droites  respecti- 
yement  parallèles  aax  deux  droites  données,  elles  détermineront  le  plan  cherché. 

Si  le  plan  P  était  donné  par  deux  droites  parallèles,  par  une  droite  et  par  un 
point,  ou  par  trois  points,  on  se  ramènerait  d'abord  à  Tun  des  deux  cas  précédents 
en  construisant  les  traces  du  plan  donné  (n""  31  et  32),  ou  deux  droites  situées 
dans  ce  plan  et  se  coupant ,  et  Ton  déterminerait  alors  le  plan  Q  comme  ci-dessus 
(n*  39). 

41 .  Ârrétons-nous  un  instant  sur  les  figures  précédentes  afin  de  montrer  les 
avantages  de  la  notation  adoptée  dans  ce  cours.  Lafig,  18  est  exactement  repro- 
duite dans  le  premier  cas  de  la  fig.  33,  la  notation  seule  rappelle  qu'il  s'agit  dans 
la  première  (fig.  18)  d'une  droite  rencontrant  la  ligne  de  terre  et  dans  l'autre 
(Jig.  33)  d'un  plan  quelconque;  la  notation  (*)  par  lettres  accentuées  sur  le  plan 
vertical  ne  serait  pas  encore  suffisante  puisqu'elle  s'applique  également  aux  plans 
et  aux  droites.  Le  premier  et  troisième  cas  des  figures  11  et  40  ne  diffèrent  aussi 
que  par  la  notation.  La  figure  12  est  identiquement  reproduite  dans  les  figures  38  et 
36.  Dans  la  figure  14  la  notation  seule  peut  indiquer  qu'il  s'agit  de  droites  dont 
les  projections  se  confondent  et  non  de  droites  tracées  sur  la  partie  postérieure  du 
plan  vertical  {fig.  12),  ou  encore  de  plans  parallèles  au  plan  vertical  {fig.  38) 
ou  au  plan  horizontal  {fig.  39  ).  Sans  la  notation  employée  dans  la  figure  41 , 
on  ne  reconnaîtrait  pas  des  plans  parallèles  à  la  ligne  de  terre  et  dont  les  traces  se 
confondent,  mais  bien  plutôt  des  plans  parallèles  au  plan  horizontal  {fig.  39)  ou 
au  plan  vertical  {fig.  38).  Enfin  la  figure  42  ne  présenterait  que  les  projections 
d'un  point,  et  ne  pourrait  pas  rappeler  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre.  Il  est 
essentiel  de  remarquer  que  la  ponctuation  des  lignes  ne  peut  pas  suppléer  à  l'in- 
éuffisance  des  autres  notations  dans  les  exemples  que  je  viens  de  citer;  ils  sont  donc 
très-propres  à  prouver  l'utilité  de  la  notation  que  j'emploie  depuis  vingt-trois  ans 
dans  mes  leçons. 

En  résumé  : 

1"*  Un  point  de  l'espace  peut  occuper  treize  positions  par  rapport  aux  deux  plans 
de  projection ,  eu  y  comprenant  les  quatre  positions  où  il  est  également  distant 
do  ces  deux  plans. 

2'  Une  droite  de  l'espace  peut  occuper  trente-neuf  positions  par  rapport  aux 
deux  plans  de  projection  en  y  comprenant  celles  où  elle  se  trouve  située  dans  I'ud 


(*)  Cette  notation  qui  est  adoptée  et  conservée  malgré  ses  inconvénients  et  qui  consiste  à  repré- 
senter les  projections  d*UQ  point  A  de  Tespace  par  a  sur  le  plan  horizontal  et  par  à  sur  le  plan 
vertical,  ne  peut  se  prêter  que  très-difficilement  à  écrire  les  solutions  graphiques  des  problèmes» 
lorsque  Ton  emploie  la  méthode  du  changement  de  plans  de  projection. 

5 


—  .18  — 

deB  deux  plans  bissecteurs  et  celles  où  elle  est  perpendiculaiœ  à  Ton  fdoces  d&m 
plans*  bissecteurs,  ainsi  qu'il  suit  : 

4  Positions  où  la  droite  coupe  les  plans  de  projection  d'une  manière  arbitcaire. 

4  Positions  où  elle  est  perpendiculaire  à  Tun  des  plans  bissecteurs. 
6  Positions  où  elle  est  parallèle  à  Tun  des  plans  de  proJecijx)n  et  ohIi(iii8 

à  l'autre. 
6  Positions  où  elle  est  perpendiculaire  à  Tun  des  plans  de  projection. 
6  Positions  où  elle  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  à  une  distance  arbitraire 

des  deux  plans  de  projection. 

5  Positions  où  étant  parallèle  à  la  ligne  de  terre  elle  est  située  dans  rua  des 
plans  bissecteurs. 

2  Positions  où  coupant  la  ligne  de  terre  elle  fait  un  angle  aigu  avec  elle. 
2  Positions  où  elle  est  située  dans  un  plan  bissecteur. 
2  Positions  où  coupant  la  ligne  de  terre  elle  lui  est  perpendiculaire* 
2  Positions  où  elle  est  située  dans  un  plan  bissecteur. 
3*  Un  plan  de  Tespace  peut  occuper  vingt  et  taie  positions  par  rapport  aux  deux 
plans  de  projection  en  y  comprenant  celles  où  il  est  perpendiculaire  à  Tun  des  deux 
plans  bissecteurs  et  celles  où  il  n'est  autre  que  Tun  de  ces  deux  plans  bissecteurs, 
ainsi  qu'il  suit  : 

2  Positions  où  le  plan  coupe  les  deux  plans  de  projection  et  la  ligne  de'terre. 

4  Positions  où  il  est  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection. 

2  Positions  où  il  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection  etobliiine 

par  rapport  à  l'autre  plan  de  projection. 
2  Positions  où  il  passe  par  la  ligne  de  terre. 
2  Positions  où  il  n'est  autre  que  l'un  des  deux  plans  bissecteurs. 
4  Positions  où  il  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  oblique  aux  plans  de  pro- 
jection. 
4  Positions  où  il  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  perpendiculaire  à  J'an  des 

plans  bissecteurs. 
4  Position  où  il  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  tene* 
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CHAPITHE    IL 

emOJftIi&lL&ft    FûlfQÀMENTAUX    DE.  LA.    GÉaKÉTRIB    MSIZBIPIVra» 
(dteBgeant  des  plaas  dé  projecUÔB  et  rotalioa  dès  figores  avtoor  d*aB  tn.  ) 


42.  Lorsque  réqaalion  d'une  ligne  oo  d'une  surrace  est  trop  compliquée,  o» 
chercha,  eu  analyse  y  à  la  simplifier  en  rapportant  la  courbe  ou  la  surrace  à  (fe 
nouveaux  axes  choisis  de  manière  à  faire  disparaître  certains  termes ,  comme  par 
exemple  les  rectangles  des  coordonnées  et  les  termes  dn  premier  degré  .dans  lea 
équations  des  courbes  ou  des  surfaces  du  second  ordre.  Dans  la  4>éométrie  descrip*» 
tive;,  une  figure  tracée  sur  les  plans  de  projection  peut  él»e  très- compliquée^  el 
parmi  les  lignes  qui  la  composent,  quelques-unes  sont  une  conséquence  nécessaire 
de  la  nature  de  la  question,  on  ne  peut  pas  s'en  débarrasser  ;  d'autres  peuvent  pro- 
venir de  la  position  des  plans  de  projection  par  rapport  à  la  figure  de  lespace  qu'on 
veut  représenter  ;  ces  dernières  disparaîtront  par  un  clioix  convenable  de  plans  de 
projection  ;  on  peut  aussi  conserver  les  mêmes  plans  de  projection  et  changer  la 
position  de  la  figiu*«e  par  rapport  à  ces  plans  ;  cette  dernière  opération  s'efiectue 
toujours  en  faisant  tourner  la  figure  autour  d'un  axe.  Nous  aurons  donc  à  pésoudre 
les  deux  problèmes  suivants  : 

4*  Connaissant  les  projections  d^une  figure  de  l'espace  sur  deux  planS' rectangur 
laires  entre  eux ,  trouver  la  projection  de  cette  figure  sur  un  troisi^ne  plan^perpen*- 
dicnlaire  à  l'un  des  deux  premiers  ; 

2*  Connaissant  les  projections  d'une  figure  de  l'espace  sur  deux  plans  rectangU'- 
laureS' entre  eux^  trouver  les  projections  de  cette  figure  sur  les^  mêmes  plans  après^ 
l'aïKrir  fait  tourner,  autour  d'un  axe  fixe  d'une  quantité  angulaire  donnée.  Chacun 
de  ces  problèmes  se.  subdivise  en.  plusieurs  cas- dont  l'étude  détaillée  seca  l'objet 
de.  ce  chapôlre* 

43»  Avant  d'entrer  en  matière  nous  préviendroBs^  que  toute  ligne  datecraisom. 
re{^éKatée  par  les.  lettres.  LX^  avec  oa  sams^aosent.^  eesi  lettres.  L  et  T  étant  yl&eâG»^ 
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de  telle  manière  qu'en  se  supposant  au-dessus  du  plan  horizontal  et  en  face  du  plan 
vertical,  on  ait  la  lettre  L  à  gauche  et  la  lettre  T  à  droite  ;  de  sorte  que  la  position 
respective  de  ces  lettres  indique  la  partie  de  la  feuille  de  dessin  où  l'on  doit  cher- 
cher les  régions  de  chacun  des  deux  plans  de  projection.  Les  projections  des  points 
ou  des  lignes  sur  les  nouveaux  plans  de  projection  seront  encore  marquées  par 
rindice  v  ou  h  portant  le  même  nombre  d'accents  que  les  lettres  L  et  T  de  la  nou- 
velle ligne  de  terre ,  pour  marquer  que  c'est  le  même  point  ou  la  même  ligne , 
mais  rapportées  à  un  nouveau  plan  vertical ,  on  a  un  nouveau  plan  horizontal.  De 
même  les  nouvelles  traces  des  plans  seront  marquées  par  les  lettres  Y  ou  H  affec- 
tées du  même  nombre  d'accents.  Quelquefois  aussi ,  surtout  dans  les  questions 
d'application ,  on  ne  met  aucune  lettre  à  la  ligne  de  terre ,  mais  on  Tébarbe  du 
côté  de  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal. 

44.  Problème  1.  Changer  de  plan  vertical  par  rapport  à  un  point  {fig.  48).  Soient 
m*  et  m"  les  projections  d'un  point  m  sur  deux  plans  caractérisés  par  la  ligne  de 
terre  LT,  supposons  qu'on  cherche  sa  projection  sur  un  autre  plan  vertical  LT. 
La  position  des  lettres  montre  que  la  partie  supérieure  de  ce  plan  vertical  est  ra- 
battue vers  la  gauche  du  dessin,  et  la  partie  inférieure  vers  la  droite.  Puisque  le 
plan  horizontal  n'est  pas  changé ,  la  projection  m^  ne  change  pas  et  le  point  m 
conserve  la  même  hauteur  au-dessus  de  ce  plan  5  donc  sa  nouvelle  projection  ver- 
ticale m"'  doit  se  trouver  avec  m'^l^ur  une  même  perpendiculaire  à  LT  (  n"  8),  sur 
la  partie  supérieure  du  nouveau  plan  vertical  (n*  10, 1')  et  à  une  distance  o'm'' 
de.LT  égale  à  la  distance  oin'  du  point  m  au  plan  horizontal  (n*  5,  V). 

On  peut  écrire  cette  relation  sur  là  figure  en  menant,  par  le  point  t  intersection 
de  LT  et  L'T',  les  droites  perpendiculaires,  savoir  :  il  à  LT  et  ik  à  L'T';  puis  l'on  tra- 
cera la  droite  nCl  parallèle  à  oï^  l'arc  Ik  décrit  du  centre  î ,  et  la  droite  frin"'  paral- 
lèle à  io'.  Il  est  évident  par  ces  constructions  que  l'on  a  :  oni'=:H:=:ikz=zo'n%''\ 

45.  Problèhe  2.  Quinger  de  plan  horizontal  par  rapport  à  un  point  {fig.  48).  Ce 
problème  ne  diffère  en  rien  du  précédent,  si  ce  n'est  que  l'on  doit  faire,  par  rap- 
port au  plan  horizontal,  les  opérations  qui  ont  été  faites  par  rapport  au  plan  ver- 
tical. Si  l'on  voulait  changer  à  la  fois  les  deux  plans  de  projection  il  faudrait  effec- 
tuer ces  opérations  successivement,  c'est  pourquoi  nous  supposerons  qu'après  avoir 
changé  comme  ci-dessus ,  de  plan  vertical ,  on  se  propose  de  changer  de  plan  hori- 
zontal; soit  L"T"  la  nouvelle  ligne  de  terre,  de  sorte  que  la  partie  antérieure  de  ce 
nouveau  plan  soit  située  au-dessous  et  la  partie  postérieure  au-dessus  de  L"T". 
Puisque  le  plan  vertical  reste  le  même ,  le  point  ou  projection  m"'  ne  change  pas  et 
le  point  m  de  l'espace  demeure  toujours  en  avant  du  plan  vertical  défini  de  posi- 
tion dans  l'espace  par  la  ligne  de  terre  L'T'  et  à  la  même  distance  de  ce  plan  vertical  ; 
donc  la  nouvelle  projection  horizontale  m*"  doit  se  trouver  avec  m*'  sur  une  même 
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perpendicalaire  à  L'T'  (n*  8),  au-dessous  de  cette  ligne  de  terœ  (n*  10,  1^")  et 
à  une  distance  o"fn!''=^ow!'  (n*  5,  2*").  On  écrira  cette  égalité  graphiquetnent  par 
des  constructions  analogues  aux  précédentes,  desquelles  on  conclut  : 

Par  des  changements  successifs  de  plans  horizontal  et  vertical ,  on  pourra  rap- 
porter un  point  à  deux  plans  rectangulaires  quelconques,  dont  l'un  sera  toujours 
dit  horizontal  quelle  que  soit  sa  direction ,  et  Tautre  vertical  quelle  que  soit  aussi 
sa  direction  dans  Tespace,  par  rapport  aux  deux  plans  primitifs  de  projection 

46.  Problème  3.  Changer  de  plans  de  projection  par  rapport  à  une  droite.  On  peut  ^ 
résoudre  relativement  à  une  droite  les  mêmes  problèmes  que  nous  venons  de  ré- 
soudre par  rapport  à  un  point  ;  car  une  droite  étant  déterminée  par  deux  points, 
il  suffira  de  trouver  les  projections  de  deux  de  ses  points  sur  les  nouveauux  plans. 
Soit  L'T'  (fig.  49  )  la  trace  d'un  nouveau  plan  vertical ,  la  position  des  lettres  sur 
cette  nouvelle  ligne  de  terre  montre  que  la  partie  supérieure  est  rabattue  a  droite, 
et  la  partie  inférieure  à  gauche  de  la  feuille  de  dessin  (n""  43)  ;  prenant  donc  sur 
la  droite  D  deux  points  quelconques  m  et  n,  leurs  projections  horizontales  ne 
changeront  pas,  et  comme  ces  points  sont  au-dessus  du  plan  horizontal ,  les  nou- 
velles projections  verticales  devront  se  trouver  à  gauche  de  L'T'  et  à  des  distances 
o'm"' = ont"  et  p'ri^'^iipn"  (n**  44).  La  trace  horizontale  a  de  D  ne  change  pas  ;  donc 
si  Ton  a  bien  opéré,  la  droite  aà''  doit  être  perpendiculaire  à  la  nouvelle  ligne  de 
terre  L'T'.  On  aurait  pu  choisir  ce  point  a  et  un  autre  point  quelconque ,  pour  trou- 
ver la  nouvelle  projection  D"'  de  la  droite  D.  • 

Remarquons  encore ,  à  Foccasion  de  ce  problème ,  l'avantage  de  la  nouvelle  nota- 
tion adoptée  dans  ce  cours,  car  n'est-il  pas  évident  que  par  son  moyen  on  peut  lire 
sur  la  figure  non-seulement  la  signification  de  chaque  ligne,  sa  position  et  sa  direc- 
tion dans  l'espace,  mais  encore  le  sens  du  rabattement  des  plans  qui  situés  dans 
l'espace  ne  coïncident  avec  la  feuille  du  dessin  et  ne  coïncident  qu'après  avoir  effec- 
tuée (par  la  pensée)  ce  rabattement.  Observons  encore  que  les  accents  des  lettres  h 
et  Vf  analogues  à  ceux  de  la  ligne  de  terre  correspondante,  montrent  au  premier 
coup  d'œil ,  par  quels  changements  successifs  de  plans  de  projection ,  on  a  fait 
passer  les  projections  de  la  figure  de  l'espace,  ce  que  l'on  n'obtiendrait  pas  par 
la  notation  ancienne,  c'est-à-dire  :  par  lettres  accentuées,  à  moins  de  compliquer 
extrêmement  cette  notation. 

Il  serait  maintenant  très-facile  de  trouver  la  projection  de  la  droite  D  sur  un  nou- 
veau plan  horizontal,  c'est-à-dire,  sur  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  LT. 
Pour  ne  pas  surcharger  la  figure,  nous  ne  ferons  pas  ici  cette  recherche. 
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:47.  .PatuÈlB.  4jk  Changer  •^dejjiàns:  de-  profûctkm  par  rapport  à  w»  piùn  (fiff.  90). 
Sàw  GOosidôreFon^le  plan  conune  étant  dotiDé  par  ses  traces  H%  V%  ei  novs  cber- 
cherons  ses  tracesiauirres  nouveaux  plaos  de  pnojeeiien*  Pttypmon8*ntim  detnîHaver 
la  trace  du  plan  P  sur  un  nouveau  plan  vertical  L'T'.  La  trace  horizontale  H*  ne 
changeant  pas,  le  point  o',  où  elle  rencontre  lanoruvelle  ligne  de  terre  LT,  sera 
déjà  un  point  de  la  nouvelle  trace  verticale  cherchée  (n*  27)  ;  si  Ton  prenait  sur 
le  plau*  P  une  droite  qiielconcpie,  fe  .point  où  elle  rencontrerait  Te  nouveau  plan 
vertical  de  projection  en  serait  nn  second'  point  (ti*  28),  et  par  conséquent  \h 
problème  serait  i^ésoiu.  Pour  plus  de  simplicité,  on  choisit  une  horizontale  K, 
parce  qu'alors  tous  ses  points  sont  à  Fa  mémo  distance  b^b  du  plan  horizontal  qui 
no  varie  pas;  donc  en  prolongeant  K*  jusqu'à  L'T'  en  fr*,  élevant  par  ce  point  6* 
une  perpendiculaire  à  LT  et  prenant  sur  cette  perpendiculaire  une  longuenr 
6'*^'=ft*fr,  on  aura  en-  b'  la  nouvelle  trace  rerticale  de  Thorizontale  E  du  plan  P' 
(  tf  1 5.)  5  et  par  conséquent  en  V"  (droite  qui  unit  tes  points  o'  et  b')  la  nouvelle 
trace  verticale  du  plan  P.  Remarquons  qu'il  était  inutile  d'écrire  la  projection 
verticale  de  la  droite  K ,  puisqu'il  suffisait  d'en  déterminer  le  point  b ,  qui  seul 
notts  a  servi. 

Parmi  toutes  les  horizontales  du  plan  P,  il  vaut  mieux,  quand  on  le  peut,  em- 
ployer celle  A  dont  la  projection  A*  passe  par  le  point  d'intersection  de  LT  et  LT. 
Le  point  a  appartenant  à  la  fois  aux  deux  plans  verticaux,  nous  le  soulignons  sur 
le  plan  LT.  S'il  arrivait  que  la  trace  horizontale  H'  ne  renconlrât  pas  la  nouvelle 
ligne  de  terre  L'T'  dans  les  limites  du  dessin,  sans  pourtant  lui  être  parallèle,  on 
ne  connaîtrait  pas  le  point  o';  il  faudrait  alors  trouver  directement  deux  points  de 
la  trace  verticale  V"  par  la  considération  de  deux  horizontales  du  plan  P.  Et  si 
dans  ce  cas  la  trace  verlicale  sortait  tout  entière  des  limites  du  dessin,  on  pren- 
drait sur  le  plan  P  deux  droites,  dont  on  pût  trouver  les  nouvelles  projections  ver- 
ticales, et  le  plan  serait  suffisamment  déterminé  par  ces  deux  droites  (n°  27). 

Pour  changer  de  plan  horizontal ,  il  faut  opérer  d'une  manière  semblable  en 
employant  une  ou  deux  verticales  du  plan  donné,  suivant  que  la  trace  verlicale 
de  ce  plan  rencontre  ou  ne  rencontre  parla  nouvelle  li^ne  de  terre  dans  les  limites 
du  dessin ,  sans  pourtant  lui  être  paraUèle. 

48.  Problème  5.  Connaissant  les  projections  dun  point  sur  deux  plnns  rectangulaires 
entre  euxi,  trouver  sa  projection  sur  un  troisième  plan  quelconque  {Jtg.  §1).  Le  plan 
P,  n'étant  perpendiculaire  ni  an  plan*  horizontal,  ni  au  plan  vertical,  ne  peut  pas  être 
considéré  comme  un  nouveau  plan  vertical  ou  horizontal  de  projection,  mais  si 
nous' voulons  le  prendre  comme  plan  horizontal  de  projection,  nons  devons 
d'abord  changer  de  platr  vertical!  et  choisir  ce  nouveau  plan  de  manière  à  ce 
qu'il  soit  perpeûdicolarroan  plan  B  ;  pour  cela  if  fant  qoe  IT  toit  perpendîcnlairB 
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à  la  Douvdle  li^oeile  terre  LT;  nocrs  tracerons  donc  sur |Ie  pkUDharizontalde'piio- 
jectioo  (et  ainsi.sur  répuro)  une  .droite  L'T'  perpeadiculaire  à  H'^tet  elle  définira' la 
position  du  nouveau  plan  ver.iical  de  projection  (n'^SS,  i"");  nous. chercherons  la 
trace  du  plan  P  (n""  47)  et  la  projection  du  point  m  (n""  44)  sur  ce  nouveau  plan 
vertical,  ;  puis  prenant  le  plan  F^  pour  nouveau  .plan  horizontal  de  projection,  Ja 
Aouvelle  ligne  de  terre  L'T'  ne  sera  aju^re  que  Y^"  6t  udons  tnooverons  ni*''  (n^'ilS) 
.gui  sera  la  .projection  du  :point  m  sur  le  plaa  P. 

On  pourrait  se  prqposer,  considérant  ce  point  m*"  comme  jetant  un  point. «du 
plan  P,  d'en  trouver  les  projections  sur  les  plans  primitifs  caractérisés  par  la  ligne 
de  terre  LT.  Pour  cela  nous  nommerons  ce  point  n  (au  lieu  de  le  désigner  par  wi*''); 
comme  il  est  situé  sur  le  plan  horizontal  L"T",  sa  projection  verticale  doit  étreiBor 
la  ligne  de  terre  en  n"'.  Passant  ensuite  du  système  de  plans  qui  se  coupent  suiviint 
laJigne  de  terre  L''T'' au  système  caractérisé  par  la  ligne  de  terre  L'T',  la  projection 
n*'  ne  changera  pas  et  la  nouvelle  projection  horizontale  sera  en  v!"  sur  une  perpoû- 
diculaire  à  LT  abaissée  de  if'  et  à  une  distance  .i'/i'^=R'"/2=^6'W.  Enfin  nous 
passerons  au  système  de  plans  caractérisés  par  la  ligne  de  terre  Lï  en  changeant 
de  plan  vertical,  et  nous  trouverons  ila  projection  n*"  sur  «une  perpendiculaire  àLT 
abaissée  du  point  .n'^  et  à  une  distance  iV=:tiV\ 

49.  Remarquons  que  la  droite  mV  étatit  parallèle  à  LT,  est  perpendiculaire 
à  H';  or  la  droite  mn  dans  l'espace  est  perpendiculaire  au  plan  P  et  mV  en  est^la 
projection  horizontale.  Au  lieu  de  considérer  le  plan  P  comme  un  nouveau  plan 
Jiorizontal  de  projection,  on  aurait  pu  le  considérer  comme  un  nouveau  plan  vel** 
iical  de  projection;  il  aurait  alors  fallu  changer  d'abord  dd  plan  horizontal  et  choisir 

* 

LÎT'  .perpendiculaire  à  V%  puis  H'  aurait  été  la  nouvelle  ligne  de  terre  L"T" ;  .ek 
enxbcrchant  de  même  les  projections  du  point  m''"  considéré  comme  un  poini^n 
du  plan  P,  on  aurait  trouvé  d'abord  n"  situé  avec  tu*'  sur  une  perpendiculaire 
k  Y';  or  niV  est  la  projection  verticale  de  la  perpendiculaire  mn  au  p!an  P.  Il 
résulte  donc  de  ce  problème  que  les  projections  (Tune  perpendiculaire  à  tin  plan  smt 
respâcUvement  perpendioufaîres  aux  traces  de  méinemmuidu  plan.  Mais  nous  démos- 
trenans  .direotement  ce  théorème  par  la  .suite. 

&0.  :Prdblème  6.  Ramener  une  droiie  ù  être  pavallèle  'à  tun  des  plans  de  pngte- 
iiBîi  (Juj.  ht).  Pour  que  ila  droite  D  soit  parallèle  au  plan  vertical,  il  -Tant  ()»e 
D*  soit  parallèle  a  la  ligne  de  terre  (  nM  7,  3*"  ),  il  suffira  donc  de  prendre  L'T'  pa- 
rallèle à  D*  et  de  chercher  la  projection  D"'  de  la  droite  D  sur  ce  nouveau  plan  ver- 
tical .(fi*"  46^.  Si. Fon  voulait  cendre  ladroite  parallèle  au  plan  horizontal,  il  faudriait 
dianger  de  plan  «horizontal  et  prendre  LT  parallèle  à  D*'  (n*"  17,  ^% 

JM..  J'aoALiHB  ?..  Aêmener  une éroite àéàne perpendicmlaire  à Vun des ptànsdeipnê- 
JutiûuXfig^  &8I).  Si  la  droite  D  était  paralKlo  au  plan  vertical,  tout  plan  pdr- 
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pendiculaire  à  cette  droite,  serait  eo  même  temps  perpendiculaire  aa  plan 
vertical,  et  pourrait  être  choisi  pour  nouveau  plan  horizontal  de  projection 
combiné  avec  le  plan  vertical.  Si  la  droite  D  était  parallèle  au  plan  horizontal, 
tout  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  serait  perpendiculaire  au  plan  horizontal 
et  pourrait  être  considéré  comme  un  nouveau  plan  vertical  de  projection  com- 
biné avec  le  plan  horizontal.  Mais  lorsque  la  droite  D  n'est  parallèle  à  aucun  des 
plans  de  projection ,  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  n'est  perpendiculaire 
ni  au  plan  horizontal ,  ni  au  plan  vertical ,  et  ne  peut  par  conséquent  être  pris 
ni  comme  nouveau  plan  vertical ,  ni  comme  nouveau  plan  horizontal  de  projection 
combiné  avec  l'un  des  plans  primitifs  ;  c'est  pourquoi,  pour  résoudre  le  problème 
actuel,  il  faut  commencer  par  rendre  la  droite  donnée  parallèle  à  l'un  des  plans 
de  projection  (n*  SO  ). 

Si ,  par  exemple ,  on  veut  ramener  la  droite  D  à  être  perpendiculaire  au  plan 
horizontal,  on  la  rendra  d'abord  parallèle  au  plan  vertical,  puis  on  changera  de 
plan  horizontal  en  remarquant  que  si  la  droite  D  est  perpendiculaire  au  plan 
horizontal,  sa  projection  verticale  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  (n*  47, 
5');  nous  prendrons  donc  VIl"  perpendiculaire  à  D''',  et  la  projection  horizontale 
sera  un  seul  point  situé  sur  le  prolongement  de  D"'  en  avant  de  L"T",  et  à  une 
distance  a''D*"=2aa*'',  distance  d'un  point  quelconque  de  la  droite  D  au  plan 
vertical. 

58.  Problème  8.  Rendre  un  plan  perpendiculaire  à  F  un  des  plans  de  projection. 
Ce  problème  a  été  résolu  accidentellement  (n"  48);  nous  avons  vu  que  pour  rendre 
le  plan  P  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  il  faut  changer  de  plan  vertical  de  pro- 
jection et  prendre  la  nouvelle  ligne  de  terre  perpendiculaire  à  H'  ;  et  pour  rendre 
le  plan  P  perpendiculaire  au  plan  horizontal ,  il  faut  changer  le  plan  horizontal  de 
projection  et  prendre  la  nouvelle  ligne  de  terre  perpendiculaire  à  V. 

53.  Problème  9.  Rendre  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Le  plan 
doit  être  perpendiculaire  à  la  fois  au  plan  horizontal  et  au  plan  vertical  ;  nous 
changerons  d'abord  de  plan  vertical ,  eu  prenant  LT'  perpendiculaire  à  H',  et 
nous  en  conclurons  V"  (n°  47);  puis  nous  changerons  de  plan  horizontal,  en 
prenant  L"T"  perpendiculaire  à  V",  le  plan  restera  toujours  perpendiculaire  au 
plan  vertical  précédent,  et  sera  en  outre  perpendiculaire  au  nouveau  plan  ho- 
rizontal; il  sera  donc  perpendiculaire  à  leur  intersection,  ou  à  la  nouvelle  ligne 

de  terre. 

54.  Problème  10.  Rendre  un  plan  parallèle  à  ta  ligne  de  terre  (fig.  53  ).  Un  plan 
parallèle  à  la  ligne  de  terre  a  ses  deux  traces  parallèles  à  cette  ligne  (n**  33,  8*); 
si  donc  nous  voulons  résoudre  le  problème  par  un  changement  de  plan  vertical , 
il  faudra  prendre  L'T'  parallèle  à  H'  ;  puis  pour  obtenir  un  point  de  Y'',  on  pour- 
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rait,  dans  le  plan  P,  constraire  une  droite  quelconque  et  chercher  son  intersection 
avec  le  nouveau  plan  vertical;  mais  on  y  parvient  plus  simplement  comme  il  suit: 
les  deux  plans  verticaux  et  le  plan  P  ont  en  commun  un  point  a  dont  la  projection 
horizontale  est  évidemment  le  point  a*,  intersection  des  deux  lignes  de  terre  LT  et 
L'T';  ce  point,  rapporté  au  plan  vertical  LT,  est  en  a  sur  V;  rapporté  au  plan  ver- 
tical LT',  il  est  sur  une  perpendiculaire  à  L'T'  et  à  une  distance  a!'a=:J'^  et  le 
point  a  est  un  point  de  T\ 

Si  Ton  voulait  résoudre  le  problème  par  un  changement  de  plan  horizontal ,  il 
faudrait  prendre  la  nouvelle  ligne  de  terre  parallèle  à  V%  et  l'on  trouverait  d'une 
manière  analogue  un  point  de  la  nouvelle  trace  horizontale. 

55.  Problème  1  i .  Rendre  tm  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection.  Un  plan 
parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection  est  nécessairement  perpendiculaire  à  l'autre; 
donc  pour  résoudre  le  problème  actuel,  il  faut  commencer  par  rendre  le  plan 
donné  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection  (n**  52),  puis  on  le  rendra 
parallèle  à  l'autre  plan.  Si ,  par  exemple,  ou  veut  que  le  plan  donné  P  soit  parallèle 
au  plan  vertical,  on  le  rendra  d'abord  perpendiculaire  au  plan  horizontal,  puis 
on  changera  de  plan  vertical ,  en  prenant  la  nouvelle  ligne  de  terre  parallèle  à  H" 
(u**  33,  6").  Si  au  contraire  ou  veut  rendre  le  plan  P  parallèle  au  plan  horizontal, 
on  le  rendra  d'abord  perpendiculaire  au  plan  vertical,  puis  on  changera  de  plan 
horizontal  en  prenant  la  nouvelle  ligne  de  terre  parallèle  à  V"  (n^  33,  7**).  Il  est 
évident  que  dans  le  second  changement  de  plan ,  il  n'y  a  pas  de  trace  du  plan  à 
chercher. 

Il  faut  bien  comprendre  que ,  lorsque  sur  l'épure  on  trace  une  nouvelle  ligne  de 
terre  L'T',  elle  est  l'intersection  du  plan  horizontal  qui  ne  change  pas  et  du  nou- 
veau plan  vertical  de  projection ,  ou  l'intersecuon  du  plan  vertical  qui  ne  change 
pas  et  du  nouveau  plan  horizontal  de  projection ,  suivant  que  l'on  veut  effectuer 
un  changement  de  plan  vertical  de  projection  ou  un  changement  de  plan  horizontal 
de  projection. 

56.  Avant  de  résoudre  le  problème  de  la  rotation  des  figures  autour  d'un  axe, 
nous  ferons  connaître  trois  principes  évidents ,  et  qui  nous  seront  d'une  grande 
utilité  : 

r  Toute  figure  contenue  dans  un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection , 
se  projette  sur  ce  plan  suivant  une  figure  identique.  En  effet ,  en  abaissant  des 
extrémités  d'une  droite  des  perpendiculaires  sur  le  plan  de  projection,  on  forme 
un  parallélogramme  rectangle,  dont  la  projection  de  la  droite  et  la  droite  projetée 
sont  deux  côtés  opposés,  et  dès  lors  parallèles  et  égaux  en  longueur;  et  cela  a  lieu 
que  la  figure  soit  limitée  par  des  lignes  droites  finies  ou  infiniment  petites. 

2*  Toute  figure  contenue  dans  un  plan  P  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de 
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prtjeetioD ,  se»  projette  sur  ce  plan  do  projectÎQaB  sinvanl.  liai  traec:  da  plan  9  qui  ta 
c«M)4iefit;  car  les  perpendiculaires,  abaissées  de  chaque  point  de  la  figura  ne  sûih 
tenl  pos  de  ce  pla»  P. 

3"*  Quand  une  figure  tourne  autour  d'un  axe ,  sa  projection  sur  unt  pla»  perpen- 
dteulaire  à  cet  axe  tourne  atstotu*  du  pied  de  Faxe-  snr  ce  plan  ,  eni  restairl  idèa<> 
tique  à  elle-même,  tandis  que  sa  projection  sur  tout  autre  pian  change  de  formera 
chaque  instant  du  mouvement. 

Cela  posé,  la  rotation  d'une  figure  peut  se  faire  autour  d'un  axe  perpendiculaire 
<m  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection ,  ou  dirigé  d'une  manière  quelconque* 
Après  la  rotation,  les  différentes  parties  de  la  figure  ayant  changé  de* position  dans 
respace,  c'est,  à  proprement  parler,  une  autre  figure  identique  à  la  première  dont 
nous  cherchons  les  projections  ;  c'est  pourquoi  dans  ce  cas  nous  accentuons  les 
lettres  caractéristiques  des  points,  des  lignes  et  des  plans,  et  non  plus  les  indices, 
qui  se  rapportent  toujours  aux  mêmes  plans  de  projection. 

57.  Problème  12.  Faire  tourner  un  point  (Vun  angle  donné  autour  dwn  axe  vertical 
et  trouver  ses  projections  dans  sa  nouvelle  position  {ftrj.  54).  Soient  donnés  un  point 
m  et  un  axe  vertical  A  ;  si  du  poinli  m  on  abaisse  une  perpendiculaire  R  sur  l'axe, 
elle  sera  horizontale,  et  par  conséquent  se  projettera  horizontalement  en  R^  dans 
sa  véritable  grandeur  (n®  56,  <*),  et  sa  projection  verticale  R**  sera  parallèle  à  LT 
(n*  17,  2").  Si  l'on  imprime  ua  mouvement  dé  rotation  au  système- et  autour  de 
Faxe  A ,  la  perpendiculaire  R  restera  toujours  perpendiculaire  à  cet  axe  A  et  ne 
changera  pas  de  longueur  ;  elle  décrira  donc  un  cercle  C  dans  un  plan  perpendî* 
culaire  à  A,  on,  en  d'autres  termes,  dans  un  plan  horizontal,  et  dont  le  centre 
sera  sur  Taxe  A  ;  sa  projection  horizontale  C^  sera  un  cercle  identique  dont  le 
eentre  est  en  A**et  dont  le  rayon  sera  égal  à  R*,  sa  projection  verticale  (7  est  une 
droite  parallèle  à  LT'.  Le  point  m  ne  sortant  pas  de  cette  circonférence  C  pendant 
son  mouvement  dé  rotation,  lorsqu'il* sera?  venu  prendre  dans  l'espace  la  position  m', 
ses  projections  m'*  et  m'*'  seront  respectivement  sur  G"  et  C.  Si  l'on  suppose  que 
la  point  m  tourne  autour  de  l'axe  A  d'un  angle  «  et  dans  le  sens  de  la  flèche  F', 
le  rayon  R  sera  venu  dans  une  position  R^  faisant  avec  R  un  angle  égal  à  a;  les 
projections  horizontales  R*  et  R'*  devront  faire  entre  elles  le  même  angle  a,  puisque 
les  droites  R  et  R'  sont  horizontales  ;  dès  lors  il  suffira  de  mener  R'*  Êaîsant  avec  R* 
Ftongle  «  ;  le  point  en  lequel  cette  droite  R'*  rencontrera  C*  sera  la  projection  hori- 
zontale in '^  du  point  m  après  la  rotation;  sa  projection  verticale  devant  se  trouver 
«ir  la  projection  verticale- du  cercle  C  sera  en  m'*  sur  C*.  Si  la  rotation  avciit  lien 
en  sens  contraire ,  comme  l'indique  la  flèche» F",  le  rayon  R  serait  venu  en  R"  et  le 
point  m  en-  m". 

09.  PftOBLÈMB  (\.  Fmre  tourner  un  pami  dun  angte  donné  autour  (tnn  axe  perpen^ 
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ékdmnt  ^u  plan  variicat(fig.  5S}.  Ce  problème  ne  dUfère'eB  Heu  du  précédant, 

sttdenQeni  le  cercle  C  <léciûl  par  le  point  m  esL  àatùê  un  iplaA  parallèle  au  plan  VBtii* 

cd,  de  sorte  que  l^angje  ilonfié«  doit'étre  foroié  par  les  projeciioiis  verticales  A*'  et 

R- *"  lies  rayoQs  (  de  ce  cercle  C }  passant  par  les  points  m  et  mL 
S9.  PnoButaiE  II  4.  Faire  tourner  une  dtaiie  d'an  ^ng!e  donné  muêanr  dun  axemriictu 

au  perpendiculaire  au  plan  vertical.  La  droite  donnée  peut  occuper  trois  posiiiAU 

distincles  par  xappoii  à  Taxe  : 
i  ^  EUe  peut  lui  >élr«  parallèle^  'oUe  décrit  alors  une  surface  cyliiidri(iue  ii  hsm 

cÎDCulaire,  oommeon  Ta  vu  en  géomâtrie  élémcntairo; 

'S^  EÀle  peui  couper Taieea  ua  point,  eUe décrit  aJors  une^irfaoe  coniqueàlMun 
circulaire,  comme  Tappread  égalemeni  la  géométrie  élémentaire; 

3**  Enfin  die  peut  n*étre  pas  siluoe  daosis  ua  même  plan  avec  Taxe;  dans  ce  cas 
die  décnt  une  surface  que  nous  étudierons  plus  tard  sous  le  nom  dVjypen6<»/oSér 
ée  nëooUthii  à  mne  mtpfe. 

Premier  cm.  Soient  Taxe  vertical  A  {fig.  66)  et  la  droite  D  parallèle  a  cet  axe,  €lt 
par  coaséquent  verticale  ;  tous  les  points  de  la  droite  D  tournant  autour  de  A  cou* 
aorveront  la  même  distance  à  cet  axe»  donc  D  et  A  seront  toujours  parallèles^la  traoe 
korieonlale  de  la  droite  D  décrira  Tangle  a,  et  par  suite  la  droite  D  viendra  en  H'. 

iDeuxième  cas.  Soient  Taxe  vertical  A  (fig.  57)  et  la  droite  D  qui  coupe  cet  axe  aa 
point  in  ;  quand  on  aura  fait  tourner  la  droite  D  dun  angle  a  autour  de  Taxe  A,  elle  ne 
cessera  pas  de  passer  par  le  point  m  ;  il  suffit  donc  pour  connaître  entièrement  la  non- 
^le  position  D' delà  droiteD,  defixercelleque  prendra  unautrequelconque  des  points 
de  la  droite  D  ;  la  question  est  donc  ramenée  à  faire  tourner  autour  de  Taxe  A  un  point 
de  la  droite  D,  Parmi  tous  les  points  de  cette  droite,  on  choisit  de  préférence  sa  trace 
horizontale  a,  quand  elle  se  trouve  dans  les  limites  du  dessin,  parce  que  le  cercle  C 
qu'elle  décrit  est  situé  dans  le  plan  horizontal ,  et  par  suite  sa  projection  verticale  C" 
n'est  autre  que  la  ligne  de  terre;  le  point  a  viendra  en  a'  dont  la  projection  verticale 
a"  sera  sur  LT,  joignant  ce  point  d  avec  le  point  m,  on  a  la  droite  D'-  La  trace  ver- 
ticale b  sort,  pendant  le  mouvement,  du  plan  vertical,  et  la  nouvelle  trace  verticale 
de  la  droite  D'  (qui  est  le  point  t)  n'est  pas  la  poi^ilion  qu'est  venu  prendre  le  point  6, 
trace  de  la  droite  D,  après  que  D  est  venu  en  D';  c'est  pourquoi  nous  désignons  la 
trace  verticale  de  D',  non  par  b\  mais  par  une  autre  ietlre^  et  ainsi  par  c\ 

Troisième  cas.  Soient  l'axe  vertical  A  {fi^.  58)  et  la  droite  D,  qui  n'est  pas 
«ttuée  dans  un  même  pian  avec  l'axe  A.  Pour  connaître  la  position  que  prendra  la 
droite  D  après  avoir  tourné  d'un  augle  a  auto'ur  de  ra3Le  A,  il  suCiit 'évid^piment 
de  déterminer  les  nouvelles  posiliiMfis  «de  deux  points  de  cette  droite;  prenons 
donc  deux  points  m  et  n  sur  la  droite  D,  ils  décinronl  pendant  la  révolution  des 
âfcs  do  oerde  C!  et  €'  situés  dans  des  pians  ^erpendieulaines  ii  l'asia  A<f  fet  par 
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ooDséqaeDt  parallèles  au  plan  horizontal,  le  point  m  viendra  en  m'  et  le  point  n  en 
n .  Après  avoir  trouvé  le  point  m'  comme  on  l'a  enseigné  ci-dessus  (n*  57),  pour 
n^avoir  plus  à  construire  Tanglea,  on  prolonge  le  rayon  mené  par  n^  jusqu-en  r , 
on  prend  Tare  rs=rarc  m'^m"',  et  cela  au  moyen  des  cordes  et  ainsi  par  une  seule 
ouverture  de  compas;  on  joint  «A*,  et  cette  droite  va  couper  le  cercle  G'^  au 
point  n'*  d'où  l'on  conclut  ensuite  n'^ 

On  simplifie  les  constructions  en  prenant  deux  points  dont  les  projections  hori* 
zontales  sont  à  la  même  distance  de  A'^,  car  alors  les  cercles  qu'ils  décrivent  ont 
la  même  projection  horizontale;  si  l'on  prend ,  par  exemple  ,  les  points  a  et  m,  on 
construira  l'un  de  ces  points  m,  comme  ci -dessus  (n""  57),  on  prendra  ensuite 
sur  le  cercle  C"  ou  le  cercle  C*,  aa=wf'm''  et  l'on  aura  le  point  d. 

Enfin  on  peut  encore  choisir  les  points  d'une  manière  particulière,  qui  quelque- 
fois peut  seule  permettre  de  résoudre  le  problème.  Abaissons  du  point  A'^  sur  D^ 
une  perpendiculaire  N,  qui  la  rencontre  en  p^,  projection  horizontale  d*un  point  p 
de  la  droite  D  ;  supposons  que  le  système  de  la  droite  D,  de  la  projection  horizon- 
tale 1/  et  de  la  normale  N,  tourne  autour  de  l'axe  A  de  la  quantité  angulaire  a, 
la  normale  viendra  en  N'  fj^isant  avec  N  l'angle  a;  la  droite  D'^  pendant  la  rotation 
ne  cessera  pas  d'être  perpendiculaire  à  N  et  d'être  la  projection  horizontale  de  la 
droite  D  dans  toutes  ses  positions  (n*"  56 ,  S"");  donc  en  menant  D'^  perpendiculaire 
à  N'  ou  tangente  au  cercle  G'*,  on  aura  la  projection  horizontale  D'*  de  la  droite 
D  après  la  rotation ,  et  l'on  a  aussi  un  point  p'"  de  la  projection  verticale  D'"  ;  si 
donc  on  connaissait  la  direction,  ou  un  second  point,  de  cette  projection  D'",  on 
pourrait  la  construire.  On  aura  le  point  a'"  en  ramenant  le  point  a  en  a  sur  D'*  par 
un  arc  de  cercle  décrit  du  point  A*  comme  centre.  On  pourrait  évidemment  choisir 
tout  autre  point  que  le  point  a. 

On  résoudrait  de  la  même  manière  le  problème  :  faire  tourner  une  droite  au- 
tour (Tun  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  seulement  les  constructions  que  nous 
avons  effectuées  sur  le  plan  horizontal  devraient  être  faites  sur  le  plan  vertical ,  et 
réciproquement. 

60.  Problème  15.  Faire  tourner  un  plan  dun  angle  donné  autour  (F  un  axe  vertical, 
La  nouvelle  position  du  plan  P  donné  sera  connue  si  l'on  trouve  celles  de  deux 
droites  quelconques  situées  sur  ce  plan.  Parmi  ces  droites  ,  on  choisit  de  préfé- 
rence deux  horizontales,  et  l'on  prend  pour  l'une  d'elles  la  trace  horizontale  du 
plan  P,  parce  que  dans  le  mouvement  de  rotation  de  ce  plan  P,  elle  ne  sort  pas 
du  plqp  horizontal.  Abaissant  du  point  A*  (Jg.  59)  la  perpendiculaire  N  sur  H', 
elle  rencontre  cette  trace  au  point  p,  qui  décrit  pendant  la  rotation  un  cercle  G  au- 
quel la  trace  horizontale  H'  demeure  toujours  tangente ,  or  cette  droite  N  viendra 
en  la  position  N'  faisant  avec  N  l'angle  donné  a  j  le  point  p  de  la  trace  H'  viendra 
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donc  en  p',  et  si  Ton  mène  une  tangente  en  p'  au  cercle  C ,  ce  sera  la  trace  horizon- 
tale H''  du  plan  P  après  la  rotation ,  et  le  point  '©*'  où  elle  rencontre  la  ligne  de 
terre  appartient  à  la  nouvelle  trace  verticale  du  plan  F  nouvelle  position  du  plan  P. 
Pour  en  avoir  un  second  point,  nous  emploierons  une  horizontale  K  du  plan  P; 
pendant  la  rotation  elle  conservera  la  même  distance  au  plan  horizontal ,  et  par 
conséquent  sa  projection  verticale  sera  toujours  sur  la  même  parallèle  à  LT;  quant 
à  sa  projection  horizontale ,  elle  restera  parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan  P 
pendant  la  rotation  ;  or  K*  coupe  la  droite  N  en  un  point  </*  qui  se  porte  en  q^  sur 
N',  menant  par  ce  point  q^  la  droite  K'*  parallèle  à  H'',  ce  sera  la  projection  hori- 
zontale de  rhorizontale  K'  après  la  rotation  (n'  56,  3**),  et  le  point  b*  où  K'  perce 
le  plan  vertical  est  le  second  point  cherché  de  la  trace  V  ;  joignant  donc  b'^^'y  on 
aura  cette  trace  V. 

Au  lieu  d'abaisser  la  perpendiculaire  N  sur  H',  on  aurait  pu  chercher  les  nou- 
velles positions  de  deux  points  quelconques  de  H'',  mais  les  constructions  auraient 
été  plus  longues ,  même  en  choisissant  ces  deux  points  à  la  même  distance  du  point 
A*.  Nous  avons  pris  une  horizontale  K  quelconque,  on  aurait  simpliGé  un  peu  la 
figure ,  en  prenant  celle  qui  passe  par  le  point  où  Taxe  A  perce  le  plan  P,  sa  pro- 
jection horizontale  aurait  alors  passé  par  le  point  A^. 

Si  la  trace  horizontale  H''  ne  rencontrait  pas  la  ligne  de  terre  dans  les  dimensions 
du  dessin,  on  n'aurait  plus  le  point  *^'  de  la  trace  verticale  V;  on  serait  alors 
obligé  d'employer  une  seconde  droite  que  Ton  choisirait  encore  de  préférence  ho- 
rizontale, et  Ton  chercherait  sa  trace  verticale  après  la  rotation,  ce  qui  donnerait 
un  point  de  V"  que  l'on  joindrait  à  6'  pour  avoir  cette  trace  V. 

Enfin ,  le  même  problème  pourrait  se  résoudre  en  prenant  un  axe  perpendi- 
culaire au  plan  vertical  ;  ce  serait  alors  des  verticales  du  plan  que  Ton  devrait 
employer. 

61.  Problème  16.  Amener  une  droite  dans  une  position  parallèle  à  Cun  des  plans 
de  projection  {fig.  60  ).  Au  lieu  de  faire  tourner  une  droite  d'un  angle  donné,  on 
peut  demander  de  la  faire  tourner  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  dans  une  position  dô^ 
terminée  par  rapport  aux  plans  de  projection.  Supposons,  par  exemple,  qu'on 
veuille  faire  tourner  la  droite  D  autour  de  l'axe  vertical  A,  jusqu'à  ce  qu'elle  soit 
parallèle  au  plan  vertical;  dans  cette  position  sa  projection  horizontale  sera 
parallèle  à  la  ligne  de  terre  (n*  17,  3**);  il  suffira  donc  d'en  connaître  un  point. 
11  est  facile  de  voir  qu'on  doit  ici  employer  la  dernière  considération  du  n'  (59,  3  )  ; 
nous  abaissons  donc  du  point  A*  une  perpendiculaire  N  sur  D*,  qui  la  rencontrera 
en  p''  projection  horizontale  d'un  point  p  de  la  droite  D.  Si  l'on  conçoit  un  système 
formé  de  la  droite  D ,  de  sa  projection  horizontale  D^,  de  la  verticale  abaissée  du 
point  p  et  enfin  de  la  droite  N,  et  qu'on  le  fasse  tourner  autour  de  Taxe  A,  ces 


([aatre  droUes  oooserveront  'entre  elics  les  i&éines  positioDS  relatives ,  doue  D*^ 
sem  porpendiccflairo  à  K  ou  iaB^eole  a«  oerde  décrit  de  A*  comme  centra 
et  avec  N  pour  rayon  et  en  même  temps  elle  sera  parallèle  à  LT;  le  point  fW 
portera  en  p  h  la  même  bavleur  au-'dessus  d«i  piâo  horizontal,  le  point  «a  viendra  en 
d\  et  par  suite  D'^serala  proh^edion'  verticale  cle  la  droite  D  dans  sa  nouvelle  potsî- 
tîanD'. 

Tous  les  points  de  la  droite  D  décrivaat  des  ares  4e  cercles  JmcixoatamL^  il  est 
facile  de  conclure  de  la  figure  elle  mén^î  Tangle  >a  déciiXpar  te  rayon  K,  angle 
dont  par  suite  doivent  tourner  les  antres  parties  de  la  figure,  supposées  enti:ainéea 
dans  le  nnonvement  de  rotation  delà  droite  D. 

62.  Si  Taxe  A  n'est  pas  donaé  d'avance ,  on  le  choisira  passant  par  iin  point 
de  la  droite  D,  parce  que  alors  la  figure  est  plus  simple.  Rcraarquoos  que  pour 
amener  la  droite  D  à  élre  parallèle  au  plan  vertical,  on  est  obligé  de  dboisir  nn  axe 
\erticaJ  ;  nous  avoAS  vu  en  eflet  que  le  problème  esi  alors  résoluble.  Si  au  contraire 
l\axe  était  perpendiculaire  au  plan  vertical,  tous  les  points  de  la  dt>oite  D  décri- 
raient des  cercles  parallèles  au  plan  vertical  et  conserveraient  par  coi^équent  la 
môme  distance  à  ce  plan ,  donc  la  droite  D  n'aurait  pas  après  la  rotation  Cous  sea 
points  également  distants  du  plan  vertical,  donc  enfin  elle  noterait  pas  parallèle 
à  ce  plan.  Par  une  raison  semblable  on  ne  pourra  amener  la  droite  D  dans  une 
position  parallèle  au  plan  horizontal  que  par  un  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  axe  |>erpendiculairc  au  plan  vertical. 

63.  Problème  17.  Amener  une  droite  dans  une  position  perpendiculaire  à  Cun  des 
plans  de  projection  {Jifj,  61).  Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans 
de  projection ,  elle  est  nécessairement  parallèle  à  l'autre.  Or,  pour  rendre  une 
droite  parallèle  au  plan  vertical,  on  est  obligé  de  la  faire  tourner  autour  d'un  axe 
vertical  (n°62),  mais  dans  ce  mouvement  tous  les  points  de  la  droite  conservent 
la  même  distance  à  l'axe,  et  par  conséquent  elle  ne  pourra  jamais  devenir  parallèle 
à  cet  axe;  d'un  autre  côté  une  droite  quelconque  tournant  autour  d'un  axe  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  ne  peut  jamais  devenir  parallèle  à  ce  plan,  si  elle  ne 
l'est  pas  avant  la  rotation,  donc  il  sera  impossible  de  rendre  une  droite  verticale 
par  un  mouvement  simple  de  rotation  autour  d'un  seul  axe.  Mais  par  un  premier 
mouvement  autour  d'un  axe  vertical  A,  nous  amènerons  la  droite  D  dans  la  posi- 
tion D'  parallèle  au  plan  vertical  (n*  61  ),  puis  par  un  second  mouvement  de  rota- 
tion autour  d'un  axe  B  perpendiculaii^  au  plan  vertical  nous  l'amènerons  dans 
la  position  verticale  D";  car  pendant  celte  seconde  rotation  la  projection  D'*  pren- 
dra successivement  toutes  les  positions  tangentes  au  cerde  C'^,  et  par  conséquent 
il  y  auca  un  instant  où  «IJe  sera  {terpeadiculaireà  Lï^et  alors  la  droite  D"  sera  ver- 
ticale (n*  47,  5* }. 


—  3i  — 

Fdhp  amener  fia  liroite'  âcmxïéiy  daiï»  une  poBÎlion  perpen^cal^re  au  plam*  tur- 
tical,  il  faudrait  d'^abord  la  rendre-  parallèle  au  plan-  horrîffonlal  parun  mofivcm€iif 
de  rotation^  autour  d'»n  axe*  perpendfctibire  ati  plan»  vertical ,  puis  l'amena 
dans  la  position  demandée  par  un  second  mouvement  de  rotation  autour  d*'un 
axe  TerlicaK 

Remarquons  que  Ton  trouve  par  la  construction  les  angles  «  et  p  dont  la  droite 
&9i  tourné  aulour  de  chacun  des  deux  axes,  de  sorte  que  si  Ton  avait  d'autres 
Egnes  ou  d'autres^  points  entraînés  pendant  ces  mouvements  de  rotation,  on  devrait 
les  faire  tourner  de  quantités  angulaires  égales  respectivement  à  a  et  à  |3. 

64.  Pa^BLtaE  18.  Amener  un  pUm  dans  une  position  perpendiculaire  à  F  un  dé» 
pkms  de  projection  {fig.  62).  Soient  un  plan  P  et  un  axe  vertical  A,  supposons 
qa\>n  demande  de  faire  tourner  le  plan  P  autour  de  Taxe  Â  jusqu'à  ce  qu'il  soil 
devenu  perpendiculaire  au  plan  vertical  ;  dans  sa  nouvelle  position  sa  trace  borii* 
nmtale  sera  perpendiculaire  à  LT,  si  donc  Ton  abaisse  du  point  A*  une  perpendi^ 
eulaire  N  sur  H"*  cpi  la  rencontre  en  r\  oe  point  décrira  un  cercle  C  auquel  la  traœ 
borizontalb  du  plan  sera  toujours  tangente;  la  normale  N  deviendra  parallèle  à  LT 
n  N'  on  N"  suivant  que  la  rotation  aura  lieu  de  droite  à  gauche  oiu  de  gauche  i 
droite;  on  aura  ensuite  H"  ou  H*"  en  menant  une  tangente  an  cercle  C  perpem- 
diculairement  à  Ll  ;  pour  avoir  la  trace  verticale ,  remarquons  que  Taxe  A  coupe 
le  plan  Pe»  un  point  m  qui  ne  varie  pas  pendant  la  rotation ,  et  dont  la  projectiOTi 
verticale  sera  sur  la  nouvelle  trace  verticale  du  plan  (n*  56,  2'),  si  donc  nous 
menons  une  horizontale  K  du  plan  P  rencontrant  Taxe  en  f7i,  le  point  m*  sera  utt 
^pmM  de  la  trace  verticale  V  ou  V'  cherchée,  le  point  p'  ou  p"  en  lequel  la  trace 
horhrontale  H''  ou  H^'  rencontre  LT,  en  est  un  second,  donc  la  trace V  ou  V"  est 
déterminée. 

Si  l'on  avait  voulu  rendre  Je  pten  perpendiculaire  au  plan  horizontal ,  il  aurait 
ftBfcp  le  feire  tourner  autour  d'un  axe  perpendiculaire  an  plan  vertical. 

€&.  PfeOBLÈMK  19>.  Amener  mi  plan  dans  tme  position  perpendiculaire  à  la  ligne*  dt 
itrre  {fi'g.  6^).  Le  plan,  dans  sa  nouvelle  position,  sera  perpendiculaire  à  lafws 
mns  rfenx  plans  de  projection;  or,  nous  «tous  vn  (n*  64)  qu'on  ne  peut  pas- te 
rendre  perpendiculaire  au  plan  horizontal  par  un  seul  mouvement  de  rotation  amh 
fcmr  d'\in  axe  vertical  ;  le  problème  actuel  ne  pourra  donc  se  résoudre  que  par  deux 
rotalfons'  effectuées.  Tune  autour  d'un  axe  vertical  A  pour  amener  le  plan  P  dans 
te  position  P'  perpendiculaire  an  plan  vertical  de  projection,  l'autre  autour  d^nn 
axe  B  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  pour  amener  le  plan  P'  dant 
h  position  P"  perpendiculaire  an  plan  horizontal;  et  comme  pendant  ce  second 
aRnrement  1^  position  du  plan  P'  à  Tégard  du  plan  vertical  de  projection  ne  change 
pay  (h**5ff,  3*),  le  plan  P''  sera  perpendiculaire  à  la*  fois  aux  deux  plan»  de  pro^ 
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jectioD ,  et  par  conséquent  à  la  ligne  de  terre.  On  simplifiera  la  figare  en  faisaat 
passer  les  deax  axes  A  et  B  par  un  même  point  m  du  plan  donné  P. 

66.  Problème  20.  Amener  un  plan  dans  une  position  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
{fig.  64).  On  pourra  résoudre  le  problème  en  faisant  tourner  le  plan  P  autoiird'un 
axe  vertical  A,  jusqu'à  ce  que  sa  trace  horizontale  soit  parallèle  à  LT  (n^*  33>.  ;$"*); 
puis  pour  avoir  la  trace  verticale ,  qui  doit  aussi  être  parallèle  à  LT,  il  est  évide&t 
qu'on  ne  peut  plus  employer  une  horizontale  du  plan ,  car  après  la  rotation  cette 
droite  serait  parallèle  à  LT,  et  par  conséquent  ne  rencontrerait  pas  le  plan  vertical. 
Mais  nous  pouvons  chercher  le  point  m  en  lequel  Taxe  A  rencontre  le  plan  P,  ce 
point  reste  invariable  ;  et  si  dans  le  plan  P  et  par  ce  point  m  on  fait  passer  une 
droite  D,  dont  nous  ne  traçons  ici  que  la  projection  horizontale  D*,  elle  ne  cessera 
pas  de  passer  par  le  point  m ,  sa  trace  horizontale  a  viendra  en  a  y  et  la  droite  D 
prendra  la  position  D',  dans  laquelle  elle  a  pour  trace  verticale  le  point  6';  si  donc 
de  ce  point  b'  on  mène  une  parallèle  à  LT,  ce  sera  la  trace  V"  cherchée.  Au  lieu  de  la 
trace  a,  on  peut  évidemment  employer  un  autre  point  quelconque  de  la  droite  D. 

67.  Problème  21 .  Amener  un  plan  dans  une  position  parallèle  à  (un  des  plans  de 
projection.  Un  plan  parallèle  au  plan  vertical  est  en  même  temps  perpendiculaire  au 
plan  horizontal ,  et  sa  trace  horizontale  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Nous  de- 
vrons donc  rendre  d'abord  le  plan  donné  P  perpendiculaire  au  plan  horizonlal  par 
un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical  (n''  64)  ; 
puis ,  par  un  second  mouvement  autour  d'un  axe  vertical ,  on  le  rendra  parallèle 
au  plan  vertical. 

De  môme,  pour  amener  un  plan  dans  une  position  parallèle  au  plan  horizontal , 
on  le  rendra  d'abord  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  par  un  mouvement  de  ro- 
tation autour  d'un  axe  vertical  ;  puis  parallèle  au  plan  horizontal  par  un  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

68.  On  pourrait,  par  des  mouvements  de  rotation  tout  à  fait  semblables,  ame- 
ner un  plan  dans  une  position  telle  qu'il  eût  sa  trace  horizontale,  par  exemple, 
parallèle  à  une  droite  donnée  dans  le  plan  horizontal.  On  pourrait  aussi  fixer  telle 
autre  condition  que  l'on  voudrait  pour  limiter  le  mouvement  qui  doit  être  imprimé 
au  plan. 

69.  Tous  les  problèmes  de  géométrie  descriptive  peuvent  se  résoudre  à  l'aide 
des  changements  de  plans  de  projection  et  des  mouvements  de  rotation  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection,  ce  qui  n'est  au  fond  que  le 
même  principe. 

En  effet ,  changer  de  plan  vertical  de  projection  ,  par  exemple  ,  revient  évi- 
demment à  faire  tourner  l'ancien  plan  vertical  autour  d'un  axe  vertical  jusqu'à 
ce  qu'il  soit  venu  prefidre  la  position  nouvelle  qu'on  veut  lui  donner.  Toute  la 
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différence  entre  les  denx  principes  fondamentaux  qne  noas  venons  d^établir 
consiste  donc  en  ce  que  dans  le  premier  y  c'est  Tun  des  plans  de  projection  que 
l'on  fait  tourner  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  Tautre  plan  jusqu'à  ce  qu'il 
soit  venu  dans  une  position  convenable  à  l'égard  de  la  figure  que  l'on  veut  pro- 
jeter ;  dans  le  second  c'est  la  figure  elle-même  que  l'on  fait  tourner  autour  d'un 
pareil  axe  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  dans  une  position  convenable  à  l'égard  des  plans 
de  projection  dit  primitifs ^  parce  qu'on  ne  les  fait  pas  varier  de  position;  ils 
restent  immobiles.  Il  résulte  de  là  que  les  problèmes  pourront  presque  toujours  se 
résoudre  par  des  changements  de  plans  de  projection ,  ou  par  des  mouvements 
de  rotation,  ou  enfin  par  ces  deux  principes  combinés.  Cependant,  nous  verrons 
qu'il  est  quelquefois  plus  simple  d'employer  l'un  plutôt  que  l'autre. 

Déjà,  dans  ce  qui  précède,  on  peut  voir  qu'un  plan  est  amené  dans  une  posi- 
tion parallèle  à  la  ligne  de  terre  plus  simplement  par  un  changement  de  plan  que 
par  un  mouvement  de  rotation ,  puisque  la  seconde  méthode  nécessite  l'emploi 
d'une  droite  dont  on  n'a  pas  besoin  lorsque  l'on  se  sert  de  la  première  méthode. 
Mais^  par  un  choix  convenable  des  axes,  l'emploi  des  mouvements  de  rotation  est 
préférable  à  celui  des  changements  de  plans  pour  amener  un  plan  dans  une  posi- 
tion perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Le  problème  énoncé  au  n""  68  ne  pourrait 
évidemment  pas  se  résoudre  par  des  changements  de  plan. 

70.  Dans  les  applications ,  on  est  souvent  conduit  à  faire  tourner  une  figure 
autour  d'un  axe,  qui  n'est  plus  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  primitifs  de  pro- 
jection ,  mais  ordinairement  parallèle  et  p^us  souvent  encore  situé  dans  l'un  de  ces 
plans,  c'est  encore  par  la  considération  des  mouvements  de  rotation  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  à  un  nouveau  plan  de  projection  que  l'on  résout  ces  problèmes  ; 
aussi  est-on  alors  obligé  de  faire ,  au  préalable ,  un  changement  de  plan  de  pro- 
jection ,  ainsi  que  nous  allons  le  voir. 

71.  Problème  22.  Faire  tourner  un  point  ou  une  droite  dHun  angle  donné  autour 
dun  axe  parallèle  à  Cun  des  plans  de  projection.  Soit,  par  exemple,  un  axe  horizon- 
tal A  (  /!^.  65)  oblique  par  rapport  au  plan  vertical ,  et  proposons-nous  de  faire 
tourner  un  point  m  ou  une  droite  D  d'un  angle  donné  a  autour  de  cet  axe.  Le 
point  m  et  tous  les  points  de  la  droite  D  décriront  des  arcs  de  cercle  situés  dans  des 
plans  perpendiculaires  à  Taxe  Â,  et  par  conséquent  verticaux,  lesquels  se  projette- 
raient verticalement  suivant  des  cercles  identiques ,  si  le  plan  vertical  (  primitif) 
de  projection  était  lui-même  perpendiculaire  à  l'axe  A ,  c'est  pourquoi  nous  chan- 
gerons d'abord  le  plan  vertical ,  et  nous  en  choisirons  un  perpendiculaire  à  l'axe  A. 
Nous  serons  ainsi  ramenés  à  faire  tourner  le  point  m  et  la  droite  D  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection.  Nous  avons  appris  (n**  58  et 

59)  à  trouver  les  projections  du  point  m'  et  de  la  droite  D'  sur  les  plans  qui  se 
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caupeftl  aaiva&t  la  M^ê»  déterre  LT,  mais  U  faol  rapporter  ee  powt  et  cette  droite 
avK  aacîens  ptaps  de  pvojeetîon  ;  U  suffit  é¥ides)aieiit  pour  cela  de  mener  par .  m'* 
une  perpeadioBlaire  à  LT  et  de  prendre  wnl^'^^ni''*  ;  prenant  de  même  il>!'':ssiW\ 
naua  aivansda  j^rojeetioiii  veirticale  d'un  second  point  b'  dei  la  droite  D\  qui  est  par 
là  eofeièfiemeBt  déterminée  ainsi  cfm  le  point  m'. 

73.  La  première  partie  du  probième*  consistait  à  rendre  Taxe  A  perpemticulaire 
à  Tun  des  plans  de  projection;  il  est  évident  qu'on  aurait  pu  y  pai venir  pair  un. 
miduwemeftt  de  rotation  autour  à'xm  axe  vertical  (a**  63),  mais  les  eonstruction» 
que  BOUS  avons  eu  à  eSectuer  sont  plus  simples ,  comme  il  est  facile  de  s'en  con* 
vaûhciie  ;  elles  répondent  aussi  plus  directement  à  la  question  proposée. 

Si  Ton  voulait  faire  fanirner  le  point  ou  la  droite  autour  d'un  axe  parallèle  au 
plan  vertical ,  on  remarquerait  que  les  cercles  décrits  par  chaque  point  sont  per- 
pendieuiaires  à  cet  axe  et  par  conséquent  au  plan  vertical ,  de  sorte  qu'on  est  eon* 
doit  à  rendre  d'abord  cet  axe  vertical  en  prenant  un  nouveau  plan  horizontal  qui 
lui  soit  perpendiculaire ,  parce  qu'alors  tous  ces  cercles  se  projetteront  sur  ce  nou* 
\em  plan  suivant  des  cercles  identiques. 

73u  pROBL^iB  3c3(.  Faire  tourner  un  plan  dlun  angle  donné  autour  cCun  axe  parallèle 
àtwt  des  plans  de  projection.  Soit  un  axe  A  {fig.  66)  parallèle  au  plan  vertical, 
mais  oblique  par  rapport  au  plan  horizontal ,  et  proposons-^sous  de  trouver  les 
traces  du  plan  P  quand  il  aura  tourné  d^un  angle  a  autour  de  l'axe  A.  Tous  les 
poîiMis  du  plan  P  décriront  pendant  le  mouvement  de  rotation  des  arcs  de  cercles 
situés  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  A^  et  qui  se  projetteraient  suivant  des 
ceccles  id^iques  si  le  plan  horizontal  était  perpendiculaire  à  l'axe  A;  c'est  pour- 
(|U0i  nous  changerons  d'abord  de  plan  horizontal  pour  le  prendre  perpendiculaire 
à  A,  la  ligne  de  terre  L'T'  doit  alors  être  perpendiculaire  à  A*',  la  projection  hori- 
zontale de  A  sera  en  un  seul  point  A*"'  distant  de  L'T'  d'une  quantité  égale  à  la  dis- 
tance de  A'^  à  LT.  Pour  avoir  H"  nous  prolongerons  V  jusqu'à  LT  en  o',  puis  nous 
déterminerons  un  second  point  b'  de  H"*  par  une  verticale  K  du  plan  P.  Cela  fait, 
abaissant  du  point  A'^'  une'  perpendiculaire  M'p  sur  H''  et  décrivant  un  arc  de  cercle 
dont  le  centre  est  A*'  et  le  rayon  A*  p;  menant  la  droite  A^'p'  telle  qu'elle  fasse  avec 
A!^p  Tangle  donné  «  ;  puis  en  p  construisant  une  tangente  à  l'arc  de  cercle  décrit , 
nous  aurons  la  trace  horizontale  H"*'  du  plan  dans  sa  nouvelle  position:;  on  en 
déduit  la  tnace^  verticale  Y^  à  l!aide  d'une  horizontale  B  du  plan  P ,  laquelle  fait 
connattro*  le  point  c  de  V;  enfin  on  aura  un  second  point  de  la  trace  horizon- 
tale Hf'  du  plan  P'  sur  l'ancien  plan  en  prolongeant  V'  jusqu'à  LT ,  si  cela  est  pos- 
sible ,  vu  la  longueur  de  la  feuille  de  dessin ,  ou  en  déterminant  un  autre  point  d' 
de  a"  à  l!aide  d'une  verticale  E'  du  plan.  P . 

PouB^feiice  tourner  leplan  autour  d'un  axe  parallèle  au  plan  borijsontal,.  il  faudrait 
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prendre  d'abord  un  nouveaa  plan  vertical  perpendiculaire  à  det  axe«  Au  lien  de 
donner  Tangle  u  j  xm  jMnirrdt  se  proposer  d'amener  la  droite  om  te  ^lan  dans  une 
position  déterminée  par  «Tantres  conditions. 

7i.  Problèk  Si.  Faine  touriker  tôt  fmnî,  ou  une  droite ,  tCunvngle  àmmé  aniplir 
cfim  axe  ^Icmxfue.  Soient  Taxe  A  {fig.  €7)  donné  par  ses  projections  A^  et  A**, 
le  point  m  donné  aussi  par  ses  projections  m^  et  m'',  et  enfin  la  droite  D  donaée  de 
même  par  ses  projections  D^  et  D'',  il  faut  trouver  les  projections  D''^  et  ly*"  de  la 
droite  D,  et  celles  m'*  et  m'"  du  point  m  après  qu'ils  auront  tourné,  ensemble,  d'im 
angle  a  autour  de  Taxe  A.  Pendant  la  rotation,  le  point  m  et  tous  les  points*de  la 
droite  D  décriront  des  arcs  de  cercle  situés  dans  des  plans  perpendiculaires  à 
Taxe  A ,  et  qui  se  projetteraient  suivant  des  cercles  identiques  si  Taxe  A  était 
perpendiculaire  à  Tun  des  plans  de  projection  ;  il  faut  donc  se  ramener  à  cet  état 
de  dbtoses,  en  choisissant  un  nouveau  plan  de  projectiiHi  perpendiculaire  à  A; 
mais  ce  plan  ne  serait  perpendiculaire  à  aucun  des  plans  auxquels  la  figure  est 
actueliement  rapportée ,  c'est  pourquoi  nous  aurons  recours  à  un  double  chan- 
gement de  plan. 

Nous  prendrons  d'abord  uu  nouveau  plan  vertical  parallèle  à  Taxe  A,  et  pour 
plus  de  simplicité  nous  choisirons  le  plan  projetant  horizontalement  cet  axe; 
la  nouvelle  ligne  de  terre  L'T'  sera  alors  la  projection  A*  elle^me;  les  projections 
horizontales  A*,  m*,  D*  ne  changeront  pas ,  et  les  projections  verticales  sur  le  nou- 
veau plan  de  projection  défini  (ou  fixé  de  poution  dans  Tespace)  par  la  nouvelle 
ligne  de  terre  LT,  seront  respectivement  en  A,  ne\  Yf'  (n*'  4i  et  46)  :  nous 
sommes  ainsi  ramenés  à  faire  tourner  un  point  m  ou  une  droite  D  autour  d*un  axe 
A  parallèle  à  Tun  des  plans  de  projection  (problème  résolu  ci-dessus  n""  71  ).  Il  faut 
donc  maintenant  changer  de  plan  horizontal ,  en  prenant  L'^"  perpendiculaire  à 
A ,  la  nouvelle  projection  horizontale  de  l'axe  A  sera  en  un  seul  point  A^"  ;  les 
projections  verticales  m*'  et  D*"  ne  changeront  pas ,  les  projections  horisontales 
correspondantes  seront  m*'*  et  D*''.  Enfin,  pour  faire  tourner  le  point  m  et  la 
droite  D  autour  de  l'axe  A ,  actuellement  perpendiculaire  au  nouveau  plan  hori- 
zontal et  qui  est  défini  de  position  par  la  ligne  de  terre  L"T",  nous  joindrons 
les  pointe  A*"  et  m*",  et  avec  cette  droite  A*''m*"  pour  rayon  et  du  point  A*"  pour 
centre,  nous  décrirons  un  cercle  coupant  D*"  en  un  second  point  ^",  me- 
nant ensuite  par  le  point  A*"  une  droite  faisant  un  angle  a  avec  la  droite  A*' m*", 
nous  obtiendrons  le  point  m'*",  ^  portant  (^"q'^" sszni'"m^\  »ous  aurons  un 
second  point  de  D'*''  ;  les  projections  tri"^  et  9'"'  se  <vouvent  sur  des  parullèies 
à  L'T'  menées  par  ne'  et  g''';  nous  aurons  donc  D''\  U  faut  maintenut  ohan^r 
de  plan  horizontal  en  choisissant  LT  pour  ligne  de  terre  ^  ayant  soin  de 
prendre  m'*   derrière  et  7'*  devant  cette  ligne   comme  sont  disposés  m'*"  et 
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ç'*"  par  rapport  à  L'T'  (n"  43),  on  obtient  ainsi  D'*,  puis  on  en  conclut  D'*'  (n^  45). 

75.  Problème  25.  Faire  tourner  un  plan  d'un  angle  donné  autour  dun  axe  quel- 
conque. Soient  l'axe  A  {fig>  68),  donné  par  ses  projections  A*  et  A%  et  le  plan  P 
donné  par  ses  traces  H'  et  V,  il  s'agit  de  faire  tourner  le  plan  P  d'un  angle  a 
autour  de  l'axe  A.  Pendant  la  rotation  tous  les  points  du  plan  P  décriront  des  arcs 
de  ôercles  situés  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  A,  et  qui  ne  seront  par 
conséquent  ni  parallèles  ni  perpendiculaires  à  l'un  des  pians  de  projection  :  c'est 
pourquoi,  comme  dans  le  problème  précédent,  nous  changerons  d'abord  de  plan 
vertical ,  prenant  le  nouveau  plan  parallèle  à  l'axe  A ,  ou  plus  simplement  passant 
par  l'axe  A  lui-môme  ;  la  ligne  de  terre  L'T'  sera  confondue  avec  A*^,  dès  lors  pour 
avoir  la  position  de  l'axe  A  sur  ce  plan ,  nous  chercherons  les  positions  de  deux  de 
ses  points  a  et  m ,  et  nous  aurons  A  ;  la  trace  H'  du  plan  ne  change  pas ,  nous  dé* 
terminerons  la  trace  verticale  V  par  une  horizontale  B  du  plan  P.  Changeons  main- 
tenant de  plan  horizontal ,  en  le  choisissant  perpendiculaire  à  l'axe  A,  la  ligne  de 
terre  L"T"  sera  perpendiculaire  à  A  ;  la  projection  horizontale  de  l'axe  A  sera  en 
un  seul  point  A^';  la  trace  verticale  V  ne  changera  pas,  et  l'on  obtiendra  la  trace 
horizontale  H""'  à  l'aide  d'une  verticale  K  du  plan  P.  Il  faut  enfin  faire  tourner  le 
plan  p  donné  par  ées  traces  H'"  et  V"  autour  de  l'axe  A  actuellement  perpendicu- 
laire au  nouveau  plan  horizontal  de  projection.  Pour  cela,  nous  abaissons  A'^'^p 
perpendiculaire  sur  H"',  nous  construisons  l'angle  a ,  puis  décrivant  un  arc  de 
cercle  du  centre  A*",  nous  obtiendrons  le  point  p',  menant  H""  tangente  en  ce 
point  p'  au  cercle  C ,  ce  sera  la  trace  horizontale  du  plan  P  dans  sa  nouvelle  posi- 
tion ;  la  trace  verticale  V"  rencontre  l'axe  A  en  un  point  n  qui  est  invariable  pen- 
dant le  mouvement  de  rotation ,  et  qui  devra  par  conséquent  appartenir  encore  à 
la  trace  verticale  Y".  Si  maintenant  nous  changeons  de  plan  horizontal,  en  prenant 
L'T'  pour  ligne  de  terre ,  nous  déterminerons  la  trace  horizontale  H"  à  Taide  d'une 
verticale  R'  du  plan  F;  enfin ,  changeant  encore  de  plan  vertical ,  en  prenant  LT 
pour  ligne  de  terre,  nous  trouvons  la  trace  verticale  V  à  l'aide  d'une  horizontale 
S'  du  plan  P'. 

76.  Lorsqu'une  figure  plane  est  donnée  dans  l'espace,  il  est  souvent  utile  d'en 
avoir  la  véritable  forme;  pour  cela  il  faut  amener  le  plan  qui  la  contient  en 
une  position  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection  (n*  56,  1"),  c'est  à  quoi  l'on 
parvient  par  deux  méthodes  distinctes  : 

4*  En  prenant  un  nouveau  plan  de  projection  parallèle  au  plan  de  la  figure, 
ou  plus  simplement  encore  en  considérant  ce  plan  lui-même  conune  un  nouveau 
plan  de  projection ,  mais  lorsque  ce  plan  n'est  pas  déjà  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  primitifs  de  projection,  il  faut  commencer  par  l'amener  dans  cette 
position  particuUère; 
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2*  Ea  faisant  tourner  le  plan  de  la  figure  autour  d*un  axe,  et  Ton  choisit  ordi» 
nairement  pour  axe  Tune  de  ses  traces,  cette  opération  porte  alors  le  nom  de 
rabaitemeni;  mais  comme  ce  mouvement  a  lieu  autour  d'un  axe  parallèle  à  Tun  des 
plans  de  projection,  il  nécessite  encore  deux  opérations  (n*  73).  Donc,  en  général, 
pour  trouver  la  véritable  forme  d'une  figure  située  dans  un  plan  quelconque,  il  faut 
effectuer  deux  opérations,  qui  ont  pour  but:  la  première  de  rendre  le  plan  de  la 
figure  perpendiculaire  à  Tun  des  plans  de  projection;  la  seconde  de  Tamener  à  se 
confondre  avec  l'autre  pian  de  projection,  ou  tout  au  moins  à  lui  être  parallèle. 
Chacune  de  ces  opérations  peut  s'effectuer  soit  par  un  changement  de  plan  de 
projection,  soit  par  un  mouvement  de  rotation,  ce  qui  donne  lieu  à  quatre  mé- 
thodes pour  résoudre  le  problème  actuel  : 

1  *  Par  deux  changements  de  plans  de  projection  ; 

t"  Par  un  changement  de  plan  de  projection  et  un  mouvement  de  rotation  ; 

S""  Par  un  mouvement  de  rotation  et  un  changement  de  plan  de  projection  ; 

4*  Par  deux  mouvements  de  rotation. 

Ces  questions  sont  suffisamment  résolues  par  ce  qui  précède,  nous  allons 
d'ailleurs  en  démontrer  directement  l'application  en  résolvant  les  quatre  pro- 
blèmes suivants ,  qui  nous  conduiront  aussi  à  la  question  réciproque  :  qui  s'énonce 
ainsi  qu'il  suit  :  étant  donnée  la  position  d'un  point  sur  un  plan  rabattu  ou  considéré 
comme  plan  de  projection,  trouver  ses  projections  sur  deux  plans  donnés  et  rectangu- 
laires  entre  eux. 

77.  Problème  S6.  Sur  une  droite  donnée  dans  un  plauj  construire  un  triangle  équi" 
latéral  {fig.  69).  Soit  P  le  plan  (donné  par  ses  traces)  sur  lequel  doit  être  exécutée  la 
construction  demandée,  la  droite  ab  ne  peut  être  donnée  que  par  sa  projection  hori- 
zontale 0^6^,  et  la  condition  qu'elle  soit  dans  le  plan  P  fera  trouver  sa  projection  verti- 
cale aV  (n""  28);  ou  mieux  la  droite  étant  terminée  aux  points  a  et  6,  nous  chercherons 
les  projections  verticales  de  ces  points  (  n""  29  )  en  employant  pour  cela  des  horizon- 
tales du  plan  P.  Cela  posé ,  nous  ne  pourrons  effectuer  les  constructions  demandées 
qu'après  avoir  ramené  le  plan  P  à  se  confondre  avec  l'un  des  plans  de  projection  ; 
nous  emploierons  à  cet  effet  la  première  méthode  (n""  76),  c'est-à-dire  deux  chan- 
gements  de  plans  de  projection.  Supposons  qu'on  veuille  prendre  le  plan  P  pour 
plan  horizontal  de  projection,  il  faut  d'abord  choisir  un  nouveau  plan  vertical 
perpendiculaire  à  ce  plan  P,  la  ligne  de  terre  L'T'  devra  donc  être  perpendiculaire 
à  H'  (n*  33,  4*),  et  pour  obtenir  V"  nous  nous  servirons  des  horizontales  déjà 
construites  pour  trouver  les  points  a""  et  b"".  Prenant  maintenant  le  plan  P  pour  plan 
horizontal  de  projection ,  son  intersection  avec  le  plan  vertical ,  ou  Y"  deviendra  la 
nouvelle  ligne  de  terre  L'T",  et  les  nouvelles  projections  horizontales  des  points  a 
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et  6  9  ne  seront  antres  que  ces  points  eux-mêmes ,  nous  les  trouverons  par  les 
moyens  connus  (n*  45). 

Ayant  ainsi  obtenu  la  droite  ab ,  nous  construirons  le  triangle  équilatéral  de- 
mandé. Pour  passer  ensuite  aux  projections  de  ce  triangle  sur  les  plans  primittfe , 
nous  remarquerons  que  Ton  connaît  déjà  les  projections  des  deux  sommets  a  et  A  ; 
il  ne  reste  plus  à  trouver  que  celles  du  sommet  c;  on  y  parviendra  par  des  change- 
ments de  plans  inverses  des  précédents,  c'est-à-dire  que  Ton  passera  du  système 
L"T"  au  système  L'T'  par  un  changement  de  plan  horizontal ,  puis  de  celui-ci  au 
système  primitif  LT  par  un  changement  de  plan  vertical. 

Si  nous  avions  voulu  considérer  le  plan  P  comme  un  plan  vertical ,  il  eût  été  con- 
venable de  déterminer  les  points  a"  et  6"  par  des  verticales  du  plan  P,  lesquelles 
auraient  ensuite  servi  à  trouver  H'' sur  le  nouveau  plan  horizontal  de  projection 
perpendiculaire  au  plan  P  et  par  lequel  il  aurait  fallu  passer ,  avant  d  e  pouvoir 
considérer  ce  plan  P  comme  un  plan  vertical  de  projection. 

78.  Problème  27.  Sur  une  base  donnée  de  longueur  ab  comme  homologue  du  côté  a)3, 
construire  un  triangle  abc  équivalent  à  un  triangle  donné  a^y ,  et  dont  le  sommet  c  soit 
situé  sur  une  droite  donnée  de  position  (fig.  70).  Soit  P  le  plan  (donné  par  ses  traces) 
dans  lequel  doivent  être  effectuées  toutes  les  constructions.  Les  droites  ab  et  D  situées 
sur  le  plan  P  ne  peuvent  être  données  que  par  une  seule  projection,  nous  en  conclurons 
la  seconde  (n*  28)  ;  puis  comme  nous  ne  pourrons  exécuter  les  constructions  du 
problème  qu'après  avoir  ramené  le  plan  P  à  se  confondre  avec  l'un  des  plans  de  pro- 
jection ,  nous  supposerons  qu'on  veuille  le  rabattre  sur  le  plan  horizontal ,  et  nous 
emploierons  à  cet  effet  la  seconde  méthode  (n*  76) ,  c'est-à-<iire  un  changement  de 
plan  de  projection  et  un  mouvement  de  rotation. 

Pour  rabattre  le  plan  P  sur  le  plan  horizontal ,  il  faut  le  faire  tourner  autour  de 
H"  comme  axe ,  et  cet  axe  étant  horizontal ,  nous  devrons  d'abord  le  rendre  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  (n**  73)  ;  nous  changerons  donc  de  plan  vertical  de 
projection ,  en  prenant  LT  perpendiculaire  à  H%  et  nous  chercherons  V"  qui  doit 
contenir  à  la  fois  a*",  6*",  ÏY"  (n**  56,  2*).  Rabattant  ensuite  le  plan  P  sur  le  plan 
horizontal,  nous  remarquerons  que  le  pointa,  par  exemple^  décrira  un  arc  de 
cercle  C  parallèle  au  plan  vertical  défini  de  position  dans  l'espace  par  la  ligne  de 
terre  L'T',  et  comme  il  doit  arriver  sur  le  plan  horizontal ,  sa  projection  verticale 
sera  alors  sur  la  ligne  de  terre  en  a'*"',  et  par  conséquent  le  point  lui-même  se  trou- 
vera en  a';  on  aura  de  même  l'autre  point  b\  et  la  droite  ly.  Nous  construirons  le 
triangle  demandé  aW  sur  le  plan  P  ainsi  rabattu.  Pour  revenir  ensuite  aux  pro- 
jections de  ce  triangle  sur  les  plans  primitifs,  remarquons  que  Ton  connaît  déjà  les 
deux  sommets  a  et  b;  le  troisième  étant  situé  sur  la  droite  D,  nous  n'aurons  ^'à 
abaifiser  du  pohxt  ef  une  perpendiculaire  à  H%  elle  coupera  D^  au  point  ^,  d'où 
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roB  conclora  é!^  et.  joignaoït  le&  progeetioDs  de  ce  poiot  e  à  ceUe»  des  pointe  a^  b^ 
OQ  aura  tes  progeetioBS  da  triangle  cherdké  abc.  Si  Vùsl  avait  voulu  rabattre  le  plan 
P  MUT  le  plan:  vcortkaly  il  aurait  Mla  d'aJbord  cboaigef  de  plan  horizontal ,  en  pre- 
nant la  nouvelle  ligw  de  terre  yeirpendicailaire  à  Y*,  pwis  faire  tourner  te  plam  P  au* 
tour  de  eette  tnce  vartîeaks.  Les  eoDBtructiona  aevaieat  d'ailleurs  tout  à  fait  sem- 
blakies  à  celles  que  nous  venoee  d'effectuer. 

79.  Problème  28.  Inscriwe  d(Ên&  une  eircmfénence  donnée  un  peniagau  régvber, 
dmt  un  89nMmt  coinnde  once  un  jmni  déterminé  (fig.  71).  Une:  cireonfiérenee  de 
cerde  est  déterminée  par  son  cenâre  et  un  point  de  la  eirconférence ,  quand  on 
connaît  d'aiUeur&  te  plan  dans  lequel  elle  est  située.  Soit  donc  P  ce  plan ,  donaons 
les  pffojections  hoeizontales  o^  et  a!"  du  centre  o  et  du  point  a ,  nous  en  conclurons 
les  pBOjectioos  venticales  <f  et  a"  (n""  219^),  en  employant  à  cet  effet  des  verticales  0 
et  A  du  fia»  P.  Nous  ne  pourrons  ensuite  efifectoer  tes  constnictions  demandées 
qu'après  que  le  plan  P  sera  venu  se  confondre  avec  Tua  des  plans  de  projection. 
Pour  ramener  dans  cette  position,  nous  adopterons  la  troisième  méthode (n**  76) , 
c'est-à-dire  un  mouvement  de  rotation,  et  un  changement  de  plan  de  projection.  Si 
nous  voulons  prendre  te  planP  poui:  un;  nouveau  plan  vertical  de  projection ,  il  faut 
d'abord  le  rendre  perpendiculaire  au  plan  horizontal  en  le  faisant  tourner  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical  (pt  64),  jusqu'à  ce  que  Y'  soit  venu  dans 
la  position  V^'  perpendiculaire  à  LT.  L'axe-  étant  arbitraire,  nous  te  faisons  passer, 
pour  plue  de  simpiiciié,  par  le  point  d'intersection  n  des  deux  traces.  (Le  choix  de  la 
position  de  l'axe  doit  aéeessairemeat  dépendre  de  la  disposition  particulière  de  la 
figure.)  Pour  avoir  les  projections  des  points  o  et  a  après  la  rotation,  nous  pourrions 
nous  servir  des  verticaJes  déjà  construites  ;  mais  on  peut  aussi  remplacer  ces  droites 
par  dfes  lignes  de  plus  grande  pente  du  plan  P.  Concevons ,  par  exemple ,  dans  le 
plan  P  et  par  le  point  o  une  ligne  de  plus  grande  pente  K  par  rapport  au  plan  vertical, 
sa  [M^jection  v^ticale  sera  une  perpendiculaire  abaissée  de  o^'sur  V  (n''37),  et  cou- 
pant V  au  point  p  qui  est  te  trace  verticale  de  cette  ligne  de  plus  grande  pente  K  ; 
ce  point  p  vient  en  p;  la  droite  K**  demeure  perpendicuteire  à  V*"  et  conserve  la 
même  longueur  (n**  56  y  3**);,  donc  menant  pV"  =:  po**  et  perpendiculairement  à  V*", 
le  poîni  o''  sera  te  projection  verticale  du  point  o  dans  sa  nouvelle  position ,  sa 
projection  horizontale  restera  à  la.méme  distance  de  LT,  elle  est  donc  en  o^  sur  la 
projeetion  horizontale  de  la  verticale  0  du  plan.  P,  qui  nous  a  déjà  servi  à  trouver  le 
point  o'..  On  pourra  trouver  les  projections  a'*"  et  «'*  de  la  même  manière. 

Prenant  maintenant  te  planP'  pour  plan  vertical  de  projection ,  sa  trace  horizon* 
tate  H**'  deviendra  Ih  nouv^e  ligne  de  terre.  LT;  nous  trouverons  les  projections 
varlêiales  des- points  a-  et  et  (nf  ik) ,.  qui  neseconi  autres  que  ces  points  eux-mêmes  ; 
e&dBant!  ensuite  la  oonstructiou'  connue  qui  consiste  à  diviser  le  rayon  o-  en' 
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moyenne  et  extrême  raison  au  point  i',  eli  sera  le  côté  da  décagone  ;  le  portant 
deux  fois  de  a!  en  b\  a'b'  sera  le  côté  du  pentagone  demandé.  Ayant  ainsi  construit 
le  pentagone  a*b*cd!e\  nous  reviendrons  à  ses  projections  sur  les  plans  primitifs  par 
des  opérations  inverses  des  précédentes  :  ainsi  nous  passerons  du  système  L"T"  au 
système  L'T'  par  un  changement  de  plan  vertical,  puis  nous  ferons  tourner  le  plan  F 
autour  de  Taxe  A  en  sens  contraire  de  celui  marqué  par  la  flèche  et  d'un  angle 
égal  à  (f  dont  il  avait  tourné  dans  la  première  opération. 

Ainsi ,  par  exemple ,  le  point  b'  se  projette  horizontalement  en  b'^  sur  L'T'  ;  on  a 
donc  sa  projection  verticale  6'"  en  prenant  (3'6"'=  b'^b'  sur  une  perpendiculaire  à  LT 
abaissée  du  point  b'^.  Si  Ton  ramène  ensuite  le  plan  P'  dans  sa  position  primitive 
P,  le  point  b'  se  mouvra  parallèlement  au  plan  vertical  de  projection ,  et  viendra 
se  placer  sur  une  verticale  B  du  plan  P,  dont  la  projection  horizontale  B^  doit 
passer  par  le  point  b'^\  on  connaît  donc  aussi  B"";  cela  posé,  la  projection  verti- 
cale b^  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  B''  et  sur  un  arc  de  cercle  décrit  du  centre  n* 
et  du  rayon  n*'A'*',  elle  est  donc  connue  et  fait  connaître  le  point  6*  qui  doit  être 
situé  sur  B'^.  On  trouvera  de  même  les  projections  des  autres  sommets  du  pen- 
tagone ,  et  en  les  unissant  par  des  droites  on  aura  les  projections  du  pentagone 
lui-même. 

Si  Ton  avait  voulu  prendre  le  plan  de  la  figure  pour  plan  horizontal,  il  aurait 
fallu  d'abord  le  ramener  dans  une  position  P'  perpendiculaire  au  plan  vertical  par 
un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  vertical  ;  et  Ton  aurait  pris  ensuite  ce 
plan  P'  pour  plan  horizontal  de  projection,  sa  trace  verticale  V"  devenant  la 
nouvelle  ligne  de  terre. 

80.  Prolème  29.  Trouver  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
donné  {fig.  72).  Nous  construisons  d'abord  les  traces  du  plan  P  sur  lequel  est 
situé  le  triangle  donné  abc  (  n""  32),  puis  nous  rabattrons  le  plan  P  sur  le  plan  hori- 
zontal pour  pouvoir  effectuer  les  constructions  nécessaires  à  la  résolution  du  pro- 
blème, en  employant,  par  exemple,  la  quatrième  méthode  (n'  76),  c'est-à-dire 
deux  mouvements  de  rotation.  Nous  rendrons  d'abord  le  plan  P  perpendiculaire  au 
plan  vertical  par  un  premier  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  vertical  A,  la 
trace  H"  décrit  un  angle  <p,  les  points  a,  A,  c  doivent  donc  décrire  le  même  angle  ç, 
c'est  pourquoi  du  point  n  (point  en  lequel  la  ligne  de  terre  LT  est  coupée  par  le 
plan  P)  comme  centre  et  avec  le  rayon  na*,  iî6*,  nd"  nous  décrirons  des  cercles  sur 
chacun  desquels  nous  porterons  à  partir  des  points  o^,  6*,  c*  des  longueurs  d'arcs 
mesurant  un  angle  égal  à  l'angle  cp,  et  nous  aurons  ainsi  les  projections  a*,  6'*,  c'*; 
les  projections  verticales  conservent  les  mêmes  hauteurs  au-dessus  de  LT  et  se 
trouvent  toutes  sur  V",  ce  qui  sert  à  vérifier  l'exactitude  des  constructions.  Faisant 
ensuite  tourner  le  plan  P'  autour  de  H^'  pour  le  rabattre  sur  le  plan  horizontal , 


—  41  — 

les  projections  verticales  viendront  se  placer  sur  LT  en  a"%  6"%  c""  et  les  points  d\ 
b'\  c"  snr  des  parallèles  à  LT  menées  respectivement  par  les  points  a  *,  ft'*,  c'*. 
Gela  fait,  nous  construirons  le  centre  o"  et  le  rayon  o'a"  du  cercle  circonscrit  A  au 
triangle  a"6V;  ensuite.,  pour  avoir  les  projections,  sur  les  plans- primitifs,  nous 
effectuerons  des  rotations  égales  aux  précédentes,  mais  en  sens  inverse  ;  le  point  o" 
viendra  d'abord  en  o  par  sa  rotation  autour  de  H^',  puis  en  o  par  sa  rotation  au- 
tour de  Taxe  A,  et  nous  aurons  les  projections  oV  et  oV  du  rayon  du  cercle  A. 

Si  Ton  avait  voulu  rabattre  le  plan  P  sur  le  plan  vertical ,  en  le  faisant  tourner 
autour  de  sa  trace  verticale ,  il  aurait  d'abord  fallu  rendre  cette  trace  perpendicu- 
laire au  plan  horizontal  par  un  premier  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe 
perpendiculaire  au  plan  vertical. 


CHAPITRE    III. 


PROBLÈMES  SUR  LE  POINT,  LA  DROITE  ET  LE  PLAN< 


Droites  et  plans  perpendiculaires  entre  eux, 

81.  Les  projections  d'une  droite  perpendiculaire  à  un  plan  sont  respectivement 

perpendiculaires  aux  traces  de  ce  plan.  En  effet,  en  prenant  pour  nouveau  plan 

vertical  de  projection  le  plan  projetant  horizontalement  la  droite ,  la  ligne  de  terre 

coïncidera  avec  D*  et  la  trace  H'  devra  lui  être  perpendiculaire  (n*  33,  4**),  on 

verra  de  même  que  D''  et  V  doivent  être  perpendiculaires  entre  elles.  On  peut  aussi 

démontrer  facilement  ce  théorème  au  moyen  d'un  mouvement  de  rotation ,  car  si 

l'on  fait  tourner  le  système  autour  d'un  axe  vertical ,  jusqu'à  ce  que  le  plan  P  soit 

devenu  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  alors  la  droite  D  sera  parallèle  à  ce  même 

plan ,  donc  D*  sera  parallèle  et  H'  perpendiculaire  à  LT,  donc  enfin  D*  et  H'  seront 

des  droites  perpendiculaires  entre  elles.  En  faisant  tourner  le  système  autour  d'un 

6 
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axe  perpendiculaire  an  plan  vertical ,  jusqu'à  ce  que  le  plan  P  soit  devCTfH  perpen- 
diculaire au  plan  horîzoutal  ^  on  démoutrera  que  D""  et  Y"  sont  des  droites  perpen- 
diculaires entre  elles.  Au  reste  cette  démonstration  revient  à  la  précédente  (  n*  68). 
Il  sera  facile  d'en  exécuter  Fépure  ainsi  que  celle  de  la  première. 

82.  Problèbie  i.  Par  un  point  donné  p,  mener  une  ligne  perpendicutaire  à  un 
plan  donné.  Par  les  projections  du  point  donné  p,  il  suffira  d'abaisser  des  perpen- 
diculaires sur  les  traces  du  plan  donné.  Mais  si  le  plan  n'est  pAs  donné  par  ses 
traces,  ou  que  celles-ci  se  trouvent  situées  au  ddà  des  limites  du  dessin ,  on  devra 
opérer  con^me  il  suit.  Soit  le  plan  (  A^  B),  déterminé  par  deux  droites  A  et  B  se 
coupant  en  un  point  {fig.  73)  ;  je  mène  dans  ce  plan  une  horizontale  quelconque  G, 
sa  projection  verticale  G*'  est  parallèle  à  LT  et  coupe  A'  et  B*  aux  points  d*  et  b""^ 
projections  verticales  des  points  a  et  6  en  lesquelles  les  droites  A  et  B  sont  coupées 
par  rhorizontale  G,  et  l'on  déduit  immédiatement  les  projections  horizontales  a*  et  6*, 
et,  par  suite,  G*;  et  comme  G'^  est  parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan  (A,  B), 
abaissant  de  p*  une  perpendiculaire  sur  G'^,  ce  sera  la  projection  N*  de  la  normale 
demandée.  Menant  de  même  une  verticale  K  du  plan  (A,  B)  on  en  conclura  N^ 
Enfin,  si  aucune  horizontale,  ni  aucune  verticale  du  plan,  n'a  ses  deux  projections 
dans  les  limites  du  dessin,  il  faut  changer  de  plans  de  projection ,  et  l'on  pourra,  par 
exemple,  prendre  d'abord  pour  nouveau  plan  horizontal  le  plan  projetant  verticale- 
ment l'une  des  droites  A,  puis  choisir  un  nouveau  plan  vertical  passant  par  la  droite 
B,  de  sorte  que  les  droites  A  et  B  sont  alors  les  traces  du  plan  donné  sur  les  nou- 
veaux plans  de  projection  ;  on  leur  abaissera  donc  des  perpendiculaires  par  les  nou- 
velles projections  du  point  donné  p ,  et  l'on  repassera  des  projections  de  cette  nor- 
male sur  les  nouveaux  plans  à  ses  projections  sur  les  plans  primitifs. 

83.  Problème  2.  Par  un  point  donné  m  mener  un  plan  perpendiculaire  à  une 
droite  donnée  D  {fig.  74).  Par  le  point  m  passe  une  horizontale  K  du  plan  cherché  P, 
sa  projection  horizontale  doit  être  parallèle  à  la  trace  horizohtale  de  ce  plan  P,  et  par 
conséquent  perpendiculaire  à  D*.  La  trace  verticale  a  de  celte  horizontale  K  sera 
u»  point  de  la  trace  verticale  V  du  plan  P,  laquelle  doit  être  perpendiculaire  à  D*", 
eCsi,  par  le  point  p,  où  V  rencontre  LT,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  D*, 
on  aura  H'.  Si  V  ne  rencontre  pas  LT  dans  les  limites  du  dessin,  on  déterminera 
directement  un  point  de  H'  en  faisant  passer  par  le  point  m  une  verticale  G  du 
plan  P.  Il  peut  arriver  que  les  traces  de  ces  deux  droites  K  et  6  soient  hors  des 
limites  du  dessin  ;  dans  ce  cas  on  peut  d'abord  remarquer  qu'elles  déterminent 
suflBsamment  le  plan  cherché,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  construire  ses  traces; 
mais  toutefois  on  peut  avoir  les  parties  de  ces  traces  existant  dans  les  limites  du 
dessin  ;  car  on  pourra ,  à  l'aide  de  l'horizontafe  K  et  de  la  verticale  G  passant 
par  le  point  m,  déterminer  une  infinité  d'autres  droites  situées  dans  le  plan  cher- 
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dié,  en  unissant  deax  points  quelconques  k  et  g  pris  respectivement  suf  chacane 
de  ces  deux  droites  K  et  G,  Fun  de  ces  points  pouvant  être  à  une  distance  infinie ,  ce 
qui  veut  dire  que  la  droite  qui  unit  les  deux  points  ket  g  peut  être  parallèle  à  la 
droite  K  si  c'est  le  point  k  qui  est  supposé  situé  à  Tinfini  sur  la  droite  K  et  vise  penâ 
pour  la  droite  G. 

84.  Problème  3.  Par  une  droite  donnée^  mener  un  plan  perpemtàmdaire  à  un  plan 
donné.  Soient  D  la  droite  donnée  et  P  le  plan  donné,  si  par  un  point  quelconque 
de  D,  on  abaisse  une  perpendiculaire  N  sur  le  plan  P,  elle  ne  sortira  pas  du  plan 
cherché,  donc  ce  plan  sera  déterminé  par  les  deux  droites  D  et  N  (n*"  31  )» 

Si  la  droite  D  était  elle-même  perpendiculaire  au  plan  P,  oo  n'aurait  plus  qu'une 
seule  droite ,  puisque  les  deux  droites  D  et  N  se  confondraient.  On  sait  que  tout 
plan  P,  mené  par  une  droite  D  perpendiculaire  à  un  plan  Q,  est  perpendiculaire  à  ce 
plan  Q  ;  mais  dans  ce  cas  les  projections  D''  et  D*  de  la  droite  donnée  D  seraient  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  traces  V**  et  H'  du  plan  donné  P.  Il  en  serait  de 
même  si,  au  lieu  de  donner  une  droite  D,  on  donnait  un  point. 

85.  Problème  4.  Par  un  point  donnée  mener  une  droite  perpendiculaire  à  une  droite 
donnée.  Si  le  point  donné  est  hors  de  la  droite,  on  sait  que  par  un  tel  point  on 
ne  peut  abaisser  qu'une  seule  perpendiculaire  sur  la  droite ,  et  le  problème  peut 
se  résoudre  de  plusieurs  manières. 

V  La  droite  donnée  D  (fig.  75)  et  le  point  donné  m  déterminent  un  plan  (D,  m) 
(n°  27),  que  l'on  peut  prendre  pour  l'un  des  plans  de  projection,  ou  que  l'on 
peut  rabattre  sur  un  des  plans  de  projection  dont  LT  est  la  ligne  de  terre ,  en  em<- 
ployant  Tune  des  quatre  méthodes  (n""  76  )  ;  nous  choisirons  la  seconde  en  suppo- 
sant que  l'on  rabatte  le  plan  (D,  m)  sur  le  plan  horizontal  ;  pour  cela  il  faut  prendre 
d'abord  un  nouveau  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  (D,  m),  de  telle  sorte  que 
UT'  soit  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  de  ce  plan  (D,  m)  ;  il  n'est  pourtant  pas 
nécessaire  de  construire  cette  trace,  il  suffit  de  mener  par  le  point  m  une  horizontale 
K  du  plan  (D,  m),  telle  que  K"  passe  par  m' et  soit  parallèle  à  LT  ;  la  droite  K"  ren- 
contre D*'  en  un  pdat  b""  d'où  l'on  déduit  6^,  qui  doit  se  trouver  sur  D^  ;  puis  joignaiit 
^  avec  m*  on  aura  la  projection  K*,  à  laquelle  LT'  doit  être  perpendiculaire  ;  pour 
plus  de  simplicité  nous  choisirons  le  nouveau  plan  vertical  passant  par  le  point  m; 
comme  ce  point  m  et  la  droite  D  sont  sur  un  plan  perpendiculaire  au  nouveau  plan 
vertical  de  projection,  leurs  projections  verticales  m  et  D**'  se  trouvent  sur  une  même 
droite  qui  est  en  même  temps  la  trace  verticale  Y"  du  plan  P  ou  (D,  m),  louant  à 
H%  elle  doit  être  perpendiculaire  à  L'T',  et  peut  toujours  se  trouver  dans  les  limites 
du  dessin  en  plaçant  convenablement  la  nouvelle  ligne  de  terre.  Si  l'on  fait  ensuite 
tourner  le  plan  P  autour  de  H%  la  droite  D  et  le  point  m  se  rabattront  sur  le  plan 
horizontal  de  projection  en  D'  et  m'  ;  nous  abaisserons  de  m'  sur  D'  la  pèrpoAdi- 
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culaire  N',  coupant  D'  au  point  p'.  En  ramenant  ce  point  p'  sur  'a  position  primi- 
tive de  la  droite  D,  nous  en  obtiendrons  les  projections  p*  et  p"".  Joignant  les  pro- 
jections des  points  m  et  p  par  des  droites,  ce  seront  les  projections  de  la  perpendi- 
culaire demandée.  On  aurait  pu  prendre  V'  pour  nouvelle  ligne  de  terre,  et  employer 
la  première  méthode  (n"  76)  ;  on  pouvait  aussi  opérer  par  l'une  des  deux  dernières 
méthodes.  Remarquons  que  la  méthode  que  je  viens  de  suivre  est  plus  simple  quo 
celle  que  Ton  trouve  ordinairement  dans  les  traités  de  géométrie  descriptive,  car 
dans  ta  solution  que  Ton  donne  habituellement  on  est  obligé  de  mener  une  droite 
par  le  point  m,  qui  coupe  D  ou  qui  lui  soit  parallèle,  et  de  plus  on  doit  chercher  les 
deux  traces  du  plan  déterminé  par  ces  deux  droites  avant  d'effectuer  le  rabattement. 

2*  La  droite  cherchée  N  coupe  D  en  un  point  p  par  lequel  on  pourrait  mener 
une  seconde  droite  N'  perpendiculaire  à  D,  alors  le  plan  (N,  N')  sera  lui-même 
perpendiculaire  à  la  droite  D  et  la  coupera  en  le  point  p.  On  est  donc  conduit  à 
mener  par  le  point  m  un  plan  perpendiculaire  à  D  (  n**  83  ),  à  chercher  l'intersec- 
tion p  de  ce  plan  et  de  la  droite  D,  puis  joignant  ce  point  d'intersection  p  avec  le 
point  donné  m ,  on  aura  la  droite  demandée.  Mais  cette  méthode,  que  l'on  trouve 
souvent  exposée  seule  dans  les  traités,  exige  la  résolution  d'un  problème  apparte- 
nant à  une  série  de  questions  qui  seront  résolues  plus  loin,  tandis  que  le  problème 
qui  nous  occupe  trouve  naturellement  sa  place  au  point  où  nous  en  sommes  ar- 
rivés; la  première  solution  est  donc  celle  qui  lui  convient  réellement,  elle  a,  en 
outre ,  l'avantage  de  fournir  une  nouvelle  application  de  nos  principes  fondamen- 
taux ,  et  de  donner  ainsi  une  nouvelle  preuve  de  leur  généralité. 

86.  Problème  3.  Étant  donnée  la  projection  horizontale  (tune  droite  perpendicU" 
laire  à  une  droite  donnée  et  passant  par  un  point  donné  sur  cette  droite  ^  trouver  sa 
projection  verticale  {fig.  76). 

Dans  ce  problème,  le  point  donné  étant  sur  la  droite  donnée,  on  pourra  par  ce 
point  mener  une  infinité  de  perpendiculaires  à  la  droite ,  mais  parmi  toutes  ces 
perpendiculaires,  on  peut  se  proposer  de  construire  celle  qui  a  déjà  une  projection 
horizontale  donnée.  Soient  donc  D  la  droite  donnée  et  N^  la  projection  horizontale 
de  la  perpendiculaire  N  à  la  droite  D  et  menée  par  un  point  m  de  cette  droite  D  ;  la 
droite  N  est  dans  un  plan  P  mené  perpendiculairement  à  la  droite  D  au  point  m  ; 
ayant  donc  construit  les  traces  de  ce  plan  (n*  83),  nous  serons  conduits  à  cher- 
cher la  projection  verticale  d'une  droite  dont  on  connaît  la  projection  horizon- 
tale (n**  28  )  située  dans  un  plan  dont  un  connaît  les  traces. 

Intersection  des  droites  et  des  plans. 
87.  Une  surface  est  en  général  engendrée  par  une  ligne  qui  se  meut  dans  l'es- 
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pace  suivant  ane  loi  donnée.  Une  surface  a  généralement  deux  faces ,  une  face 
extérieure  et  une  face  intérieure  ;  on  les  considère  indistinctement  en  géométrie 
descriptive  ;  dans  les  arts  il  faut  les  distinguer  et  les  considérer  séparément  (*) . 

88.  Deux  surfaces  S  et  S'  se  coupent  suivant  une  ligne  qu'on  ne  peut  pas  tou- 
jours obtenir  immédiatement  par  la  seule  considération  de  la  génération  particu- 
lière à  ces  deux  surfaces  ;  on  est  dès  lors  obligé ,  dans  presque  tous  les  cas ,  de  la 
déterminer  par  points.  Pour  cela  on  prend  une  série  de  surfaces  auxiliaires;  cha- 
cune d'elles  coupe  la  surface  S  suivant  une  ligne  C ,  et  la  surface  S'  suivant  une 
ligne  G^;  ces  deux  lignes  situées  sur  la  même  surface  auxiliaire  1  se  couperont  en 
un  point  m  appartenant  à  l'intersection  cherchée  des  surfaces  S  et  S'.  Il  faut^  dans 
chaque  cas,  choisir  la  surface  auxiliaire  S ,  quant  à  sa  nature  et  à  sa  position  par 
rapport  aux  plans  de  projection  et  aux  deux  surfaces  données  S  et^S',  de  manière 
que  les  projections  de  ses  intersections  avec  les  surfaces  données  S  et  S'  s^ob* 
tiennent  plus  facilement  que  celles  de  l'intersection  de  ces  surfaces  S  et  S'  elles- 
mêmes  (**).  Lorsque  tes  surfaces  S  et  S'  sont  des  plans,  il  est  évident  que  les  sur- 
faces auxiliaires  S  doivent  aussi  être  des  plans. 

Ou  doit  choisir  ces  plans  auxiliaires  :  ^ 

l""  De  manière  que  leurs  traces  coupent,  dans  les  limites  du  dessin,  les  traces 
des  plans  donnés;  parce  que  l'on  connaît  immédiatement  les  projections  C*  et  C  de 
la  droite  C ,  intersection  de  deux  plans  S  et  2  dont  les  traces  horizontales  et  verti- 
cales se  coupent  dans  les  limites  du  dessin. 

S""  De  manière  que  les  intersections  du  plan  auxiliaire  avec  les  plans  donnés  se 
coupent  elles-mêmes  dans  les  limites  du  dessin. 

89.  Problèmb  6.  Trouver  rintersection  I  de  deux  plans  dont  les  traces  se  coupent 
dans  les  limites  du  dessin.  Il  est  évident  que  les  points  a  et  6  intersection  des  traces 
des  plans  donnés  {fg.  77  )  appartiennent  à  cette  intersection  I  et  en  sont  les  traces 
(n*  28).  Il  sera  donc  facile,  dans  ce  cas,  de  trouver  les  projections  de  la  droite  d'in- 
tersection I  des  deux  plans  donnés  (n^  1 4). 


(*)  Tout  relief  est  terminé  par  une  surface  S  dont  on  ne  voit  qu'une  des  faces,  la  face  externe, 
pour  obtenir  la  face  interne,  il  faut  mouler  le  relief,  alors  le  moule  ou  a^eux  est  terminé  par  la  face 
interne  de  la  surface  S. 

(**)  Autant  que  possible  il  faut  choisir  la  surface  auxiliaire  s  telje  que  Ton  puisse  immédiate- 
ment  tracer  les  projections  de  ses  intersections  respectives  G  et  G'  avec  les  surfaces  données  S  et  S'. 
n  faut  donc  que  ces  courbes  C  et  G'  soient  des  lignes  dont  on  connaisse  d'avance  les  projections  Gn, 
C*  —  C'",  G*  comme  courbes  géométriques  et  que  Ton  projette  dès  lors  sur  les  deux  plans  de  projec- 
tion ,  en  construisant  graphiquement  les  courbes  G",  G*  •  G'",  G'*,  au  moyen  de  certaines  propriétés 
géométriques  qui  leur  appartiennent  et  qui  sont  connues  d'avance  en  vertu  de  la  nature  géométrique 
des  surfaces  données  S  et  S' et  de  la  smface  auxiliaire  S;  on  considérera  donc  ces  courbes  comme  des 
courbes  planes,  sans  s'occuper  si  elles  sont  ou  non  les  projections  de  certaines  courbes  de  l'espace. 
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90.  PROBLàiBE  7.  Trouver  t intersection  I  de  deux  plans  V  etQj  dent  les  traces  ho' 
rixôntales  sont  parallèles.  Le  point  b  où  se  coupent  les  traces  verticales  des  plans 
P  et  Q  (/S^.  78)  est  évidemment  la  trace  verticale  de  cette  intersection  I,  V  passe 
donc  par  b^  et  doit  rencontrer  H'  et  H^  à  leur  point  d'intersection  a  qui  est  sitoé  à 
l'infini ,  puisque  ces  traces  H'  et  H^  sont  parallèles ,  donc  die  leur  est  parallèle  ; 
r  doit  passer  par  le  points  et  couper  LT  à  Tinfini ,  lieu  où  se  trouve  situé  le  point  a", 
donc  r  est  parallèle  à  LT.  D'ailleurs  T  étant  parallèle  à  H%  la  droite  est  une  horizontale 
du  plan  F  sur  lequel  elle  est  située,  donc  T  doit  être  parallèle  à  LT.  Enfin  on  voit 
à  priori  que  Tintersection  I  doit  être  horizontale,  sans  quoi  elle  percerait  le  plan 
horizontal  en  un  point  a  commun  à  H'  et  à  H^,  et  ces  traces  ne  seraient  plus  dès 
lors  parallèles  entre  elles.  De  même  Tintersection  de  deux  plans,  dont  les  traces 
verticales  sont  parallèles,  est  parallèle  an  plan  vertical. 

91 .  Problème  8.  Trouver  l'intersection  I  de  deux  plans  dont  les  traces  se  confondent 
en  une  seule  droite.  Les  deux  traces  a  et  6  (fig.  79  )  de  dette  intersection  étant  con- 
fondues en  un  seul  point ,  il  en  résulte  évidemment  que  Tintersection  I  est  située 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  LT  ;  ses  projections  sont  donc  toutes  deux  perpen- 
diculaires à  LT,  et  Ton  connaît  en  même  temps  deux  points,  qui  sont  les  points  a 
et  b.  Remarquons  que  cette  droite  I  fait  des  angles  égaux  avec  les  plans  de  projec- 
tion ,  car  elle  forme  avec  ses  deux  projections  un  triangle  isocèle. 

92.  Problème  9.  Trouver  F  intersection  I  de  deux  plans  P  et  Q,  dont  les  traces 
liorizontales  ne  se  coupent  quau  delà  des  limites  du  dessin.  Deux  plans  parallèles 
sont  coupés  par  un  troisième  plan  suivant  des  droites  parallèles ,  si  donc  on  con- 
struit un  plan  X  {fig.  80)  parallèle  au  plan  Q,  son  intersection  K  avec  le  plan  P 
sera  parallèle  à  Tintersection  I  des  deux  plans  P  et  Q;  or,  on  connaît  un  pointé 
de  cette  intersection  I ,  il.  faut  donc  mener  par  b^  une  parallèle  à  K^ ,  et  par  le 
point  b  une  parallèle  à  K*"  (n**  24) ,  et  l'on  aura  les  projections  P  et  F  de  Tintersec- 
tion  I  demandée. 

93.  Problème  10.  Trouver  rintersection  I  de  deux  plans  P  ef  Q,  dont  les  quatre 
traces  se  croisent  au  même  point  a  de  la  ligne  de  terre.  Le  plan  auxiliaire  X  (Jig.  81) 
doit  être  choisi  de  manière  que  les  intersections  de  W  et  V*  avec  H'  et  H"  et  avec 
y  et  Y^  se  fassent  à  peu  près  à  angle  droit  ou  tout  au  moins  sous  un  angle  égal 
à  45^  Ce  plan  X  coupe  les  plans  P  et  Q,  suivant  deux  droites  A  et  B  qui  se  ren- 
contrent en  un  point  m  appartenant  à  l'intersection  I  cherchée  ;  il  est  d'ailleurs 
évident  que  cette  intersection  I  passe  par  le  point  a ,  donc  elle  est  entièrement  dé- 
terminée par  ces  deux  points. 

94.  A  Toccasion  de  ce  problème ,  nous  dirons  que  sous  le  point  de  vue  géomé- 
trique, quelle  que  soit  la  position  du  plan  auxiliaire,  il  en  donnera  toujours  la  solution, 
mais  il  n'en  est  pas  de  même  sous  le  point  de  vue  graphique.  Les  lignes  de  la  figure 
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ne  sont  pas  des  lignes  mathématiqaes,  il  faat  donc  les  diriger  de  manière  que  leur 
intersection  ne  laisse  pas  d'incertitude  j  condition  d'autant  mieux  remplie  que  les 
droites  qui  se  coupent  font  entre  elles  un  angle  plus  près  de  Tangle  droit.  (Dans 
les  constructions  graphiques,  un  point  est  considéré  comme  étant  déterminé  d'une 
manière  suffisamment  rigoureuse  lorsque  les  deux  droites,  qui  en  se  coupant 
donnent  ce  point ,  font  entre  elles  un  angle  au  moins  égal  à  un  demi-droit.) 

95.  Problème  11.  Trouver  Ciniersection  l  de  deux  plans  V  etQ^  parallèles  à  ta 
ligne  de  terre.  Nous  prendrons  le  plan  auxiliaire  perpendiculaire  à  LT  (fig.  82),  ce 
sera  par  conséquent  un  nouveau  plan  vertical  de  projection  sur  lequel  nous  trou- 
vions les  traces  V'et  V",  et  comme  les  deux  plans  P  et  Q  sont  perpendiculaires  à  ce 
nouveau  plan  vertical ,  leur  intersection  lui  est  elle-même  perpendiculaii'e  ;  elle  se 
projette  donc  tout  entière  en  un  point  P' ,  et  sa  projection  horizontale  I*  sera  per- 
pendiculaire à  LT'  ou  parallèle  à  LT  ;  d'ailleurs  la  droite  I  est  parallèle  à  LT  et 
située  au-dessus  du  plan  horizontal  à  une  hauteur  égale  à  c*P'  ;  prenant  donc 
odt=àV%  nous  aurons  un  point  delà  seconde  projection  P ,  laquelle  doit  aussi  être 
parallèle  à  LT.  On  aurait  pu  de  même  considérer  le  plan  auxiliaire  comme  un  nou- 
veau plan  horizontal  de  projection,  et  chercher  alors  H"  et  H'**. 

96.  Problème.  12.  Trouver  l'intersection  I  de  deux  plans  Pe£  Q,  dont  aucunes 
traces  ne  se  coupent  dans  les  Umites  du  dessin*  Nous  allons  donner  de  ce  problème 
plusieurs  solutions. 

1**  On  peut  le  résoudre  comme  il  suit  :  menons  un  plan  Q'  {fig.  83)  parallèle  au 
plan  Q,  et  construisons  son  intersection  l'avec  le  planP;  concevons  les  traces  V'et 
V^  prolongées  jusqu'à  ce  qu'elles  se  coupent  en  6 ,  et  imaginons  la  verticale  66*,  les 
triangles  pbq  et  pb'q  ,  pbb^  et  p6'6'* ,  pba"  et  pb'a''  sont  semblables  et  donnent  p6'  : 
pb  llpq  :  pq  et  pb'  ipbil  pb'^  :  pb^  et  pb'  i  pb  II  pd''  :  pet" ,  et  éliminant pb  entre  ces 
proportions,  il  vient  pq^  :pq  *-  pb'''  '  p6*  et  pq'  :pq  ::  pa""  :  pa''*^  donc  on  trouvera, 
par  ces  quatrièmes  proportionnelles ,  un  point  6*  de  I*  et  un  point  (f  de  P  ;  d'aiJ- 
leurs  cette  intersection  I  est  parallèle  à  V ,  donc  elle  est  connue.  On  peut  aussi 
suppléer  à  la  construction  des  quatrièmes  proportionnelles  par  l'emploi  de  nou- 
veaux plans  auxiliaires ,  comme  dans  les  méthodes  suivantes. 

2**  Menons  un  plan  auxiliaire  quelconque  X  {fig.  84) ,  il  coupera  le  plan  P  sui- 
vant une  droite  A,  et  le  plan  Q  suivant  une  droite  B,  ces  deux  droites  A  et  B  étant 
dans  le  plan  X  se  coupent  en  un  point  m ,  qui  appartient  à  l'intersection  I  des 
deux  plans  P  et  Q  ;  à  l'aide  d'un  second  plan  auxiliaire  Y ,  coupant  le  plan  P  sui- 
vant une  droite  C ,  et  le  plan  Q  suivant  une  droite  D ,  on  trouvera  un  second  point 
n  de  cette  intersection  I ,  qui  par  là  sera  complètement  déterminée.  Mais  il  est 
facile  de  reconnaître  que  l'emploi  de  plans  auxiliaires  quelconques  ne  donnera 
pats  to^urs  des  points  de  l'intersection  I  des  plans  P  et  Q. 
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3*  Si  Ton  prend  un  plan  auxiliaire  X  (fig.  83)  parallèle  au  plan  horizontal,  il 
coupera  les  plans  P  et  Q  suivant  des  horizontales  A  et  B  de  ces  plans  ;  ces  deux 
horizontales  se  rencontreront  en  un  point  m  qui  appartient  à  l'intersection  I  cher- 
chée. Si  l'on  prend  ensuite  un  second  plan  auxiliaire  Y  parallèle  au  plan  vertical 
de  projection ,  il  coupera  les  plans  P  et  Q  suivant  des  verticales  D  et  E  de  ces  plans; 
ces  droites  se  rencontreront  aussi  en  un  point  n  de  Tintersection  I  demandée  ; 
joignant  les  points  m  et  n ,  on  aura  Tintersection  I  des  plans  P  et  Q. 

Remarquons  qu'en  prenant  les  plans  X  et  Y  le  plus  loin  possible  de  la  ligne  de 
terre ,  les  intersections  auxiliaires  se  couperont  en  des  points  qui  se  rapprocheront 
de  la  ligne  de  terre  ;  si  donc  il  arrivait  que  les  points  m  et  n  de  notre  figure  actuelle 
sortissent  encore  des  limites  du  dessin ,  il  faudrait  avoir  recours  à  un  autre  pro- 
cédé que  nous  expliquerons  prochainement  (n*"  97) . 

4"*  On  peut  encore  choisir  le  plan  auxiliaire  parallèle  à  la  ligne  de  terre ,  tel 
que  X  {fig.  86);  il  coupe  les  plans  Pet  Q,  suivant  deux  droites  A  et  A'  dont  les 
projections  horizontales  se  croisent  au  point  a^  appartenante  I*;  il  est  évident 
que  les  projections  verticales  ne  se  rencontreraient  qu'au  delà  des  limites  du 
dessin ,  c'est  pourquoi  je  ne  les  construis  pas  ;  un  autre  plan  X'  donnera  deux 
nouvelles  intersections  B  et  B'  fournissant  un  second  point  b^  de  T,  qui  est  ainsi 
déterminé.  En  choisissant  maintenant  deux  nouveaux  plans  Y  et  Y'  dont  les  traces 
horizontales  soient  très-éloignées  de  LT,  ils  couperont  respectivement  les  plans  P 
et  Q  suivant  des  droites  D  et  D\  et  E  et  E'  dont  les  projections  verticales  se  rencon- 
trent dans  les  limites  du  dessin,  et  fournissent  deux  points,  cf  et  e"  de  T,  qui  est 
ainsi  déterminée  ;  on  a  donc  trouvé  l'intersection  I  des  plans  P  et  Q. 

97.  Problème  13.  Trouver  f  intersection  de  deux  plans  dont  les  traces  font  y  avec 
la  ligne  de  terre j  des  angles  presque  droits  {fig.  87).  Soient  les  deux  plans  P  et  Q, 
il  est  facile  de  reconnaître  que  dans  ce  cas  les  plans  auxiliaires  précédents  ne 
conduiraient  plus  à  la  solution  du  problème ,  car  un  plan  parallèle  au  plan  vertical 
couperait  les  plans  P  et  Q ,  suivant  des  verticales  qui  ne  se  rencontreraient  pas 
dans  les  limites  du  dessin ,  ce  qui  tient  à  ce  que  les  plans  P  et  Q  ne  se  coupent  qu'à 
une  très-grande  distance.  Mais  la  partie  de  cette  intersection  qui  avoisine  sa  trace 
horizontale  se  projette  verticalement  aux  environs  de  la  ligne  de  terre;  si  donc  ou 
choisit  un  plan  auxiliaire  passant  par  LT  et  très-peu  incliné  sur  le  plan  horizontal , 
il  coupera  les  plans  P  et  Q  suivant  des  droites ,  dont  les  projections  verticales 
s'éloigneront  très-lentement  de  la  ligne  de  terre ,  et  par  conséquent  se  couperont 
dans  les  limites  du  dessin ,  ce  qui  fournira  un  point  de  la  projection  verticale  de 
l'intersection  demandée;  en  répétant  une  ^seconde  fois  cette  construction,  on  ob- 
tiendra un  second  point  de  l'intersection,  et  la  projection  verticale  sera  déter- 
minée. On  aura  de  même  la  projection  horizontale  en  conduisant  par  la  ligne  de 
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terre  deux  plans  faisant  un  très-petit  angle  avec  le  plan  vertical.  Exécutons  ces 
constructions. 

Considérons  d'abord  un  plan  X  déterminé  par  LT  et  par  un  point  x  situé  très- 
près  du  plan  horizontal ,  et  aussi  loin  du  plan  vertical  que  les  dimensions  du  dessin 
peuvent  le  permettre;  il  coupe  les  plans  P  et  Q  suivant  des  droites  passant  évidem- 
ment par  les  points  p  et  </,  en  lesquels  les  plans  P  et  Q  coupent  LT;  pour  avoir  un 
second  point  de  chacune  d'elles,  nous  prendrons  un  autre  plan  auxiliaire  R,  paral- 
lèle au  plan  vertical  et  passant  par  le  pointa;;  il  coupe  évidemment  le  plan  X,  suivant 
une  droite  A  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  les  plans  P  et  Q  suivant  des  verticales 
B  et  C  de  ces  plans.  A*'  et  B*'  se  croisant  en  un  point  a!'  qui  appartient  à  la  projec- 
tion verticale  D*'  de  l'intersection  D  des  deux  plans  P  et  X ,  car  le  point  a  se  trouve 
à  la  fois  sur  les  deux  droites  A  et  B  situées  respectivement  sur  ces  plans  P  et  X  ; 
par  une  raison  semblable  les  droites  A*'  et  C"  se  croisent  en  un  point  6%  qui  ap- 
partient à  la  projection  verticale  E'  de  l'intersection  E  des  deux  plans  Q  et  X.  Les 
droites  D  et  E  étant  dans  le  môme  plan  X ,  se  rencontrent  eu  un  point  m  dont  on 
connaît  la  projection  verticale  m%  et  qui  appartient  à  l'intersection  I  des  plans  P 
et  Q ,  puisque  les  droites  D  et  E  appartiennent   respectivement  à  chacun  de  ces 
deux  plans  P  et  Q.  Il  est  évident  que  cette  construction  ne  peut  donner  aucun 
point  de  I*,  c'est  pourquoi  je  n'ai  pas  écrit  sur  la  figure  les  projections  horizon- 
tales D*  et  E*  des  intersections  D  et  E  des  plans  P  et  Q  avec  le  plan  X.  Nous  au- 
rons un  second  point  de  P  à  l'aide  du  plan  X'  mené  par  LT  et  par  le  point  x,  que 
nous  choisissons  pour  plus  de  simplicité,  ayant  même  projection  horizontale 
que  le  point  x  précédent  ;  le  plan  R  le  coupe  suivant  la  droite  A',  et  l'on  obtient 
les  intersections  D'  et  E'  de  ce  plan  avec  les^plans  P  et  Q  ;  enfin  ces  droites  D'  et 
E'  déterminent  la  projection  verticale  m'*'  d'un  point  m  de  l'intersection  I ,  inter- 
section dont  la  projection  verticale  P  est  maintenant  tout  à  fait  déterminée.  Pour 
avoir  la  projection  horizontale!*  de  l'intersection  I  des  deux  plans  donnés  P  et  Q, 
nous  ferons  passer  un  plan  Y  par  LT  et  par  un  point  y  choisi  très-près  du  plan 
vertical ,  et  aussi  loin  du  plan  horizontal  que  les  dimensions  du  dessin  peuvent 
le  permettre;  il  coupe  les  plans  P  et  Q  suivant  des  droites  G  et  K,  que  Ton  ob- 
tiendra comme  précédemment  par  le  secours  d'un  plan  R'  parallèle  au  plan  hori- 
zontal ;  les  projections  horizontales  G*  et  K\  les  seules  que  je  construise  ici , 
parce  que  les  projections  verticales  ne  peuvent  évidemment  rien  fournir,   se 
croisent  en  un  point  «*,  qui  est  la^projection  horizontale  d'un  point  n  de  l'inter- 
section I;  on  trouvera  un  second  point  n*  de  P  par  l'emploi  d'un  plan  Y'  mené 
par  LT  et  par  un  point  y.  L'intersection  I  des  plans  P  et  Q  est  ainsi  entièrement 
déterminée. 

98.  On  pourrait  se  proposer  encore  beaucoup  d'autres  cas  que  l'on  résoudrait 

7 
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facilement  à  Taide  des  méthodes  employées  dans  les  exemples  précédents.  Ainsi 
on  peut  chercher  Tintersection  de  deux  plans ,  Tun  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
Tautre  dont  les  traces  se  confondent  en  une  seule  droite,  etc.,  etc.  {*). 

99.  PftOBCÈME  i  4.  Trotwer  finter$eciion  de  deux  plans  datmés  par  leur  trace  hori- 
zontale et  un  point  (fig.  88).  Soient  les  plans  P  et  Q  donnés  par  les  traces  H'  et  H"" 
et  chaonn  par  Tun  des  deux  points  p  eiq. 

1  •  On  pourrait  construire  les  traces  verticales  V  et  V^  en  menant  par  le  point  p 
une  horizontale  du  plan  P  qui  ferait  connaître  un  point  de  Y%  et  par  le  point  q  une 
horizontale  du  plan  Q,  qui  donnerait  un  point  de  V^  On  pourrait  mener  par  les 
points  p  et  9  des  verticales  des  plans  P  et  Q ,  alors  V  et  V^  seraient  respectivement 
parallèles  aux  projections  verticales  de  ces  droites.  Ënûn  on  pourrait  employer 
des  droites  quelconques ,  menées  des  points  peiq  et  respectivement  à  un  point  de 
H'  et  de  W.  On  rentrerait  ainsi  dans  les  cas  précédents. 

2°  Mais  on  peut  aussi  résoudre  directement  le  problème  sur  les  données  ac* 
tuelles.  Pour  cela  joignons  les  points  p  et  q  par  une  droite  D,  qui  rencontre  le  plan 
horizontal  en  d,  puis  menons  par  cette  droite  un  point  quelconque  X ,  et  Ton  peut 
choisir  pour  plan  auxiliaire  X  le  plan  projetant  borizcmtalement  la  droite  D ,  ce 
plan  X  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite  B  passant  par  le  point  p,  et  le  plan  Q 
suivant  une  droite  G  passant  par  le  point  q;  ces  droites  B  et  G  se  coupent  en  un 
point  m  appartenant  à  Tintersection  I  cherchée ,  le  point  d'intersection  a  des  traces 
W  et  H^  en  est  un  second  point ,  donc  cette  intersection  I  est  connue. 

3*  La  construction  précédente  est  la  plus  simple ,  elle  suflSt  pour  trouver  l'inter- 
seotion  demandée,  mais  noos  pouvons  choisir  un  plan  X  {fig.  89)  quelconque. 
1.0  plan  X  devant ,  dans  tous  les  cas ,  contenir  la  droite  D ,  sa  trace  horizontale  doit 


(*)  Lorsque  deux  plans  P  et  Q  sont  tels  qu'après  le  rabattement  du  plan  vertical  de  projection  sur 
le  plan  horizontal ,  les  traces  V  et  H'  se  confondent  en  une  seule  ligne  P» ,  et  que  de  même  les 
traces  V«  et  H«  se  confondent  en  une  seule  ligne  Qj  ;  alors  les  plans  P  et  Q  sont  tous  deux  perpen- 
diculaires au  plan  B  bisecteur  des  angles  dièdres  S .  P  et  J .  A. 

Les  deux  plans  P  et  Q  se  coupent  dans  ce  cas  suivant  une  droite  I  perpendiculaire  au  plan  B;  dès 
lors  I'^  et  P  se  confondent  en  une  seule  ligne  I|  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  LT,  et  la  droite  I 
de  Tespèce  fait  des  angles  égaux  entre  eux  et  à  un  demi-droit  avec  les  plans  de  projection. 

De  môme ,  si  les  deux  plans  donnés  P  et  Q  sont  tels  que  leurs  traces  V  et  H«  tïasent  des  angles 
égaux  a  avec  la  ligne  de  terre  LT  et  avec  la  môme  portion  de  cette  ligne,  et  que  les  traces  V^  et  H^ 
fassent  aussi  des  angles  égaux  6  avec  la  môme  portion  de  LT,  Tun  de  ces  angles  étant  en  dessus  et 
l'autre  en  dessous  de  LT,  alors  les  deux  plans  P  et  Q  font  perpendiculaires  au  plan  B'  bisecteur  des 

cingles  dièdres  A .  S  et  P  J. 

Dans  ce  cas,  la  droite  I  intersection  des  deux  plans  P  et  Q  est  une  perpendiculaire  au  plan  bisec- 
teur  B'  et  ses  projections  I*^  et  P  se  confondent  en  une  seule  ligne  I,  perpendiculaire  à  LT,  la  droite  ï 
fait  alors  des  angles  égaux  entre  eux  et  à  un  demi-droit  avec  les  plans  de  projaotioa. 
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conteDir  la  trace  horizontale  de  cette  droite;  c'est  d'aitleurftla  seule  coodition  à 
laquelle  cette  traee  doive  satisfaire;  nous  pourrons  donc  par  le  point  d  mener  une 
droite  quelconque ,  et  la  considérer  comme  la  trace  ff  d'un  plan  auxiliaire  X.  Par 
les  mêmes  opérations  que  dans  le  cas  précédent,  ce  plan  X  donnera  un  point  m  de 
Tinter  section  I.  Un  autre  plan  X'  donnera  un  second  point  m' de  cette  intœsedion  I, 
qui  sera  ainsi  déterminée. 

4*  Si  le  point  d  était  hors  des  limites  du  dessin ,  on  pourrait  mcore  trouver 
rintersection  I  par  les  constructions  de  la  fig.  88?  Si  le  point  a  était  hors  des  li- 
mites du  dessin,  on  pourrait  encore  employer  les  constructions  de  la  fig.  89.  Mais 
si  les  points  a  et  of  sortaient  Tun  et  l'autre  des  limites  du  dessin,  on  ne  pourrait 
plus  trouver  Tintersection  I  par  les  méthodes  précédentes.  Dans  ce  cas ,  concevons 
par  les  points  p  et  q  (fig.  90  )  deux  plans  X  et  X\  parallèles  au  plan  vertical ,  ils 
seront  coupés  par  le  plan  P  suivant  deux  droites  A  et  Â'  parallèles  entre  elles  ;  or 
Tune  d'elles^  Tintersection  des  plans  X  et  P,  doit  passer  par  les  points  a  et  p , 
Tautre  doit  passer  par  le  point  a' ,  donc  ces  droites  A  et  A'  sont  connues  ;  de  même 
les  plans  X  et  X'  sont  coupés  par  le  plan^Q  suivant  deux  droites  B  et  B',  parallèles 
entre  elles ,  dont  Tune ,  l'intersection  des  plans  X'  et  Q ,  doit  passer  par  les  points 
b'  et  q  ;  et  l'autre  par  le  point  b ,  donc  ces  intersections  B  et  B'  sont  connues  ;  mais 
les  droites  A  et  B ,  étant  situées  dans  le  même  plan  X,  se  coupent  en  un  point  m  qui 
appartient  à  l'intersection  I  cherchée ,  de  même  A'  et  B'  se  coupent  en  un  second 
point  m'  de  cette  intersection  I ,  qui  est  ainsi  déterminée.  Il  est  évident  que  les  con- 
structions resteraient  exactement  les  mêmes  si  l'on  conduisait  par  les  points  p  et  9 
defux  plans  verticaux  quelconques ,  mais  parallèles  entre  eux ,  car  il  n'est  pas  ab* 
solument  nécessaire  que  les  plans  auxiliaires  X  et  X'  soi^it  parallèles  au  plan  ver- 
tical de  projection ,  on  serait  môme  obligé  de  les  prendre  dans  une  autre  direction 
si  les  points  p  et  ç  étaient  à  la  même  distance  du  plan  vertical  de  projec- 
tion; mais  on  peut  aussi  ramener  ce  cas  à  l'un  des  précédents  par  un  changement 
de  plan  vertical  de  projection.  On  ne  pourrait  pas  employer  un  changement  de 
plan  horizontal  de  projection  ,  parce  qu'on  n'aurait  plus  alors  les  données  d'après 
lesquelles  on  désire  résoudre  le  problème. 

100.  Problème  15.  Trouver  F  intersection  de  deux  plans  donnés  par  leur  ligne  de 
plus  grande  pente  par  rapport  au  plan  horizontal  {fig.  91).  Soient  P  et  Q  les  lignes  de 
pins  grande  pente  des  deux  plans  P,  et  Q,. 

1*  Pi-enons  pour  plan  auxiliaire  un  plan  horizontal  X,  qui  coupera  les  droites  P 
et  Q  aux  points  p  et  q  (n"  56 ,  S*») ,  et  par  suite  les  plans  donnés  P,  et  Q,  suivant  des 
horizontales  A  et  B  passant  respectivement  par  ces  points  p  ciq;  mais  P^  est  per- 
pendiculaire à  H^'  (n°  37) ,  et  par  conséquent  à  A*  (n*  36)  ;  de  même  Q*  est  perpen- 
diculaire à  B*;  ces  horizontales  sont  donc  entièrement  connues,  et  comme  elles 
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sont  dans  le  même  plan  X,  elle  se  coupent  en  un  point  m  de  Tintersection  I  des 
deux  plans  P,  et  Q,.  Un  second  plan  horizontal  X'  fera  connaître  un  autre  point  m 
de  rintersection  demandée  I  ;  donc  enfin  cette  intersection  I  est  déterminée. 

2*  Si  les  droites  P'^  et  Q*  sont  parallèles  {fig.  92),  les  droites  A*  et  B'^  le  sont 
aussi  et  ne  donnent  plus  de  point  de  Tintersection  I  demandée;  mais  alors  cette 
droite  cherchée  I  est  horizontale  (n*  90) ,  et  Ton  en  trouve  un  point  comme  il  suit. 
Coupons  les  plans  donnés ,  P,  et  Q,,  par  deux  plans  horizontaux  X  et  X',  qui  don- 
nent les  horizontales  A  et  B,  A'  ^  B'  des  plans  P,  et  Q^  ;  prenons  deux  points  quel- 
conques a  et  A  sur  A  et  B,  et  lions-les  par  la  droite  C ,  puis  plaçons  sur  A'  et  B'  une 
droite  C  parallèle  à  C,  nous  pourrons  considérer  C  et  C  comme  des  horizontales 
d'un  troisième  plan  coupant  le  plan  P^  suivant  la  droite  D ,  et  le  plan  Q,  suivant  la 
droite  E;  les  deux  droites  D  et  E  se  coupent  elles-mêmes  en  un  point  x  apparte- 
nant à  l'intersection  I ,  nous  aurons  donc  I*  en  menant  par  ai"  une  perpendiculaire 
sur  P*  et  Q*.  Je  n'ai  pas  construit  les  projections  verticales  des  droites  D  et  E  et  du 
point  x;  pour  avoir  1%  je  remarque  que  cette  intersection  rencontre  nécessaire- 
ment les  droites  P  et  Q  en  des  points  dont  nous  avons  les  projections  y*  et  z*  ;  on 
en  conclut  facilement  if  et  z*,  qui  déterminent  P;  il  faut,  de  plus ,  que  cette  pro- 
jection P  soit  parallèle  à  LT. 

101.  Problème  16.  Trouver  P  intersection  de  deux  plans  donnés  par  leurs  traces 
horizontales  et  les  angles  qu  ils  font  avec  le  plan  horizontal  (Jig.  93).  Il  est  évident, 
par  un  théorème  connu  de  géométrie  élémentaire ,  que  si  un  plan  est  perpendicu- 
laire au  plan  vertical  de  projection,  l'angle  qu'il  fait  avec  le  plan  horizontal  est 
mesuré  par  l'angle  que  fait  sa  trace  vertical  avec  la  ligne  de  terre  ;  prenant  donc 
un  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  P ,  la  trace  V'  de  ce  plan  fera  avec  la 
ligne  de  terre  L'T'  l'angle  donné  «  ;  prenant  de  même  un  plan  vertical  perpendicu- 
laire au  plan  Q,  la  trace  V'^  de  ce  plan  fera,  avec  la  ligne  de  terre  L"T",  l'angle 
donné  |3.  Comme  les  deux  plans  P  et  Q  sont  ainsi  rapportés  au  même  plan  horizon- 
tal et  à  des  plans  verticaux  différents,  on  pourrait  changer,  par  rapport  à  chacun 
d'eux ,  de  plan  vertical ,  et  trouver  leur  trace  V  et  V*^  (n**  47)  sur  un  même  plan 
vertical  LT  ;  mais  cela  n'est  pas  nécessaire ,  car  si  l'on  conçoit  un  plan  horizon- 
tal X ,  ses  traces ,  sur  les  deux  plans  verticaux ,  seront  parallèles  à  L'T'  et  à  L"T"  et 
également  distantes  de  ces  deux  lignes  de  terre  ;  ce  plan  X  coupe  les  plans  P  et  Q 
suivant  les  deux  horizontales  A  et  B ,  et  ces  deux  droites  se  coupent  elles-mêmes 
en  un  point  m ,  dont  nous  avons  la  projection  horizontale  m*  par  l'intersection  de 
A*  et  de  B*;  donc  joignant  am'',  on  aura  la  projection  horizontale  I*  de  l'intersec- 
tion I  des  plans  P  et  Q.  On  en  a  en  même  temps  les  deux  projections  verticales  P' 
et  P"  ;  cette  intersection  I  est  donc  déterminée. 

1 02.  On  peut  encore  varier  les  données  des  plans  en  ne  les  supposant  pas  donnés 
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tous  les  deux  de  la  même  manière.  11  sera  facile ,  par  ce  qui  précède ,  de  voir 
quelle  modification  on  devra ,  dans  chaque  cas ,  faire  subir  aux  solutions  que 
nous  avons  successivement  exposées. 

103.  La  géométrie  plane,  et  la  géométrie  de  l'espace,  se  prêtent  des  secours 
mutuels ,  de  sorte  que  souvent  des  propriétés  connues  de  la  géométrie  plane  con- 
duisent à  la  découverte  de  quelques  propriétés  de  la  géométrie  de  l'espace  ;  souvent 
aussi  des  propriétés  connues  de  la  géométrie  dç  l'espace  conduisent  à  des  pro- 
priétés nouvelles  de  la  géométrie  plane;  en  géométrie  descriptive,  on  emploie  sou- 
vent ces  sortes  de  constructions ,  que  l'on  exprime  en  disant  :  //  faut  savoir  passer 
de  C espace  sur  le  plan,  et  remonter  du  plan  dans  l'espace.  Par  exemple,  dans  le  pro- 
blème 14  (n*  99,  S**),  chaque  plan  auxiliaire  X  {fig.  39),  donne  un  point  m  de 
l'intersection  I,  tous  les  points  m  ainsi  obtenus  seront  donc  sur  une  ligne  droite; 
de  sorte  que  si  l'on  considère  seulement  la  projection  horizontale ,  on  verra  que 
toutes  les  droites  telles  que  B*  et  C*  se  coupent  en  des  points  tels  que  m'' ,  qui  sont  ^ 
sur  une  même  droite  I*  passant  par  le  point  a,  d'où  l'on  déduit  ce  théorème  (*)  : 

Si  Con  a  trois  droites  D,P,Q  {fig.  94)  qui  se  coupent  deux  à  deux,  et  trois  points 
d,p,q  sur  Cune  cC elles  y  D;  si  par  l'un  de  ses  points  d,  on  mène  des  transversales 
T,T,T, coupant  les  droites  V  etQ;  que  Con  joigne  les  points  en  lesquels  P  est  cou- 
pée, avec  le  point  p  par  des  droites  B^B^B^ et  les  points  en  lesquels  Q  est  coupée 

par  les  mêmes  transversales  avec  le  point  q  par  des  droites  C.Cfi;, les  droites  B,  et 

C, ,  B^  et  Cj ,  B3  et  C3.....  se  coupent  en  des  points  m.m^mg qui  sont  avec  l'inter- 

section  a  des  droites  V  etQ  sur  une  même  droite  I. 

11  est  évident  qu'on  peut  prendre  les  droites  D,P,I  pour  les  données,  le  point  p 

pour  origine  des  transversales  B, B, B3 , coupant  P  et  I  aux  points  b^b^b^, 

et  m^m^m^ , et  Ton  en  conclura  que  les  points  d'intersection  des  droites  C^  et 

ï, ,  Cj  et  1\,  C3  et  T3 , sont  en  ligne  droite  avec  le  pointa.  On  pourrait  aussi 

donner  les  droites  D,Q,I,  le  point  9  pour  origine  des  transversales  C^C^Cg, qui 

coupent  les  droites  Q  et  I  aux  points  cfi^c^ , et  m.m^m^ , et  Ton  en  conclura 

que  les  points  d'intersection  des  droites  B,  et  T,,  B,  et  T, ,  B,  et  T3 sont  sur 

une  droite  P  passant  par  le  point  a. 


n  La  plupart  des  théorèmes  sur  les  transversales,  quand  il  s'agit  de  points  de  concours  et  non  de 
rapports  entre  les  longueurs  des  parties  interceptées,  peuvent  être  résolues  comme  nous  le  faisons 
ici  pour  quelques-uns,  soit  par  les  considérations  des  projections  de  certains  systèmes  situés  dans 
Tespace,  soit  par  la  solution  graphique  (ou  en  d'autres  termes  par  la  méthode  des  projections)  de 
certaines  questions  relatives  &  des  points,  droites,  plans  et  surfaces  réglées  formant  un  système  situé 
dans  l^pace. 
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104.  L'un  des  trois  points  d^p^q  peut  être  situé  à  Tinfîni ,  soit  : 

V  Le  point  d  situé  à  l'infini;  les  transversales  TJ^T^ sont,  dans  ce  cas,  pa- 
rallèles à  D; 

Soit  2°  le  point  p  situé  à  Tinfiai;  les  transversales  B,  B^B, sont  parallèles 

àD; 

Soit  3""  le  point  9  situé  à  TinÛAi;  les  transversales  G, €,€,.«.. .  sont  alors  paral- 
lèles à  D. 

Dans  les  trois  cas  on  en  conclut  ce  théorème ,  que  nous  appliquerons ,  pour  plus 
de  clarté ,  au  premier  cas  (fig.  9o)  :  Si  l'on  a  trois  droites  D,P,Qy  qvi  se  coupent  deux 
à  deuXf  et  deux  points  p  el  q  ^r  Cune  d'elles  D  ;  si  l'on  mène  une  série  de  parallèles  à 
cette  droite  et  coupant  les  deux  autres  droites  P  et  Q,.  que  Von  joigne  les  points  deV  au 
point  f  y  et  les  points  de  Q  avec  le  point  q ,  les  droites  B,  et  G, ,  B,  etC^.....  se  croisent 

en  des  points  m^m^m, , qui  sont,  avec  l'intersection  a  des  droites  VetQ,  sur  une 

même  droite  L  Ge  casse  déduit  desfig.  86  et  87,  en  ne  considérant  que  la  construc- 
tion exécutée  sur  le  plan  horizontal. 

105.  Si  Ton  prend  D,P,I  pour  les  droites  données,  le  point  p  pour  origine  des 

transversales  B^B^B, , on  en  conclura  que  les  points  d'intersection  des  droites 

G,  et  T, ,  G,  et  T^ ,  G3  et  T^  sont  sur  une  même  droite  avec  le  point  a.  Si  Ton  prend 
les  droites  D,Q,I  et  le  pointe/  pour  origine  des  transversales  G^G^G^ on  trou- 
vera que  les  droites  B,  et  T,,  B^  et  T^ ,  B,  et  T3 se  coupent  en  des  points  situg* 

sur  une  droite  passant  par  le  point  a.  On  pourra  donc  énoncer  le  théorème  suivant. 

Si  l'on  a  trois  droites  D,P,I  et  deux  points  ip  et  q  sur  l'une  (Telles  D  ;  que ,  par  Tun 

de  ces  points  p,  on  mène  tant  de  transversales  B, B^Bj que  l'on  voudra;  que  l'on 

joigne  les  points  d! intersection  de  ces  transversales  et  de  la  droite  I  avec  le  second  point 
q  de  D  par  les  droites  G,G,Gj ;  que  par  les  points  d'intersection  de  ces  mêmes  trans- 
versales et  de  la  droite  P,  oi^mène  des  parallèles  T,T^...  à  la  droite  D,  ces  parallèles 

T,Tj et  les  droites  GjG^ se  coupent  respectivement  en  des  points  situés  sur  une 

droite  passant  par  le  point  d^ intersection  a  des  droites  V  etl. 

106.  De  ces  propositions  on  peut  déduire  les  réciproques  suivantes: 

1"*  Si  l'on  a  quatre  droites  D,  P,  Q,  I  (^fig.  94),  dont  trois  concourent  au  même  point  a, 
et  coupent  cliacune  la  quatrième  ;  que  ton  joigne  tous  les  points  de  l'une  des  premières  I 
avec  deux  points  p  et  q ,  pris  sur  la  quatrième^  les  droites  menées  au  point  p  couperont  P; 
les  droites  menées  au  point  q  couperont  Q  ;  enfin ,  toutes  les  droites  menées  par  les 

points  b,  et  c^,  b,  et  c^y  b,  et  c^ ainsi  obtenus  vont  couper  la  droite  D  au  même 

point  d,  ou  lui  sont  parallèles  (&g«  95). 

Si  Ton  joignait  les  points  de  Q  avec  les  points  qr  et  d,  on  trouverait  de  même  que 
toutes  les  droites  B,  B^  B^ concourent  au  môme  point  p  delà  droite  D.  Si  Ton 
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joignait  les  poiats  de  la  draîleP  avec  les  pointe  p  et  d,  on  trouverait  que  toutes 
lee  droites  G,  C,  C^...*.  conoourent  au  même  point  q  de  la  droite  D. 

i!"  Si  Von  a  nvis  droiies  PfQyl  issues  d'ttn  même  point  a  et  un  point  d  hors  de  ces 
droites;  que  dafoini  d  on  mène  deux  transversales  quelconques  T,  ^t  T,  coupant  les 
droites  V  etQ  respectivement  aux  points  b^  et  b, ,  c^oL  c,;  si  Ton  prend  deux  points 
quelconques  m,  et  m^  sur  la  troisième  droite  T,  etqiCon  les  joigne  aux  points  (Tinter- 
section  précédents ^  les  droites  B,  et  B,  se  couperont  en  un  point  p,  et  les  droites  G,  et 
G,  en  un  point  q,  et  les  trois  points  d,  p,  q  sont  en  ligne  droite. 

Si  Ton  eût  donné  le  point  p,  et  mené  les  transversales  B,  et  B, ,  on  aurait  trouvé 
les  deux  points  d  et  </  en  ligne  droite  avec  le  point  p  ;  de  même ,  donnant  le  point 
q  et  menant  les  transversales  G,  et  G,,  on  trouvera  les  deux  points  d  et  p  en  ligne 
droite  avec  le  point  q. 

3""  Si  l'on  a  trois  droites  P,  Q,  I  (fig.  95)  concourant  au  même  point  a,  et  deux 
droites  parallèles  T,  et  T, ,  coupant  V  etQ  respectivement  en  b^  et  b, ,  c,  et  c,;  que 
l'on  joigne  ces  points  avec  deux  points  pris  arbitrairement  sur  I ,  les  droites  B,  et  B, 
se  couperont  en  un  point  p.  G,  et  C,  en  un  point  q,  et  les  deux  points  p  el  q  sont  sur 
une  droite  D  parallèle  àH.etT^. 

1 07.  Si  F  on  a  deux  droites  V  etQ  (fig.  96),  qu'on  les  coupe  par  une  série  de  trans- 
versales parallèles  T,  T^  T3 , que  par  les  points  b^  b^  h^ , c,  c,  c^ , où  ces 

transversales  rencontrent  P  etQ,  on  mène  deuxséries  de  droites  parallèles  B,  B^B^, 

G,  Gj  G, , les  droites  B^  et  G, ,  B,  e£  G, ,  B3  et  C^^ se  couperont  en  des  points 

ni,  m,  m, , qui  seront  en  ligne  droite  avec  le  point  a  ,  intersection  de  P  et  Q. 

En  effet,  si  l'on  considère  les  droites  P  et  Q  comme  les  traces  horizontales  de 

deux  plans  et  les  transversales  T^ comme  les  traces  horizontales  de  plans 

auxiliaires  parallèles ,  coupant  les  plans  donnés  suivant  les  droites  B,  et  G, ,......  les 

points  m^m^ intersection  des  droites  B,  et  G,,  B,  et  G, appartiendront, 

ainsi  que  le  point  a ,  à  la  projection  horizontale  de  Tintersection  I  des  deux 
plans  donnés;  tous  ces  points m^ seront  donc  situés  sur  une  même  droite. 

10s.  Ou  conclut  évideuLinent  de  là  ce  théorème  réciproque  :  Si  ton  a  trois 

droites  P^  Q,  I,  concourant  au  point  a,  que  par  tous  les  points  m,,  m,,  m,, de 

Cune  d'elles  l  oninène  deux  séries  de  droites  parallèles  B,,  B^,  B,,..,..  et  G.,  G,,  G,, 
les  pftemiêres  couperout  P  et  les  secondes  couperont  Q  en  des  points  tels  que  les  droites 
qui  joindront  b ^  et  c.,.,  b,  et  c^^  b,  et  c^ seront  toutes  parallèles  entre  elles. 

409.  PaosLÈSB  17.  ÉtOBt  données  deux  droites  V  etQ  concourant  en  un  point  situé 
hors  des  lindtBs  dm  dessmBt  un  peiiU  m ,  faire  passer  par  m  une  droite  çpd  concoure  au 
même  point  que  les  droites  P  et  Q.  On  sait  lîéftondre  ce  problème  par  les  deux  con- 
structions suivantes  : 
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1*  Menons  une  droite  quelconque  T  {fig.  97)  coupant  P  et  Q  aux  points  b  et  c, 
joignons  btn  et  cm,  ces  droites  coupent  respectivement  Q  et  P  aux  points  c,  et  b  ; 
unissons  ces  points  par  une  droite  T,  rencontrant  T  au  point  dj  par  ce  point  me- 
nons une  troisième  droite  T,  coupant  P  et  Q  aux  points  b^  et  c, ,  joignons  b^c^  et  6,c, , 
ces  droites  se  coupent  en  un  point  m  y  appartenant  à  la  droite  demandée.  En  effet, 
considérons  P,  Q,  T,  comme  les  traces  horizontales  de  trois  plans  passant  par  un 
même  point  de  l'espace  dont  m  serait  la  projection  horizontale;  B  et  C  seroitt 
les  projections  horizontales  des  intersections  du  plan  T  avec  les  plans  P  et  Q  ; 
considérant  alors  le  point  c^  comme  la  projection  horizontale  d'un  point  du  plan  P 
çt  b^  comme  celle  d'un  point  du  plan  Q,  enfin  T,  comme  la  trace  horizontale  d'un 
second  plan  auxiliaire,  il  coupera  les  plans  P  et  Q  suivant  des  droites  dont  B,  et 
C,  sont  les  projections  horizontales,  et  par  suite  m,  serait  la  projection  horizontale 
d'un  second  point  de  l'intersection  des  plans  P  et  Q. 

On  pourrait  par  le  point  d  mener  tant  d'autres  transversales  que  Ton  voudrait, 

et  continuant  la  même  construction  on  obtiendrait  une  série  de  points  m^m^jm^ 

qui  seraient  en  ligne  droite ,  d'où  l'on  peut  conclure  facilement  un  nouveau  théo- 
rème de  transversales  qu'il  est  inutile  d'énoncer  ici. 

2**  Du  point  m  (  fig.  98  )  abaissons  sur  les  droites  P  et  Q,  des  perpendiculaires 
qui  les  coupent  aux  points  6  et  c ,  joignons  bc ,  menons  b^c  parallèle  à  bc  et  par  les 
points  6'  et  d  les  parallèles  P'  et  Q'  à  P  et  Q ,  ces  droites  P'  et  Q'  se  coupent  en  un 
point  m  appartenant  à  la  droite  cherchée.  En  effet ,  considérant  P  et  Q  comme 
les  traces  horizontales  de  deux  plans,  m  comme  la  projection  horizontale  d'un 
point  de  leur  intersection ,  mb  et  me  comme  deux  lignes  de  terre ,  on  rentrera 
dans  la  construction  du  problème  XVI  (n**  101  )  ,  P'  et  Q'  seront  les  projec- 
tions de  deux  horizontales  des  plans  P  et  Q  situées  à  la  même  hauteur,  et  se 
coupant  en  un  point  vi  de  la  projection  horizontale  de  l'intersection  des  plans 
PetQ. 

110.  Problème  18.  Trouver  C  interjection  d'une  droite  D  et  d  un  plan  V.  V  Si  par 
la  droite  D  {fig.  99),  on  fait  passer  un  plan  auxiliaire  X,  qu'on  cherche  son  in- 
tersection I  avec  le  plan  P,  le  point  x  intersection  des  droites  I  et  D  sera  le  point 
demandé. 

Parmi  les  plans  que  l'on  peut  faire  passer  par  la  droite  D,  nous  en  distinguerons 
sept,  qu'il  sera  préférable  de  choisir  quand  la  disposition  delà  figure  le  permettra,  et 
parmi  lesquels  on  devra  choisir  suivant  la  disposition  de  la  figure  sur  chaque  plan  de 
piojection  par  rapport  à  la  ligne  de  terre  ou  mieux  suivant  les  relations  de  position 
qui  existeront  dans  l'espace  entre  les  données  de  la  question  à  résoudre  ;  ce  sont  : 

1  "^  Le  plan  projetant  horizontalement  D  ; 

2**  Le  plan  projetant  verticalement  D  ; 
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3*  Le  plan  dont  D  est  la  ligne  de  plus  grande  pente,  par  rapport  au  plan 
vertical  ; 

4*  Le  plan  dont  D  est  la  ligne  dé  plus  grande  pente ,  par  rapport  au  plan  hori- 
zontal ; 

6*  Le  plan  mené  par  D  parallèlement  à  la  ligne  de  terre  ; 
6'  Le  plan  dont  la  trace  horizontale  est  parallèle  à  H'  ;  ^ 

?•  Enfin  le  plan  dont  la  trace  verticale  est  parallèle  à  V  ; 
L^s  intersections  de  ces  plans  avec  le  plan  donné  P  couperont  toutes  la  droite  D 
au  même  point  a:,  qui  est  le  point  cherché.  Dans  chaque  cas  particulier,  on  choi-^ 
sira,  comme  nous  Tavons  dit  ci-dessus ,  celui  des  plans  qui  conviendra  le  mieux  ; 
il  serait  inutile  de  les  représenter  tous  sur  la  figure;  on  peut  facilement  s'y  exercer. 
2'  Par  le  choix  du  plan  auxiliaire,  lès  projections  I*  et  D*,  et  P  et  D*  peuvent  se 
couper  sous  des  angles  très-aigus,  alors  les  points  o^  et  «"  et  par  suite  le  point  x 
sont  mal  déterminés.  Mais  on  peut  toujours  choisir  à  iprxori  le  plan  auxiliaire  X 
de  manière  que  T  et  D*,  par  exemple,  se  coupent  sous  un  angle  droit  ou  presque 
droit.  Pour  cela  je  mène  dans  le  plan  P  une  droite  A  telle  que  A*  soit  à  peu  près 
perpendiculaire  sur  D*,  ce  qui  est  toujours  possible  puisque  je  peux  me  donner  A*, 
à  volonté ,  pour  conclure  A*'  ;  si  ensuite  par  un  point  m  de  D  je  mène  une  parallèle 
A'  à  A,  si  je  fais  passer  un  plan  X  par  les  droites  D  et  A',  si  je  cherche  l'intersection  1 
des  plans  P  et  X,  le  point  a:,  où  les  droites  I  et  D  se  coupent,  est  le  point  demandé. 
Remarquons  que  les  droites  I  et  A  doivent  être  parallèles ,  ce  qui  servira  à  vérifier 
l'exactitude  des  constructions. 

S""  On  peut  encore  résoudre  le  même  problème  par  un  changement  de  plan  de 
projection  ou  un  mouvement  de  rotation ,  ayant  pour  but  de  ramener  le  plan  P  à 
être  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection  (n**  55  et  67),  car  alors  son 
^intersection  avec  D  ee  projette  sur  ce  plan  à  l'intersection  de  la  trace  du  plan  et  de 
la  projection  de  la  droite  (n*  56,  2**).  Prenons  donc  un  nouveau  plan  vertical  de 
projection  perpendiculaire  au  plan  P  {Jig.  100) ,  la  ligne  de  terre  UT'  sera  perpen- 
diculaire à  H\  On  trouvera  les  droites  V"  etD'*'  se  coupant  en  o^\  d'où  l'on  con- 
clut a:*  puis  x"*  qui  sont  les  projections  du  point  cherché.  On  aurait  pu  prendre  un 
nouveau  plan  horizontal  L"T"  perpendiculaire  au  plan  P ,  alors  la  projection  a:*" 
sera  l'intersection  de  D*"  et  H'. 

Remarquons  que  si  l'on  prend  L'T'  plus  haut  sur  la  feuille  de  dessin ,  le  point  x"" 
se  trouve  plus  vers  le  haut  de  la  feuille  de  dessin ,  et  vice  versa  ;  en  prenant  donc 
L'T'  plus  bas ,  le  point  a:''  descend  en  même  temps ,  de  sorte  qu'en  choisissant  la 
nouvelle  ligne  de  terre  le  plus  bas  possible  sur  la  feuille  de  dessin ,  on  obtiendra 
des  points  d'intersection  très-éloignés  du  plan  horizontal ,  et  que  ne  fournirait 
aucune  autre  méthode. 
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Si  Ton  changeait  de  pian  horizontal  j  on  devrait  alors ,  par  une  raison  toute  sem- 
blable ,  choisir  la  nouvelle  ligne  de  terre  perpendiculaire  à  Y'  et  le  plus  haut  pos- 
sible. Enfin  on  pourrait  rendre  le  plan  P  perpendiculaire  au  plan  vertical  ou  au 
plan  horizontal  de  projection ,  en  le  faisant  tourner  autour  d'un  axe  perpendieu^ 
laire  au  plan  vertical ,  ou  perpendiculaire  au  plan  horizontal ,  la  droite  D  se  mou- 
vant dans  les  deux  cas  avec  le  plan  P, 

111.  Problème  1 9.  Trouver  Cintersectiœi  d'une  droite  avec  un  pian  donné  far  une 
droite  et  un  point.  1**  Soient  (fig.  101)  le  plan  (P,p)  donné  par  la  droite  P  et  le 
^  point  jp ,  et  la  droite  donnée  D  ;  il  faut  (n**  110,  1**)  par  la  droite  D  faire  passer  un 
plan  auxiliaire  et  chercher  son  intersection  avec  le  plan  (P^p);  or  on  peut  choisir  le 
plan  passant  par  la  droite  D  et  le  point  p ,  de  sorte  que  Ton  connaît  déjà  un  point  p 
de  rintersection  1  ;  pour  en  avoir  un  second  point ,  je  mène  par  le  point  p  des 
droites  P'  et  D^  respectivement  parallèles  aux  droites  P  et  D  ;  les  plans  sont  alors 
donnés  par  des  droites  parallèles ,  et  en  menant  un  second  plan  auxiliaire  X  ho* 
rizontal ,  il  coupera  les  quatre  droites  respectivement  aux  points  x  et  tt'  ,  3  et  3'  qui 
déterminent  les  intersections  A  et  B  de  ce  plan  X  avec  les  plans  (P^P')  et  (D,D') , 
et  enfin  les  droites  A  et  B  se  rencontrent  en  un  point  m  de  rintersection  t ,  qui  est 
ainsi  entièrement  connue.  Enfin  cette  dernière  droite  I  rencontre  D  en  un  point  x 
qui  est  le  point  demandé 

%""  On  pourrait  prendre  le  plan  X  parallèle  au  plan  vertical ,  ou  perpendiculaire 
à  Fvn  des  plans  deprqjection.  On  résoui,  très-simplement  ce  problème  en  prenant 
pour  plan  passant  par  D  son  plan  projetant  vertical ,  comaoïe  nous  le  montrerons 
4ans  le  problème  suivant  (n**  1 1 3,  â**)* 

3""  Si  Fune  des  droites  données,  P  par  exemple,  était  parallèle  au  plan  hori- 
zontal ,  P"  serait  parallèle  à  LT  et  par  conséquent  à  V ,  on,  ne  connattrait  plus  alors 
le  point  71  y  mais  dans  ce  cas  il  est  évident  que  le  plan  X  qui  est  horizontal  coupe  le 
plan  (P,p)  suivant  une  horizontale ,  ou  en  d'autres  termes,  suivant  une  parallèle  à 
la  droite  P ,  qui  sera  déterminée ,  car  on  pourra  encore  avoir  le  point  ic'  en  pre- 
nant P' ,  non  plus  parallèle  à  P ,  mais  passant  par  le  point  p  et  un  point  quelconque 
de  P. 

4°  Si  la  droite  P  était  la  trace  ff  du  plan,  on  prendrait  pour  P'  une  verticale, 
ou  une  horizontale  de  ce  plan ,  et  alors  on  choisira  le  plan  X  de  manière  à  ce  qu'il 
soit  parallèle  au  plan  vertical  de  projection. 

Enfin  si  la  droite  P  était  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan,  elle  suffirait 
pour  le  déterminer  (  n""  38  )  ;  dans  ce  cas  on  ne  pourrait  plus  donner  le  point  p ,  et 
l'on  choisirait  pour  plan  passant  par  la  droite  D  y  celui  dont  cette  droite  serait  la 
ligne  de  plus  grande  pente  par  rapport  au  même  plan  ;  on  renb:erait  ainsi  dans  un 
problème  déjà  résolu  (n**  100). 
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4 1 2.  On  poorrait  encore  chercher  Fintersection  d'une  droite  a^ec  an  plan  donné 
dans  d*antres  cas  particuliers,  par  exemple,  lorsque  les  deux  traces  se  confondent 
en  une  seule  droite,  et  tout  autre  que  Ton  pourrait  concevoir;  tous  ces  cas  se  ré- 
soudraient par  les  mêmes  principes. 

113.  Problèmb  SO.  Par  un  point  donné  mener  une  droite  qui  s  appuie  sur  deux 
droites  données  : 

1*  Par  le  point  donné  et  par  chacune  des  droites  données  on  peut  faire  passer 
OB  plan ,  l'intersection  de  ces  deux  plans  sera  évidemment  la  droite  demandée  ; 
on  rentrera  ainsi  dans  la  construction  du  problème  précédent  (  n^  1 1 1  ) ,  où . 
p  {fig.  411  )  représentera  le  point  donné,  P  et  D  les  deux  droites  données,  I  la 
droite  cherchée;  comme  vérification ,  les  projections  de  cette  droite  I  doivent  eou« 
par  celles  de  P  et  D  en  des  points  y"  et  t^,  x""  et  xf"  situés  respectivement  sur  une 
même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  (  n*  8  ). 

8*  Nous  pouvons  résoudre  ce  problème  en  faisant  passer  un  plan  par  le  point 
donné  m  (^fig.  402)  et  par  Tune  des  droites  A,  puis  cherchant  Tintersection  de  ce 
plan  avec  la  seconde  droite  B,  nous  obtiendrons  son  intersection  avec  le  plan 
(  A,ni),  en  menant  d^ix  droites  K  et  6  par  m  et  deux  points  quelconques  fr  et  a  de 
A ,  elles  seront  évidemment  dans  ce  plan  et  couperont  le  plan  vertical  mené  par 
B^  en  des  points  k&tg  de  Tintersection  R  de  ces  plans  ;  puis  la  droite  R  rencontre 
la  droite  B  au  point  x  qui  appartient  à  la  droite  D  demandée,  car  cette  droite,  ayant 
deux  points  x  etm  dans  le  plan  (A,  m),  y  est  contenue  tout  entière  et  par  consé- 
quent elle  rencontre  la  .droite  A  en  un  point  y. 

444.  Il  serait  facile  de  trouver  d'autres  solutions  de  plusieurs  des  problèmes 
précédents,  de  varier  les  données  de  quelques-uns  d'entre  eux  et  d'en  proposer 
de  nouveaux;  ce  qui  précède  suffit  pour  pouvoir  les  résoudre  tous.  Au  reste 
nous  aurons  l'ocGasîcHi  d'en  reneontrer  encore  quekpie&-uns  dans  la  suite  de  ce 

COUTS  (*). 
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n  Cependant  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  mentionner  d'une  manière  particulière  le  problème  dans 
lequel  le  plan  P  aurait  ses  traces  V  et  H'  confondues  en  une  seule  ligne  droite  P^*  et  dans  lequel  1» 
droite  D  aurait  ses  projections  D*  et  D^'  confondues  en  une  seule  ligne  droite  D^. 

Dans  ce  cas,  le  point  m,  intersection  du  plan  P  et  de  la  droite  D,  aurait  |ses  projections  m*  et  m" 
Confondues  en  un  seul  point  m^. 

Le  point  m  serait  situé  sur  le  plan  B,  bissecteur  des  angles  dièdres  S.P  et  h  A- 

Désignons  par  p  le  point  en  lequel  le  plan  P  coupe  la  ligne  de  terre  LT,  et  par  d  le  point  m  lequel 
la  droite  D  coupe  cette  môme  ligne  LT. 

Si  nous  coocevoQs  une  suite  de  droites  D,  D',  D",  etc.,  perçant  la  ligne  de  terre  au  mèsM  pcànt  d , 
et  dont  les  projections  se  trouvent  confondues  en  tes  droites  D^,  T)\,  l>'\,  etc.,  toutes  les  droites  D, 
D*,  D",  clc,,  seront  situées  dans  le  plan  bissecteur  B. 

Dès  lors,  les  points  m,  m',  m",  etc.,  en  lesquels  les  droites  D,D',  D",  etc..  percent  respectivement 
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114  (bis).  Remarque,  an  sujet  des  problèmes  relatifs  V  à  Tintersection  de  deux 
plans,  2""  à  l'intersection  d'une  droite  par  un  plan. 

Dans  cette  première  partie  du  cours  de  i  éométrie  descriptive,  nous  nous  sommes 
imposé  la  tâche  de  donner,  au  sujet  des  problèmes  relatifs  au  point,  à  la  droite  et 
au  plan,  toutes  les  méthodes  et  toutes  les  solutions  qui,  fondées  sur  ces  méthodes, 
se  reproduiront  dans  la  seconde  partie ,  qui  traite  des  courbes  et  des  surfaces. 

Ainsi  lorsqu'il  s'agit  de  l'intersection  de  deux  surfaces,  le  problème  le  plus 
simple  est  celui  par  lequel  on  se  propose  de  déterminer  l'intersection  de  deux 
plans  (le  plan  étant  la  surface  la  plus  simple  en  géométrie).  Mais  l""  un  plan  peut 
être  considéré  comme  engendré  par  une  droite  G  qui  se  meut  parallèlement  à  elle- 
même  on  s'appuyant  sur  une  droite  D  ;  le  plan  est  alors  considéré  comme  un  cylin-^ 
dre,  car  un  cylindre  est  une  surface  réglée,  engendrée  par  une  droite  G  qui  se 
meut  parallèlement  à  elle-même  en  s'appuyant  sur  une  courbe  D.  H"  Un  plan  peut 
être  considéré  comme  engendré  par  une  droite  G  passant  en  toutes  ses  positions 
par  un  point  fixe  s  et  s'appuyant  sur  une  droite  D;  le  plan  est  alors  considéré 
comme  une  surface  conique ,  car  un  cône  est  une  surface  réglée ,  engendrée  par 
une  droite  G  qui  se  meut  en  passant  constamment  par  le  sonmiet  s  (  de  la  surface 
conique)  et  en  s'appuyant  sur  une  courbe  D. 

En  géométrie  descriptive  un  plan  est  employé  comme  surface  ouadliairCf  en 
considérant  son  mode  de  génération,  tantôt  cylindriqucy  tantôt  conique.  Lorsque  l'on 


le  plan  P,  seront  sur  une  droite  K  intersection  des  plans  P  et  B  :  dès  lors  les  points  m^,  m\,  m'\,  etc., 
seront  sur  une  ligne  droite  J,  passant  par  le  point  p. 

Ce  qui  précède  nous  permet  d*énoncer  le  théorème  suivant,  relatif  aux  transversales.  Fig.  102  bis. 

Étant  données  deux  droites  J  et  P,  se  coupant  en  un  point  p,  si  d*un  point  ûdeJ  on  mène  une  suite 
de  droites  D»,  D'j,  D"i,  etc.,  coupant  respectivement  la  droite  P,  en  les  points  q,  q',  q",  etc.;  si  des 
points  q,  q',  q",  etc.,  on  mène  une  suite  de  perpendiculaires  à  la  droite  LT,  ou  une  suite  de  parailèles 
entre  elles  et  faisant  avec  la  droite  LT  un  angle  a ,  ces  droites  coupant  LT  attx  points  r,  r',  r",  etc.  Si 
du  point  d,  on  mène  une  droite  Y  perpendiculaire  à  LT,  ou  faisant  avec  LT  un  angle  «,  cette  droite 
étant  dès  lors  parallèle  aux  droites  qr,  qr,  qr",  etc.,  si  par  le  point  s  en  lequel  Y  coupe  P  on  mène 
des  droites  sr,sr',  sr",  etc.,  ces  droites  couperont  les  droites  Dj,  D'i,  D"^,  etc.,  respectivement  aux 
points  mj,  m'i,  m'\,  etc.,  lesquels  seront  en  ligne  droite  avec  le  point  p. 

Et  comme  toute  droite  dont  les  projections  sont  confondues,  est  située  dans  le  plan  bissecteur  B, 
on  pourra  mener  les  droites  D„  D'j,  D'i,  etc.,  par  des  points  différents,  d,  rf,  d\  etc.,  situés  sur  LT, 
et  non  par  le  même  point  d;  mais  alors  on  devra  mener  par  chacun  des  points  d,  (f,d",....  des 
droites  Y,  Y',  Y",  etc.,  qui  donneront  sur  la  droite  Pj,  des  points  s,  s',  j",  etc.,  et  alors  il  faudra  joindre 
les  points  s  et  r— i'  et  r'— 5"  et  r"— ,  etc.,  pour  obtenir  les  points  m,,  m\ ,  m'\ ,  etc.,  lesquels  seront 
avec  le  point  p  en  ligne  droite. 

On  trouverait  des  théorèmes  de  transversales  analogues,  si  Ton  considérait  un  plan  P  perpendicu- 
laire au  plan  B',  bissecteur  des  angles  dièdres  S .  P  et  P.  I ,  et  des  droites  D,  D',  D",  etc.,  situées  dans 
ce  plan  bissecteur  B'. 
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se  donue  un  plan  P  par  sa  trace  horizontale  H'  et  par  un  point  p  dont  on  se 
donne  les  projections  p"  et  p*,  il  est  évident  que  le  plan  P  est  donné  par  son  mode 
conique  de  génération  ;  cela  veut  dire  que,  lorsque  Ton  aura  un  problème  à  ré- 
soudre par  rapport  au  plan  P ,  il  faudra ,  dans  les  constructions  graphiques ,  tenir 
compte  do  la  manière  dont  le  plan  P  est  donné. 

Lors  donc  que  Ton  a  deux  plans  P  et  Q  donnés  l'un  par  sa  trace  H'  et  un  point  p, 
et  Tautre  par  sa  trace  H^  et  un  point  q,  et  que  l'on  demandera  la  solution  du  pro- 
blème :  construire  les  projections  I*  et  P  de  Cintersection  I  de  ces  deux  plans  P  ^£  Q , 
il  faudra  employer  un  mode  de  solution  tel  que  l'on  tienne  compte  du  mode  par-* 
ticulier  de  génération  des  deux  plans  donnés  P  et  Q,  et  ainsi  de  ce  qu'ils  sont 
donnés  l'un  et  l'autre  par  le  mode  conique. 

Dès  lors  on  voit  de  suite  que  la  solution  donnée  dans  ce  cas  peut  être  employée 
pour  le  problème  plus  général ,  savoir  :  déterminer  les  projections  I*  et  V  de  Cinter- 
section I  de  deux  canes  P  et  Q  donnés  le  premier  par  son  sommet  p  et  par  sa  trace 
horizontale  H'  (qui  ne  sera  autre  qu'une  courbe  C,  base  horizontale  du  cône),  et  le 
SBCOND  par  son  sommet  q  et  par  sa  trace  H**  sur  le  plan  horizontal  (trace  qui  ne  sera 
autre  qu^une  courbe  C,  base  horizontale  du  cône). 

Car  il  est  évident  que  tous  les  plans  auxiliaires  X qui  passeront  par  la  droite 

D  qui  unit  les  deux  sommets  pet  q,  couperont  respectivement  les  cônes  (p,  C)  et 
(<jf,  C),  suivant  des  génératrices  droites  qui  se  couperont  en  des  points  a; ap- 
partenant à  la  courbe  I,  intersection  des  deux  cônes  donnés. 

Ainsi  dans  l'épure  relative  à  l'intersection  de  deux  plans ,  remplaçons  les  droites 
H'  par  une  courbe  C  et  H**  par  une  courbe  C,  et  au  lieu  de  construire  l'intei-sec- 
tion  de  deux  plans  on  construira  l'intersection  de  deux  cônes. 

Si  au  contraire  l'on  se  donnait  1""  un  plan  P  par  sa  trace  H'  et  par  les  projections 
K**  et  K**  d'une  droite  K  située  dans  ce  plan  P,  et  2*  un  plan  Q  par  sa  trace  H*^  et 
par  les  projections  q^  et  qf"  d'un  point  q  situé  dans  ce  plan  Q  et  que  l'on  demandât  de 
déterminer  la  droite  I  intersection  de  ces  deux  plans  P  et  Q ,  c'est-à-dire  les  projec- 
tions r  et  I*  de  la  droite  I ,  on  serait  obligé ,  dans  les  constructions  graphiques  à 
employer  pour  la  solution  du  problème  ainsi  posé ,  de  tenir  compte  de  ce  que 
le  plan  P  est  donné  par  son  mode  de  génération  cylindrique  et  de  ce  que  le  plan  Q 
est  donné  par  son  mode  de  génération  conique  ;  dès  lors ,  il  faudrait  mener  par  le 
point  q  une  droite  B  parallèle  à  K,  laquelle  percerait  le  plan  horizontal  en  un  point 

b ,  et  par  ce  point  on  mènerait  une  série  de  droites  H* coupant  respectivement 

les  droites  H'  et  H".  Les  droites  H* seraient  les  traces  d'une  série  de  plans  auxi- 
liaires X qui  évidenunent  couperaient  le  plan  P  suivant  des  parallèles  à  K  et  le 

plan  Q  suivant  des  droites  passant  toutes  par  le  point  q. 

Si  donc  on  remplace  la  droite  H'  par  une  courbe  G  et  H^  par  une  courbe  G  ^  l'on 
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aura  au  lieu  du  plan  P,  un  cylindre  2  ayant  une  courbe  C  pour  base  hojàzotttale ,  ses 
génératrices  étant  parallèles  à  la  droite  K^  et  ron  aura  au  Jieu  du  plan  Q»  un  mm  l' 
ayant  une  courbe  C  pour  base  horizontale  et  le  point  q  pour  sommet,  et  le  mode  ée 
solution  employé  pourdéterminerla  droite  lintersectioB  des  deux  plans  P  etQ^devn 
être  identiquement  employé  pour  déterminer  la  courbe  I  intersection  des  deux  suiûices 
(cylindrique  et  conique)  1  et  2'.  Si ,  enfin  ^  Ton  donnait  les  plans  P  et  Q  par  leurs 
traces  horizontales  H'  et  H®  et  deux  droites  E  et  6 ,  r^ine  K  située  dans  le  plan  P  et 
Tautre  G  située  dans  le  plan  Q  ;  les  deux  plans  P  et  Q  seraieat  alors  donnés  chnciui 
par  son  mode  de  génération  cylindrique.  D  faudrait  donc  par  un  point  m  de  Tespnce 
mener  deux  droites  K'  parallèles  à  K  et  G'  parallèle  à  G;  tout  plan  X  paraUèfe  an 
plan  (K',  G')  couperait  respectivement  les  plans  P  et  Q  suivant  des  parallèles  à  K  et 
à  G;  les  traces  des  plans  X....  seront  parallèles  aux  traces  du  plan  (E',G').  IlBaflît 
donc  de  déterminer  la  trace  horizontale  de  ce  dernier  plan  <^  de  mener  aoe  snsle 

de  droites  H"" parallèles  entre  elles  et  à  cette  trace ,  et  coupant  i^spectivemml;  les 

droites  H' et  H*^  pour  achever  la  construction  graphique. 

Si  donc  on  remplace  H'  et  H"^  par  des  courbes  planes  G  et  C',  Ton  aura  an  lien 
des  deux  plans  Pet  Q  deux  cylindres  1  eil\  Tun  Payant  G'  pour  base  horizontale 
et  ayant  ses  génératrices  droites  parallèles  à  E ,  Tautre  l' ayant  C^  pour  base  hori- 
zontale et  ayant  ses  génératrices  droites  parallèles  à  G  et  la  courbe  I  intersection  de 
ces  deux  surfaces  cylindriques  S  et  2'  s'obtiendra  par  la  méthode  graphique  em- 
ployée pour  déterminer  la  droite  I  intersection  de  deux  plans  P  et  Q  donnés  l'un  et 
l'autre  par  le  mode  de  génération  cylindrique. 

Ce  qui -précède  nous  montre  bien  comment  l'on  procède  du  connu  à  l'inconnu , 
comment  l'on  doit  procéder  pour  passer  de  la  solution  d'un  problème  relatif  à  des 
surfaces  simples ,  à  la  solution  du  même  problème ,  proposé  pour  des  surfaces  {dus 
générales  du  même  mode  de  génération. 

Au  sujet  de  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan.,  nous  avons  des  considéra* 
tions  d'un  autre  genre  à  présenter.  Lorsque  l'on  se  propose  la  solution  d'un  pro* 
blême  par  la  méthode  des  projections ,  il  faut  autant  que  possible  dioésir  entiie 
toutes  les  constructions  graphiques  celle  qui  emploie  le  moins  de  lignes;  lors  donc 
que  l'on  a  à  chercher  le  point  de  rencontre  d'un  plan  ^  d'une  seide  droite ,  il  est 
évident  que  l'emploi  d'un  plan  auxiliaire  passant  par  la  droite  sera  préférable  à 
remploi  de  la  méthode  du  changement  de  l'un  des  plans  de  projection. 

Mais  si  l'on  a  une  série  de  droites  B parallèles  entre  elles ,  ou  diverysant 

d'un  point  s  et  que  l'on  demande  de  couper  toutes  ces  droites  par  un  plan  P  donné 
par  ses  traces ,  il  est  bien  évident  qu'il  vaudra  mieux  changer  de  plan  vertical  de 
projection  et  prendre  le  nouveau  plan  perpendiculaire  an  plan  P. 

D'ailleurs ,  si  les  droites  D.>...  sont  les  arêtes  d'un  prisme  ou  les  arêtes  d'nne 


—  63  — 

pyramide,  on  a  très^oQvent  et  presque  toujours  besoin  dans  lés  applications  de. 
connattre  en  Térftable  grandeur  la  section  faîte  au  travers  du  prisme  ou  de  la  pyra- 
mide par  le  plan  P;  et  pour  avoir  cette  section  en  véritable  grandeur,  il  faut  pouvoir 
considérer  le  plan  P  comme  un  nouveau  plan  de  projection ,  ou  le  faire  tourner 
avtour  dé  sa  trace  W  comme  axe  de  rotation  pour  le  rabattre  sur  le  plan  horizon- 
tal de  projection.  Or  Tune  ou  Tautre  de  ces  solutions  exige  au  préalable  que  Ton 
effectue  le  changement  du  plan  vertical  de  projection ,  il  est  donc  évident  qu'il 
vaut  beftttcoup  mieux  effectuer  tout  d*abord  ce  changement,  pour  déterminer  la 
projection  horizontale  et  k.  projection  verticale  de  la  section  sur  le&  plan&  primitife , 
et  ensuite  en  conclure  la  véritable  grandeur  de  cette  aectiDn. 

Tous  les  problèmes  sasimpliCb^t  en  leur  solution,  par  l'emploi  de.  Tune  ou  Tautre 
des  deux  méthodes^  savoir:  4°  changenumt  des  plauM-  de  pmij^tkm;  ^  rotadondu  s^ 
tème  amour  (fun  axe  ;  mais  suivant  la  nature  du.  problème  proposé ,  suivant  les  re- 
lations de  position  qjui  existent  entre  le&  diverses  parties  du  système  {H'oposé  daiœ 
Tespace  et  fixé  de  position  par  rapport  aux  deux  plans  primitifs  de  projection ,  en 
vertu  des  positions  respectives  qulaffectmt  par  rapport  à  la  ligne  de  terre  LT  les 
projections  ds  ce  système  ^  on  doit  préférer  Fune  des  méthodes  à  l'autre,  et  c'est 
ce  choix ,  judicieusement  fait,  qui  montre  si  le  géomètre  comprend  bien  Part 
et  la  sdence  des  projections,  s!il  sait.,^  euiun.mot  ^  lire  dan»  l'eapaceu 

Angtesides  droitei  eides  pUtm. 

Hô.  PaoBLtvB  2M.  Trouver  Fangle  de  deux  droites.  L'angle  de  deux  droites  est 
la  quantité  dont  les  directions  de  ces  droites  s'écartent  Tune  de  l'autre  ;  il  en  résulte 
que  : 

4*  Beux  droites  peuvent  faire  un  angle  sans  se  couper  ; 

ST  Deux  droites  parallèles  font  entre  elles  un  angle  nul  ; 

3*  L'angle  de  deux  droites  qui  ne  se  coupent  pas ,  sans  être  parallèles,  est  égal 
à  l'angle  de  deux  parallèles  à  ces  droites  et  menées  par  un  même  point. 

ûft  nJaura  donc  jamais  à  chercher  que  Fangle  de  deux  droites  qui  se  coupent  ; 
car ,.  s'il  en  était  autrement ,  par  un  point  pris  à  volonté ,  on  mènerait  des  parallèles 
aux  deux  droites  damées  (n"  24) ,  et  Ton  chercherait  l'angle  que  font  entre  elles  ces 
parallèlesu  Soient  dooc  lesdeux  droites  A  et  B  (fig.  1 02)  qui  se  coupent  au  point  m  ; 
oesdeux  droites  déterminent  un  plan  Q  dont  la  trace  horizontale  est  H*;  rabattons 
ce  phm  Q  SOT  le  jiam  hfflrizcntal  (n*  76  ) ,  en  choisissant ,  pour  plus  de  simplicité ,  le 
nouveau  plan  vertical.de  projection  passent  «par  le  point  m,  les  droites  A  et  B  se  ra- 
battront en  A'  et  B'  et  Tangle  am^b  sera  l'angle  demandé. 


É 
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On  poarrait  encore  chercher  les  côtés  A'  et  B'  de  cet  angle ,  en  rabattant  les 
plans  projetant  horizontalement  A  et  B  ;  puis  construire  le  triangle  amb  dont  on 
connaîtrait  les  trois  côtés ,  et  il  faudrait  que  les  points  m  et  m*  se  trouvassent  sur 
une  perpendiculaire  à  H^.  On  pourrait  aussi  rendre  le  plan  Q  horizontal  ou  vertical 
par  Tune  des  quatre  méthodes  connues  (n**  76).  Les  figures  de  ces  constructions 
sont  faciles  à  exécuter ,  à  Taide  de  ce  qui  précède. 

Remarquons  que  la  droite  o'm=:oiii  est  Thypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont 
om^  est  un  côté  de  Tangle  droit;  de  sorte  que  Ton  a  om>oni'  et,  par  conséquent , 

Tangle  amb  des  deux  droites  est  plus  petit  que  l'angle  arrl'b  de  leurs  projections. 

Cependant  y  lorsque  deux  droites  AetB  font  entre  elles  un  angle  droit  et  que 
Tune  d'elles  B  est  horizontale ,  Tangle  que  font  entre  elles  les  projections  A^  et  B* 
est  droit,  et  dès  lors  égal  à  Tan^e  de  l'espace;  de  même,  si  Tune  d'elles  B  est 
parallèle  au  plan  vertical ,  l'angle  que  font  entre  elles  A*  et  B''  est  droit,  et  dès  lors 
égal  à  l'angle  de  l'espace.  Dès  lors ,  si ,  sur  un  plan  oblique  par  rapport  aux  deux 
plans  de  projections,  on  mène  par  un  point  m  de  ce  plan  une  horizontale  H  et  une 
verticale  Y,  puis  deux  lignes  de  plus  grande  pente,  l'une  K,  par  rapport  au  plan 
horizontal,  et  l'autre  G  par  rapport  au  plan  vertical,  les  angles  (H*,K*)  et  (V^G") 
seront  droits. 

H  6.  Problème  22.  Trouver  la  bissectrice  de  F  angle  de  deux  droites.  On  peut  ré- 
soudre ce  problème ,  en  cherchant  d^abord  l'angle  de  ces  droites  (n""  1 5) ,  puis 
divisant  en  deux  parties  égales  l'angle  rabattu  formé  par  les  droites  A'  et  V 
(Jig.  103),  la  bissectrice  rencontrera  la  trace  H*^  en  un  point  qui  sera  évidemment 
la  trace  horizontale  de  la  bissectrice  demandée  ;  et  comme  elle  doit  passer  d'ail* 
leurs  par  le  point  m,  elle  est  entièrement  déterminée.  Mais  on  peut  aussi  trouver 
cette  bissectrice,  sans  chercher  préalablement  Tangle  des  deux  droites  données; 
pour  cela ,  remarquons  que  si  l'on  prend  deux  longueurs  égales  sur  les  droites  A 
et  B  (fig.  104),  à  partir  du  point  m,  en  lequel  elles  se  coupent,  on  formera  un 
triangle  isocèle,  et  la  droite ,  joignant  le  point  m  au  milieu  de  la  base  de  ce  triangle, 
sera  la  bissectrice  demandée. 

Pour  résoudre  le  problème  présenté  sous  celte  forme,  nous  ferons  tourner  sépa- 
rément les  droites  données  A  et  B  autour  d'un  axe  vertical  passant  par  leur  point 
d'intersection  m,  jusqu'à  ce  qu'elles  soient  arrivées  dans  les  positions  A'  et  B',  où 
elles  sont  parallèles  au  plan  vertical  de  projection  (n°  61);  décrivant  ensuite,  du 
centre  m"  et  avec  un  rayon  quelconque,  un  arc  de  cercle  coupant  A'*"  et  B'**  en  e''  et 
d'*' ,  ramenant  les  points  e'  et  d'  en  e  etd  sur  A  et  B  par  des  mouvements  inverses 
autour  du  môme  axe ,  la  droite  E ,  menée  du  point  e  au  point  d ,  sera  évidemment 
la  base  du  triangle  isocèle,  son  milieu  n  se  projettera  aux  milieux  n^  et  n""  des  pro- 
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jections  E^  et  E''  ;  enfin  la  droite  D ,  qui  unit  les  points  m  et  n ,  est  la  bissectrice 
demandée. 

II  est  essentiel  de  ne  pas  perdre  de  vue  que  les  mouvements  des  droites  don- 
nées A  et  B  sont  indépendants  Tun  de  l'autre ,  sans  quoi  elles  ne  deviendraient 
pas  toutes  deux  parallèles  au  plan  vertical ,  position  k  laquelle  on  ne  les  amène 
que  pour  pouvoir  prendre  sur  chacune  d'elles  des  longueurs  égales  me  et  md. 

Si  les  points  a'  et  b'  sortaient  l'un  ou  l'autre,  ou  tous  les  deux,  des  limites  du  des* 
sin  j  on  prendrait  un  plan  horizontal  auxiliaire  coupant  les  droites  Â  et  B  en  des 
points  petq  tels  que  p  et  q'  se  trouvassent  dans  les  limites  du  dessin  ;  ils  serviraient 
d'ailleurs  à  trouver  À'  et  B',  et  le  reste  de  la  construction  s'achèverait  comme  ci- 
dessus  (*). 

Remarquons  enfin  que  ces  constructions  donnent  lieu  à  plusieurs  vérifications 
qu'il  est  inutile  de  signaler,  car  elles  sont  évidentes  si  on  a  lu  avec  attention  tout 
ce  qui  précède. 

HT.  Problème  23.  Trouver  les  angles  que  fait  une  droite  avec  les  plans  de  pro- 
jection {fig.  405).  L'angle  d'une  droite  et  d'un  plan  est  l'angle  que  fait  cette 
droite  avec  sa  projection  sur  le  plan ,  donc  les  angles  demandés  seront  ceux  que  la 
droite  donnée  D  fait  avec  D*  et  D*;  il  faut  donc  amener  les  plans  projetant  la  droite  D 
à  se  confondre  avec  l'un  des  plans  de  projection ,  ou  à  lui  être  parallèles.  Pour  cela 
ou  peut  prendre  directement  ces  plans -projetants  pour  nouveaux  plans  de  projec- 
tion, et  l'on  trouve  ainsi  l'angle  bal/'=:a  que  fait  la  droite  D  avec  le  plan  horizontal 

et  l'angle  abc^^=^Ç^ ,  qu'elle  fait  avec  le  plan  vertical.  On  peut  aussi  faire  tourner  les 
plans  projetant  la  droite  D  respectivement  autour  de  leurs  traces  6,  b^  ou  a,  a*"  pour 
les  rabattre  sur  le  plan  horizontal  ou  sur  le  plan  vertical  de  projection ,  et  l'on 


n  Dans  un  trapèze,  les  milieux  des  côtés  parallèles,  le  point  de  coDcours  des  diagonales  et  le  milieu 
des  côtés  non  parallèles  sont  en  ligne  droite.  La  proposition  est  évidente  dans  un  trapèze  isocèle  ab'c'd 
(  /S^.  105  bi$)\  car  (désignant  par  o'  le  point  en  lequel  se  croisent  les  deux  diagonales  et  par  s  le  point 
en  lequel  se  coupent  les  droites  qui ,  passant  par  les  milieux  des  côtés  opposés»  sont  rectangulaires 
entre  elles)  les  triangles  dsb'  et  asd  sont  égaux  ;  par  suite  les  triangles  aso'  et  o'sh'  sont  aussi  égaux  :  donc 

sd  divise  Fangle  b'sa  en  deux  parties  égales,  et,  par  conséquent,  so*  passe  par  les  milieux  de  ab'  et  de 
ikf.  Mais  un  trapèze  quelconque  abcd  peut  être  considéré  comme  la  projection  orthogonale  ou  oblique 
d*un  trapèze  isocèle,  rabattu  en  ab'c'd;  les  diagonales  ac  et  bd  seront  les  projections  des  diagonales  ac 
et  6'd,  la  droite  so  sera  la  projection  de  s&  et  les  point  e  eig  seront  les  projections  des  points  é  et  g\ 
mais  ces  derniers  sont  les  milieux  des  côtés  ab'  et  de',  et,  dans  tout  système  de  projection  cylindrique, 
la  projection  du  point  milieu  d*une  droite  est  le  point  milieu  de  la  projection  de  cette  droite:  donc  les 
points  eeXg  sont  les  milieux  des  droites  ab  et  cd. 

On  déduit  de  là  un  moyen  de  diviser  une  droite,  un  angle  ou  un  arc  de  cercle  en  deux  parties  égales, 
et  aussi  d*élever  une  perpendiculaire  sur  le  milieu  d'une  droite. 
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trouvera  de  même  les  angles  bab'' = a  et  afa" = p.  Si  les  traces  de  la  droite  D  ne  sont 
pas  dans  les  limites  da  dessin^  on  prendra  deux  jpoints  quelconques  m  et  n  {fig. 
1 06)  9  et  Ton  trouvera  par  des  i:^hangements  de  plans  de  prqjection  les  angles 

wmk:=ia  et  iwt=g.  Onibim^tparles  points  m  etia, «on  abaisfiera. des  perpendiculaires 
respectivemettt  sur  le  pton  thoriaoakal  et  sur  le  tplan  vânticaL,  'autour  desquelles  on 
fera  tourner  les  plans  (D,  I/)  <et  (D,  D'')  jusqu!à  oe  qu'ils  soient  parallèles  au  plan 

vertical  ou  au  plan  horizontal ,  et  Ton  aura  de  nouveau  les  angles  mV''&''=a/6t 

n  m   i  =p* 

i  18.  Lorsqu'une  droite  Tait  des  angles  égaux  avec  les  deux  plans  de  projection, 
ses  projections  font  des  angles  égaux  avec  la  ligne  de  terre  LT,  et  ses  traces  sont 
également  éloignées  de  LT.  En  effet  (/jr.  105) ,  1*  les  triangles  afré*  et  bad"  sont 
égaux  comme  ayant  rhypoténuse  égale  et  un  angle  aigu  égal;  donc  a6*=cr6"'et 
bb''=bb^=aa''=:aa''y  donc  les  triangles  aa'^b^  et  6frV  sont  égaux,  et  par  conséquent 

on  a  :  ab^a'' zziba'b^^ 

Si  la  droite  D  rencoflolrait  la  ligne  de  terre ,  la  même  démonstration  subsisterait , 
et  si  les  proyeclious  devaient  se  trouver  du  même  côté  deLT,  elles  se  confondraient 
(nM7,8'»). 

2*  Ce  cas  .particulier  est  évident ,  car  un  point  quelconque  de  la  droite  D  est  alors 
à  égale  distance  des  deux  plans  de  projection,  d'où  l'on  déduit  l'égalité  des  trian- 
gles analogues  aux  précédents.  Or,  on  peut  toujours  se  ramener  à  ce  cas;  en  effet, 
prenons ,  par  exemple,  un  nouveau  plan  vertical  parallèle  à  l'ancien  et  passant  par 
la  trace  horizontale  tx  de  la  droite  D ,  laquelle  Tencoirtrera  alors  la  ligne  de  terre  €(; 
fera  toujours  des  angles  égaux  avec  les  deux  plans  de  projection  ,'diwic©*  et  D*' 
font  le  môme  angle  avec  L'T';  mais  D^est  parallèle  à  D",  et  L'T'  à  LT,  donc  D*'  et  D* 
font  le  même  angle  avec  LT. 

Remarions  que  E^  cet  D^  sonlt  parallèles  ^  larsque  la  droite  D  ne  traverse  pas 

l'angle  P.S.  Dans  le  cas  contraire^  elles  sont  dans  la  position  que  Ton  nomme  anti- 
parallèles  par  rapqpeirt  à  la  Itgue  de>terre  LT. 

119.  Problème  24.  Trouver  Cangle  d'une  droite  et  dun  plan. 

1*  Cet  angle  étant  celui  que  fait  la  droite  donnée  avec  sa  projection  «ur  le  plan 
doimé  9  il  faudrait  résoudre ,  par  rapport  à  la  droite  donnée ,  le  problème  résolu 
(n^  i8)  par  rapport  à  un  point,  et  l'on  serait  conduit  à  chercher  l'angle  de  deux 
droites  (n*  1 1*5) .  Mais  nous  remarquerons  que  cela  tevietft  à  rendre  le  plan  P  hori- 
zontal ou  vertical ,  ce  que  Ton  peut  faire  de  quatre  manières  différenftes  (ti*  7€) ,  en 
supposant  La  droite  D  invariablement  liée  au  ,plan„  de  sarte  que  l'on  doit  en  trouver 
les  projections  sur  tout  nouveafu  pitande  fnrojedîiHi  que  l'on  icbâisU^  et  aussi  Mf)- 


—  ex- 
poser qu'elle  soit  entraînée  dans  les  mouvements  de  rotation  effectués^  en  décrivant 
toujours  le  même  angle  que  le  plan.  On*  est  alors  ramené  à  chercher  Pangte  d'une 
cfroite  avec  Tun  des  plans  dti  projeetion  (n^  tt7). 

n  sera  facile  de  suivre  toute»  le»  GonstPucttoBS  rar  la  figure  1)07. 

T  €e  problème  peut  aussi  se^  r^ouchre  d^une'  autre'  mamè!»  ^  mr  si  d*uiii  potiit 
quelconque  m  de  la  droite  Dv  on*  abaisse  une^perpendiculaire  Of  sur  le  plan  P  (a*  86), 
Fangle  des*  droites  D  et  N  es4^  le  complément  de  Tangle-  que*  fiatît  lut  droite  B>  amc  I» 
plan  P;  on  est  ainsi  ramené  à' chercher  Tanglè  de' ces  deu/s  droite»  B  et  M  (dT  i4<S), 
ei  Ton  en  prend  le  complémenti. 

420.  Problème  S5»  Trouver  Ikê  angles  (fun  plan  a»êc  tes  plans  de'  pvojtctfom 
^fig.  108).  Uaugle  de  deux  plans^se  mesure  pav  deux  perpendiculaires  menées  par 
un  même  poist  de  rintepsection^ commune  ckces'dëux plans  et  »toées  respectivement 
dans  chacun  des  deux  plans;  il' en  résolteque  si  le  plan  donné  ^it  perpendiculaire 
au  plan  vertical ,  Tangle  qu^il  fait  avee  le  plan  horizontal  aesait  mesuré  par  Tan^e 
de  sa  trace  verticale  avec  la  ligne  de  terre  ;.  de  même  si  le  plan  donné  était  perpen- 
culaire  au  plan  horizontal,  Tangle  qu'il  £ait  aivec  le  plan  vertical  serait  évidemment 
mesuré  par  Tangleque  fait  sa  traça  horizontale  aveclaligne  de  terre*  La  solution  du 
problème  consistera  donc  à  rendre  le  plan  donné  perpendiculaire  successivement  au 
plan  horizontal  et  aa  plan  vertical  de  projection ,  soit  par  un  changement  de  plan 
(n*  5g),.  soit  par  un  mouvem^it  de  rotation  (n**  64).  On.  trouvera  ainsi ,  par  les  deux 
méthodes  y  1- angle  ce.  qjue  fait,  le*  plan  P  avec  le  plan  horizontal  et  l'angle  (3  qu'il  fait 
avee  le  plan  verticaK  IL  est  inutile  de  déuebpper  les  constructions,  on  les  suivra 
faoilementsun  la  figure. 

1i21 .  Si  du^poînti  Ai  ou  A'*"  on  abaisse  une  normale  N'  sur  V  et  une  normale  N" 
sur  ff',  en  supposant  le  plan  vertical  de  projection  relevé ,  N'  sera  perpendicu- 
Isôre  à  Taxe  A*  ^  et  par  conséquent»  aussi  à  une  parallèle  à  cet  axe  ou  à  H^'  menée 
pan  le  point  n,  donc  elle  est  perpendiculaire  au  plan  P';  de  môme  N"  est  perpendi- 
culaire à  Faxe  ^',  et  par.  conséquent  aussi  à  une  parallèle  a  cet  axe  ou  à  V*",  menée 
par  le  point  5*",  donc  elle  est  perpendicuaire  au  plan  P".  Si  Ton  ramène  les  plans  F  et 
fi"  dan&leur  posîtionânitialePrles  normales  N'  et  N"  se  réuniront  en  une  même  droite 
perpendiculaire  au  plan  P,,  donc  N'=:N".  Donc  enfin  V'  et  V"  sont  deux  tangentes 
au  cercle  décrit  du  point  A*  ou  A""  comme  centre,  et  avec  N'  ou  N"  pour  rayon. 

1f29L  Si.  le  plan:  donné  fait  des.  angles  égfiux  avec  les  deux  plans  de  projection  , 
sefr  traces  sont  également  inclinées,  aun  la.  Ligne  de  terre.  En  effet ,  1**  d'un  point 
(pidconque  o  {fig^  109)  de  LT  abaissons  une  perpendiculaire  N  sur  le  plan  donné 
P^elle  le  rencontrera  en  un.  pointa,  duquel  abaissant  des  perpendiculaires  bi  et 
6j[  sur  les  traces  du  plan*  P,.  nou&  formerons  dans  l'espace  les  deux  triangles  obi  et 
«frj;égaux,cQmmo  ayant uuiCÀté  commun  et  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun; 
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donc  oi=:oj  et  bo%z=ibcj,  par  suite  poi=:poj  (n^  118),  donc  les  triangles  pot  et  pcj  sont 

égaux,  et  par  conséquent  opi^-opj.  Suivant  que  les  perpendiculaires  oîetq;,  menées 
sur  H'  et  Y'  tombent  de  côtés  différents  ou  du  même  côté  de  LT,  les  traces  font 
des  angles  ^aux  avec  la  même  partie  ou  avec  des  parties  différentes  de  LT,  et  dans 
le  second  cas  elles  coïncident.  Si  le  plan  donné  était  parallèle  à  la  ligne  de  terre , 
ses  traces  seraient  parallèles  à  LT,  et  situées  à  la  même  distance  de  cette  ligne  LT, 
de  sorte  qu'elles  se  confondraient  si  elles  se  trouvaient  situées  du  même  côté. 

2^  Dans  le  cas  particulier  d'un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre  {fig*  110),  il 
est  évident  que  ses  traces  doivent  être  également  distantes  de  LT,  car,  si  dans  le 
plan  V  on  mène  une  droite  ac  perpendiculaire  à  LT,  elle  sera  perpendiculaire  à  la 
fois  à  H**'  et  à  Y^,  par  conséquent  le  triangle  aoc  est  isocèle,  donc  Ton  a  :  aosoc. 
Cela  posé  :  faisant  tourner  le  plan  P'  autour  de  ac,  jusqu'à  ce  qu'il  vienne  couper  la 
ligne  de  terre  en  un  point  p,  les  triangles  aop  et  c&p  seront  égaux  comme  ayant  un 

angle  égal  compris  entre  côtés  égaux;  donc  l'on  a  :  apo=cop;  le  plan  P  fait  donc 
des  angles  égaux  avec  les  deux  plans  de  projection. 

123.  Problème  26.  Par  une  droite  donnée  conduire  un  plan  faisant  un  angle  donné 
a  avec  le  plan  horizontal  {fig.  111). 

Soit  D  la  droite  donnée,  les  traces  du  plan  cherché  devront  respectivement 
passer  par  les  traces  horizontale  et  verticale  a  et  6  de  D  ;  cela  posé ,  menons  par  le 
point  b  un  axe  vertical  A  et  concevons  que  le  plan  P  ait  tourné  autour  de  cet  axe 
jusqu'à  ce  qu'il  soit  arrivé  en  la  position  F  perpendiculaire  au  plan  vertical,  sa  trace 
verticale  Y"  ne  cessera  pas  de  passer  par  le  point  b  et  fora  avec  LT  l'angle  «  ;  rame- 
nant ensuite  ce  plan  P'  à  la  position  P  qu'il  doit  occuper  dans  l'espace ,  le  point  p\ 
intersection  des  deux  traces  du  plan  P"  (ou  mieux  :  intersection  du  plan  P"  avec  la 
ligne  de  terre  LT),  décrira  sur  le  plan  horizontal  un  cercle  C  auquel  la  trace  H" 
reste  toujours  tangente  pendant  le  mouvement  de  rotation  ;  donc  menant  par  le 
point  a  une  tangente  au  cercle  G,  cette  tangente  sera  H',  puis  Y'  doit  passer  par  b 
et  rencontrer  LT  au  même  point  que  H'. 

Si  la  trace  H'  ne  rencontrait  pas  LT  dans  les  limites  du  dessin ,  on  trouverait  un 
second  point  de  Y*  en  menant  par  un  point  quelconque  de  la  droite  D  une  horizon- 
tale du  plan  P. 

Remarquons  que  ce  problème  ne  peut  pas  être  résolu  par  un  changement  de  plan. 
Cependant  si  la  droite  donnée  était  la  trace  horizontale  du  plan  cherché,  on  pourrait 
employer  indifféremment  l'une  ou  l'autre  méthode;  car  1*  prenant  un  axe  A  quel- 
conque on  amènerait  le  point  p  en  p',  puis  on  tracerait  la  droite  Y*'  faisant  avec  LT 
l'angle  «,  ce  qui  ferait  connaître  un  point  b  de  Y';  2*  si  l'on  prenait  un  plan  ver- 
lical  perpendiculaire  à  H%  la  trace  verticale  Y''  ferait  avec  LT  l'angle  tx,  puis 
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changeant  de  plan  vertical  et  prenant  LT  pour  ligne  de  terre ,  on  en  dédoirait  V. 
Si  la  droite  donnée  était  la  trace  H'  du  plan  P  à  construire ,  sachant  quel  est 
Tangle  6  que  ce  plan  fait  avec  le  plan  vertical  de  projection,  le  problème  pourrait  se 
résoudre  par  un  mouvement  de  rotation ,  mais  on  ne  pourrait  le  résoudre  par  la 
méthode  du  changement  de  plans  de  projection.  Il  est  facile  de  faire  l'épure  dans  ce 
cas  en  vertu  de  tout  ce  qui  a  été  dit  précédemment. 

1 24.  Supposons  que  la  droite  D  ne  rencontre  pas  les  plans  de  projection  dans 
les  limites  du  dessin  (fig.  112).  Nous  pouvons  concevoir  dans  le  plan  cherché  P 
une  ligne  de  plus  grande  pente  E  menée  par  un  point  quelconque  m  de  la  droite  D  ; 
si  nous  la  faisons  tourner  autour  d'un  axe  vertical  A,  passant  par  le  point  m, 
jusqu'à  ce  qu'elle  soit  en  K'  parallèle  au  plan  vertical ,  sa  projection  K'**  fera  alors 
avec  LT  Tangle  a ,  et  l'on  trouvera  sa  trace  horizontale  a'.  En  la  ramenant  dans  sa 
première  position ,  cette  trace  a!  décrira  le  cercle  C;  un  autre  point  quelconque  n' 
de  K'  décrira  un  cercle  C  situé  dans  un  plan  horizontal  X ,  coupant  la  droite  D  en 
un  point  b  par  lequel  passe  une  horizontale  B  du  plan  cherché  P;  cette  droite  est  tan- 
gente au  cercle  C,  puisqu'elle  doit  passer  par  le  point  n  extrémité  d'un  rayon ,  et 
être  perpendiculaire  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  K  (n""  37)  ;  donc  enfin  H'  sera 
une  droite  tangente  au  cercle  G  et  parallèle  à  B^.  Enfin ,  on  aura  deux  points  ûc 
et  y  de  la  trace  verticale  y%  par  deux  horizontales  M  et  R  du  plan  P,  lesquelles 
passeront  par  deux  points  quelconques  m  et  r  de  la  droite  D. 

1 25.  Problème  2?.  Par  un  point  donné ,  conduire  un  plan  faisant  un  angle  a  avec  le 
plan  horizontal  et  un  angle  |3  avec  le  plan  vertical.  Prenons  un  axe  A  {fig.  1 08)  sur 
le  plan  vertical  et  perpendiculaire  au  plan  horizontal  et  par  conséquent  perpendi* 
culaire  à  la  ligne  de  terre  LT;  concevons  que  le  plan  cherché  P  ait  tourné  autour 
de  cet  axe  jusqu'à  devenir  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  sa  trace  V  fera  alors 
avec  la  ligne  de  terre  l'angle  a;  on  la  mènera  par  un  point  quelconque  p'  de  LT,  elle 
fournira  un  point  a  de  lairace  Y'.  Si  l'on  conçoit  un  second  axe  A'  dans  le  plan 
horizontal  et  perpendiculaire  à  LT  et  que  l'on  fasse  tourner  le  plan  P  autour  de  A' 
jusqu'à  le  rendre  vertical,  la  trace  H'"  devra  faire  avecLT  l'angle  p.  De  plus,  si  du 
point  A^  ou  A'*',  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  V*'  et  sur  H^',  elles  sont 
égales  (n""  121);  donc  H'"  sera  tangente  au  cercle  décrit  du  centre  A*  et  du  rayon 
N',  puis  H'"  rencontre  A'  en  un  point  a,  qui  appartient  à  la  trace  horizontale H'« 
Si,  maintenant,  on  ramène  le  plan  F  dans  sa  position  véritable,  p'  intersection  de 
ses  deux  traces,  décrira  un  cercle  autour  du  point  A*,  et  l'on  devra  du  point  a' 
mener  une  tangente  à  ce  cercle,  ce  sera  la  trace  H'  demandée,  et,  par  suite»  on 
aura  V  qui  doit  passer  par  le  point  a;  d'ailleurs,  si  l'on  ramenait  P"  dans  la  posi- 
tion P,  le  point  ç"  intersection  de  ses  deux  traces,  décrirait  un  arc  de  cercle  au- 
quel Y^  doit  être  tangente.  On  aura  ainsi  un  plan  faisant  les  angles  a  et  ^  avec  les 
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plans  horizontal  et  vertical  de  projection;  il  n'y  aura  plaB  qu'à  mener  par  le  point 
éonné  nn  plhn  pacaOèle  an'  plaa  P  (n^  38),  pour  avoir  résolu  te'  problème  pro- 

pO0BV> 

1St6.  PnoBLiiiB  SSc  Carmaksœti  b^  tmceB  hmimntalêaéB'dgux^plans  et  les  angles 
q9^'iU.fontmec  leplimvhcfrboontâlf  ùronver  leur»  traces  verihad^s  {fig^  93).  Soient  H*' et 
H^  les  traces  horizontales  données,  prenons  un  plba  v^tioal  de  projection  perp«- 
eKooiaire  au  plant  F,  lai  trace  verticale  Y'*  ctevra^  ftnre  a?<^ec  LT  Uangle  a  ;  prenood  de 
Oléine  un:  pl^ui  vertîcali  de  projeetioa  penpendîculaire  an  plan  Q,  la  trace  verticale 
y'""  devra  £sdre'avea;L'T'  l'angle  |3^  il  neste  à^  rapporter  les  deux,  j^hns  P  et  Q  au 
même  plan  vertical  LT,.  les 'traces  horizontales  IF  et  HP  00  changeront  pas,  et  l'on, 
trouvera  le&  traces  verticales  Y'  et  Y**  à  L'aide  d- une  horÎAontale  de  diacun  des  deux 
pJan8PetQ(a*47).. 

127.  Pi^MLÈns  Sd.  TrawuT  V angle  de  deux  pians.  Ce  problème  peut  être- résolu 
ée  bien  d»  manières  différente»;  nous  allons  en  indiquer  qnelk{ues-unes. 

If  Nous  avon3^  appris-  à  trouver  l'angle  d'un  plan  avee  les-  plans  de  projection 
(n"*  430).  Oa  pourra  donc  se  ramener  dans  cette  position  particuliène,  soit  en  pre- 
nant Tnn  des  plans  donnés  pour  nouveau  plaa  de  projection ,  soit  ai  le  rabattant 
9ur  l'un  des  plans  primitifs;  nons  pourrons  obtenir  co résultat  par  L'une  des  quatre 
méthodes  connues  (n**  7B).  Je  ne  fais  qn'indiquer  cette  solution,  afin  qu'oas'y 
exerce;  nous  avons  déjà  eu  plusieurs  constructions  du  même  genre. 

^  Si  les  deux  plans  donnés  étaient  perpendiculaires  à.  1- un  des  plans  de  pro- 
jection ,  leurs  traces  sur  ce  plan  comprendraient  évidemmient  entre  elles  un  angle 
égal  à  l'angle  des- deux  plsms;;  or,  dans  ce  cas,  rmtecsection  des  deux  plans  est 
perpendicalaire  aut  plan  de  projection.  Pour  ramener  la  figure  dans  cette  posi* 
tîon  particulière  9  il  suffira  donc  de  rendre  Tinteisection  des  deux  plans  perpen- 
dieolaive  à  l'un  des  plans  de  projection ,  ce  qui  nécessita  deux  changements  de 
plans  (nf  3f>),  ouc  deux  mouvements  de: notation  (n''  63  ) ,  ou  bieui  aussi  un  chan^ 
gement'  de*  plan  et  un» mouvement  de  rotation ,  ou  enfin  un  mouvement  de  rotation 
et  un  changement  de  pliam  Dans  tous  les  cas,  il  faut  d! abord  oonnaitre  l'intersection 
des  deux  plans,  et  nous  avons  appris  à  la:  trouver  précédemment.  Cela,  posé,  si  nous 
voulons  d'abord  employer  deux  changements  de  plans  {fig^^  1)13),  soient  P  et  Q  les 
pians  donné^par  leurs  traces  B%Y^  et  H^yY^,  et:I  leur  intersection: donnée  par  ses  pco- 
jeetions'I^etP;  afin  de  nendre -cette. intersection  II  perpendiculaire  au  plaa  horizontal-, 
nous  prendrons  d'abord  pouirnoaiveau  plan  vertical  de  projection  un  plan.paralièle  à  I, 
etpour  plus  de  simplicité  le  plamprojetant  horizontalement  cette  dcoito:  Ij,  do  sorte  que 
VU  ne' sera  antre  qnel'^;  et  si  nous  cherchons  la  projpclton  do  rintersection  I  sur  ce 
nouveau  plan,  elle  no'seua;  autre  que  cette  intersectîoa  I  ellenoiéme,  elle  roprésentera, 
e»  même  temps,.  Y''  et  Y'^.  Nou» prendrons  ensuite  un  nouveau:  plan  honizontal  pec* 


t 
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peiidiottbâfeà«cfittedn>teI,  pai^^  L"T"«8ra  penpenfioidÉinDiii  L  Ia()iKf0^ 

tk>ii  de «laidn«tttel.âiir  œ  n&mvesoà fAstn  sera  ^wà  Mul foÎBtl*" (de  la  nonveUeiigQeiée 
terre,  .point  qui  sera  commun  aux  deux  nouvelles  traces  H'''  et  E"^ji  il  tfaut  trouver 
un  second  point  de  chacune  ide  ces  deux  traces^  jpaor  cela  nous  £n:q)loieron5  une 
verticale  M  du  plan  P,  dont  la  trace  horizontale  m  sur  l'ancien  plan  L'T'  est  à  une 
distance  mm^^  de  cette  ligne  de  terre,  donc  sa  trace  sur  le  nouveau  plan  liorizontal 
L'T'  devra  être  à  la  même  distance  de  la  ligne  de  terre  L'T",  et,  par  conséquent, 
en  m',  et  ce  pmirt  appâtaient  à  H"*  (n'*  28).  De  même,  une  verticarle  K  du  pîan  <î 
fera  tîonnrittre  tra  point  *'  de  H"*.  I^uis  Fangle  «  forme  par  H"*«t  H'*  est  Tan^e 
demandé,  et  ainsi  celui  que  font  entre  eux  les  plans  P'et<^. 

3*  On  peuft  remplacer  Fun  des  changements  de  plans  de  projection  par  un  mou- 
vement de  rotation;  par  exemple,  le  second  (fig.  fH)  ;  dans  ce  cas,  après  avoir 
trouvé  la  droite  I  avec  laquelle  coïncident  les  traces  T*  etT*,  îl  faut  Taire  tourner 
le  système  autour  d'un  axe  A  perpendiculaire  au  plan  vertical,  jusqu'à  ce  que  ï 
80ît  devenue  verticale  ;  si  l'on  conçoit  une  verticale  TH  du  plan  P  cft  trae  verticarte  K 
du  plan  Q,  pendant  la  rotation ,  ces  verticales  restent  toujours  à  la  même  distance 
du  plan  vertical  de  projection  et  leurs  projections  verticales  conservent  aussi  tou- 
jours la  même  distance  à  I  (n**  56,  3*);  nous  prendrons  dans  notre 'figure,  Taxe  A 
passant  par  le  pied  m  de  M ,  ce  point  appartiendra  donc  toujours  à  la  trace  hori- 
zontale du  plan  P;  abaissant  la  droite  A"  y  perpendiculairement  sur  1,  y  viendra  en 
y'  et  ce  point  y  sera,  en  même  temps,  I'*;  joignant  les  points  T*  et  m,  on  aura  H". 
De  même,  la  verticale  K  viendra  en  K'  et  fera  connaître  un  point  K'*  ou  x^^  deH*^', 
qui  doit  aussi  passer  par  le  point  T*  ou  y. 

Enfin  l'angle  des  droites  H**'  et  H°'  est  égal  à  Tangle  cherché,  qui.i^t  celui  que 
fo&t  entre  eux  les  deux  plans  P  et  Q. 

4"*  On  poorrait  jremplacer  au  cositraire  le  premiôr  changeHiendt  idu  {dan  de  pro 
jactiottipar  a&moaveiiieatde  roitation.,  nuiis  je  ne  trace  pas  l'^pacre  île  ce  cas,  car 
elle  sera  facile  à  exécuter  d'après  ce  qui  a  été  dit  ô-dessas. 

5*  Enfin  pour  résoudre  le  problème  par  deux  mouvements  de  j'Otation  {Jig.  1  Afi  ) , 
nous  exécuterons  ce  qui  suit  :  par  un  premier  .mouvemaat  autour  d'un  axe  verli- 
cal  A^  que  nous  choisissons  ici  passant  par  la  trace  verticale  b  4e  l'intersectiou  I 
des  deux  plans  V  etQ,  nous  rendrons  cette  intersection  I  paraUèleau  plan  vârticftL 
La  droite  I  se  tran^orte  sur  le  plan  vertical  défini  par  la  ligue  de  terre  XI  en  M- 

saeft  dëorâre  à  celte  droite  I,  ^  «irtour  de  faice  A  un  angle  oAV=tf  ;  tons  les  pokite 
des  plaM  "P  «t  Q  devrooft  ééorire  des  an^es  ëganaià  (f  ;  )es  traces  VHV^m  •oom- 
fondent  «vec  f  délermiaée  par  les  poiBis  a  et  6;  IP'  dt  W  Aomnt  passer  par  ie 
p^t  a;  poor  qr  ^moir  tm  soeoad  peint,  nous  pouvoHS  Tibawscr  tes  perpeii(ffci?H 
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laires  A^p  et  Â^f  sur  H%  puis  chercher  les  noavelles  positions  des  points  p  et  9  ; 
nous  trouverons  ainsi  le  point  q\  en  prenant  l'arc  qq'  égal  à  Tare  00'  sur  le  cercle  D 

décrit  da  point  A*  comme  centre  et  avec  A*ç  pour  rayon ,  cet  arc  :  ao'î=2arc  :  qq'  me- 
surant sur  le  cercle  G  un  angle  égal  à  f ,  et  Ton  aura  H^'.  Le  point  p  étant  sur  notre 

figure  très-voisin  du  point  a ,  les  rayons  M'a  et  A^p  sont  presque  égaux ,  d*où  il  ré- 
sulte qu'il  serait  difficile  de  fixer  la  position  du  point  p',  mais  alors  du  centre  A^  et 

avec  un  rayon  quelconque  plus  grand  que  A^p,  nous  décrirons  un  arc  de  cercle  G 
coupant  H'  en  c  et  P  en  y,  nous  aurons  la  position  du  point  c  après  la  rotation  en 
prenant  ce  =77',  et  la  trace  H''  devra  passer  par  les  points  a'  et  c'. 

Faisons  maintenant  tourner  le  système  autour  d'un  axe  B  perpendiculaire  au 
plan  vertical  jusqu'à  ce  que  l'intersection  V  soit  devenue  verticale,  nous  simplifie- 
rons la  figure  en  faisant  passer  cet  axe  par  le  point  a! ,  la>  droite  V  viendra  en  1" 
après  avoir  décrit  autour  de  l'axe  B  un  angle  ^  que  devront  décrire  aussi  tous  les 
points  des  plans  P'  et  Q'  ;  les  traces  verticales  V"  et  Y^"  coïncident  encore  avec  I". 
Pour  avoir  H'"  et  H^"  nous  emploierons  une  verticale  de  chacun  de  ces  deux  plans; 
soient  M'  une  verticale  du  plan  P'  et  K'  une  verticale  du  plan  Q',  du  centre  B*"  et 
d'un  rayon  quelconque  décrivons  un  cercle  G',  qui  coupe  M'''  en  m^  et  K'''  en  /c'" ; 
cela  fait ,  nous  prendrons  les  projections  horizontales  m^  et  k'^  des  points  m'  et  k!^ 
celui-ci  étant  par  hypothèse  la  trace  horizontale  de  la  droite  K',  puis  prenons  les 
arcs  m'W  =  /c"'A'"'=X'X"  et  nous  aurons  en  m""  et  A"*  les  nouvelles  projections 
verticales  des  points  w!  et  &';  nous  en  conclurons  leurs  projections  horizontales  m'*^ 
et  k"^^  qui  sont  en  même  temps  les  projections  M"^  et  E"*  des  verticales  des  plans  ; 
nous  n'avons  pas  écrit  cette  dernière  notation  sur  la  figure  pour  ne  pas  la  compli- 
quer sans  nécessité.  Les  deux  plans  P"  et  Q''  étant  actuellement  verticaux ,  leurs 
traces  horizontales  H'"  et  H^"  devront  passer  respectivement  par  les  points  m'''^  et 
li'^j  elles  doivent  aussi  passer  par  le  point  a';  elles  sont  donc  déterminées.  Enfin  les 
traces  H*"  et  H^"  comprennent  entre  elles  un  angle  a  qui  mesure  l'angle  cherché , 
c'est-à-dire  celui  que  font  entre  eux  les  plans  P  et  Q. 

6"*  L'angle  de  deux  plans  est  donné  par  deux  perpendiculaires  menées  à  ces 
plans  par  un  même  point  de  leur  intersection  I ,  ces  deux  normales  sont  dans  un 
plan  X  {Jig.  116)  perpendiculaire  à  L  Ge  plan  X  étant  arbitraire,  nous  mènerons 
H'  perpendiculaire  en  im  point  quelconque  de  I^,  cette  trace  H^  coupe  H'  et  H^  en 
des  points  x  Qi  y  qui  sont  les  traces  des  droites  dont  l'angle  mesure  celui  des 
plans  P  et  Q;  pour  appliquer  ici  la  méthode  ordinaire  (n""  115)  nous  prendrons  P 
pour  ligne  de  terre  LT'  et  nous  chercherons  la  droite  I  sur  ce  plan  vertical  de  pro- 
jection ,  puis  remarquant  que  Y'^  doit  être  perpendiculaire  à  I ,  nous  obtiendrons 
ainsi  le  sommet  s  de  l'angle  a  demandé;  nous  rabattons  ce  sommet  $  sur  le  plan 
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horizontal  en  s^  et  Tangle  cherché  sera  xsy.  Au  lieu  de  trouver  le  sommet  s  par  un 
changement  de  plan,  on  F  obtient  aussi  par  un  mouvement  de  rotation,  en  rabat- 
tant le  plan  vertical  L'T'  autour  de  sa  trace  verticale  66*,  alors  le  point  a  vient  en 
a  y  le  point  o  en  o',  Tintersection  I  en  V  et  la  perpendiculaire  os  en  oV,  on  fait  en- 
suite o'a  =  os"  puis  6*«'  =  6*<j,  on  retrouve  le  point  «',  et  Ton  construit  Tangle  xs'y 
qui  est  l'angle  demandé. 

Si  Ton  compare  cette  dernière  solution  avec  celle  donnée  par  les  auteurs  des 
divers  traités  de  géométrie  descriptive  publiés  jusqu'à  ce  jour,  on  verra  qu'elle  est 
identi  quement  la  même ,  mais  aussi  on  reconnaîtra  que  l'emploi  de  nos  méthodes 
en  simplifie  considérablement  l'explication ,  et  la  rend  par  conséquent  beaucoup 
plus  facile  k  saisir. 

Il  est  bon  de  remarquer  que*  la  droite  osz=zos=o$'s"  est  un  côté  de  l'angle  droit 
d*un  triangle  rectangle  osa  ou  os'a  dont  la  droite  oa=:oa  est  Thypolcnuse,  le 

point  s  est  toujours  entre  les  points  o  et  a  et  par  suite  on  a  toujours  xsy  < xay. 

T  Par  la  méthode  précédente  nous  voyons  que  l'angle  cherché  est  donné  par 
le  triangle  xsy  dont  on  connaît  un  côté  xy ,  on  pourrait  chercher  les  deux  autres 
côtés  en  rabattant  les  plans  P  et  Q  sur  le  plan  horizontal  ;  et  rapportant  sur  les  ra- 
battements, 1*  l'intersection  I,  et  2*  les  perpendiculaires  menées  sûr  celte  intersection 
I  par  les  points  a;  et  y;  on  aurait  alors  à  construire  un  triangle  dont  on  connaîtrait 
les  trois  côtés,  et  l'on  devrait  remarquer  que  les  arcs  de  cercle  décrits  des  points  x 
et  y  comâie  centres  et  avec  les  deux  côtés  trouvés  pour  rayons  doivent  se  couper 
en  un  point  situé  sur  I*.  Nous  aurons  l'occasion  de  donner  complètement  cette 
construction  en  résolvant  un  autre  problème. 

8®  Lorsque  deux  plans  se  coupent,  ils  forment  quatre  angles  deux  à  deux  op- 
posés par  le  sommet  et  dont  deux  aigus  sont  égaux  entre  eux ,  et  deux  obtus  sont 
aussi  égaux  entre  eux  ;  l'angle  aigu  est  celui  qu'on  nomme  l'angle  des  deux  plans 
à  moins  que  l'on  ne  fixe  le  sens  vers  lequel  cet  angle  doit  être  compté.  Cela  posé, 
si  d'un  point  quelconque  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  deux  plans, 
ces  perpendiculaires  forment  aussi  entre  elles  deux  angles  aigus  et  deux  angles 
obtus,  respectivement  opposés  par  le  sommet  et  qui  sont  respectivement  égaux 
aux  angles  de  même  espèce  compris  entre  les  plans.  On  pourra  donc  trouver 
l'angle  de  deux  plans  en  abaissant  d'un  même  point  de  l'espace  des  perpendicu- 
laires sur  les  deux  plans  proposés  (n*  82),  puis  chercher  l'angle  de  ces  deux  nor- 
males (u^  H5).  En  général  si  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle 
dièdre ,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  faces  de  cet  angle ,  ces  droites 
comprennent  entre  elles  un  angle  supplémentaire  de  l'angle  dièdre. 

Cette  dernière  méthode  n'exige  pas  que  l'on  connaisse  l'intersection  des  deux 

10 
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plans  i  ce  qui  est  quelquefois  trè&-ayanUgeux ,  car  il  peut  arriver  qpie  la  détenm- 
natiou  des  projections  de  cette  droite  d'interseclicm  exrge  des  6onstructk3M&  tcèfi- 
compliquées  comme  nous  Tavons  vu  dans  quelques  cs^. 

128.  Problème  30.  IHviser  SangU  de  deux  pkau  If  et  ^  eu  deux,  jmrûe^  éffaleê 
{Jig.  H6).  Si  l'on  suppose  que  le  plan  bissecteur  S  existe,  il  sera  coupé  par  le 
plan  X  perpendiculaire  à  la  droite  I  intersection  des  deux  plans  donnés  P  et  Q 
suivant  une  droite  sz  perpendiculaire  à  I  et  au  point  s ,  ayant  sa  trace  horizontale 

située  sui'  H%  et  divisant  Tangle  a  ou  My  en  dfiux  farliear  égide&.  Il  lésntte  de  là 

qu'après  avoir  trouvé  Fangle  rabattu  xsy  (n*  127,  6*),  il  faut  le  diviser  en  deux 
parties  égales  par  une  droite  coupant  BP  en  un  point  z,.  par  lequel  et  parle  point  a 
doit  passer  la  trace  horizontale  H*  du  plan  bissecteur  cherché  S ,  puis  sa  trace  ver- 
ticale V'  doit  passer  par  le  point  b. 

2*  Si  nous  rabattons  les  plans  P  et  Q  (fig.  171)  sur  te  plan  horizontal  par  la 
seconde  méthode  connue  (n°  76  ),  en  les  faisant  respectivement  toanier  autour  de 
leur  trace  horizontale ,  leur  intersection  I  viendra  se  placer  respectivement  en  V  et 
eiï  I"  ;  si  dans  chacun  des  deux  plans  P  et  Q  oa  conçoit  une  droite  A  sur  P  et  B 
sur  Q  également  distantes  de  I,  après  le  rabattement  du  plan  F,  la  droite  A 
(située  dans  ce  plan)  sera  en  A^  parallèle  à  T  ;  de  même ,  après  le  rabattement 
du  plan  Q,  la  droite  B  (située  dans  ce  plan)  sera  en B'^  parallèle  à  T;  les  droites 
A'  et  B"  coupent  respectivement  les  traces  H"  et  H*  en  j:  et  ea  y,  de  sorte  que  xy 
sera  la  trace  horizontale  du  plan  (A,  B);  si  Ton  divise  xy  en  àtnx  parties  égales 
au  point  2,.  ee  point  z  et  le  point  a  appartiendroiU  à  la  trace  horizontale  H*  du  plan 
bissecteur  S,  qui  contient  en  outre  une  parallèle  à  I  menée  pats  le  point  s.  Cette 
solution  a ,  comme  on  voit ,  beaucoup  d'analogie  a¥ee  celte  que  nous  avons  don- 
née (  nM  1 6  ),  pour  trouver  la  bissectrice  de  Tangle  de  deux  droites  sans  chercher 
cet  angle;  les  points  e  et  d^  situés  sur  les  deux  droites,  à  égale  distance  de  leur 
|M)int  d'intersection  m  (nMlô)^  sont  remplaeés  id  par  les  droites  A  et  B  situées 
sur  les  deux  plans  et  à  égale  distancée  de  leur  intersiection  I  ;.  et  le  point  n  »  mâiea 
de  la  droite  ed,  est  ici  remplacé  par  une  droite  située  sur  le  plan  {A,  B),  ^  »tnée  à 
égale  distance  des  deux  droites  A  et  B. 

On  pourrait  encore  remplacer  les  droites  A  et  B  paralli^es  à  I  par  deux  droiies 
également  incHuées  sur  I  et  la  rencontrant  oa  ua  même  poûit;.  la  iMssectriœ  de 
Tangle  de  ces  droites  et  Tijstersectioii  I,^  détermiaeraient  le  pian  bifiâecteur.  Le  cas 
de  deux  plans  parallèles  n'est  évidemmnt  qu'un  cas  parlkulÂer  de  celni-d. 

3'  Les  normales  aux  deux  pians  donaés  P  et  Q  (  a*"  427,  2*)  {«.wat  partir  d'n 
point  i  de  F  intersection  I  de  ces  de«aL  plaosf  et  si  Uoa  conçoit  le  piaa  kÔKeeleary  et 
qaapar  ce  même  peut  ioalui  élève  avisai  uao  nonaak,  dte:  dftTts^ra  cil  deax  par- 
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lies  égales  l'angle  des  normales  menées  aux  deux  premiers  plans  P  et  Q  par  le 
point  t;  donc  si  nous  cherchons  la  bissectrice  de  Fangle  de  ces  deux  normales  (n''  1  iS), 
cette  bissectrice  et  Tintersection  I  des  plans  donnés  détermineront  le  plan  bissecteur 
demandé.  Remarquons  que  le  problème  actuel  ne  peut  se  résoudre  qu'autant  que 
Ton  connaît  rintersectton  I  des  deux  plans  donnés  P  et  Q. 

429.  Nous  terminerons  cette  série  de  questions  par  deux  problèmes  dont  la 
solution  se  déduit  immédiatement  de  celle  donnée  pour  trouver  l'angle  de  deux 
plans  (nM  27.  6*). 

Problème  31  «  Ëiant  données  les  traces  horizontales  H'  et  H^  de  deux  plans  P  e/  Q, 
faisant  entre  eux  un  angle  donné  a ,  et  la  projection  horizontale  de  leur  intersection  I , 
trouver  leurs  traces  verticales  V  et  V°  {fig.  116).  Menant  ff  perpendiculaire  à  I*, 
elle  coupe  H"  et  H"  aux  points  xety;  pour  avoir  s\  il  faut  sur  xy  décrire  un  segment 
capable  de  l'angle  a,  il  coapera  P  au  point  s,  décrivant  un  cercle  G  du  centre  o 
et  du  rayon  os,  menant  du  point  a  une  tangente  I  à  ce  cercle,  élevant  b'^b  perpendi- 
culaire sur  r,  et  prenant  b^b  =  b^b ,  nous  obtiendrons  le  point  b  où  se  croisent  les 

traces  V  et  Y*.  Il  est  évident  que  l'angle  a  ne  doit  pas  être  moindre  que  l'angle  xay; 
s'il  lui  était  égal,  les  deux  plans  seraient  verticaux.  On  voit,  aussi  qu'il  y  a  deux 
solutions,  puisque,  du  point  a  on  peut  mener  deux  tangentes  au  cercle  C. 

430.  Problème  32.  Par  taie  droite  I ,  située  sur  un  plan  donné  P,  conduire  un  plan 
Q  faisant  avec  le  plan  P  un  angle  a  {fig.  416).  Menons  encore  H*  perpendiculaire  à 
1*,  déterminons  I  sur  le  plan  vertical  LT,  abaissons  os  perpendiculaire  sur  ï, 
prenons  os'=oSf  menons  xs  puis  ys'  faisant  avec  xs  l'angle  a,  le  point  y  appar-* 
tiendra  à  H^  qui  doit  aussi  passer  par  a ,  puis  V*  sera  conduit  de  q  k  b.  On  aura 
encore  deux  solutions ,  car  on  peut  mener  y  s'  de  part  et  d'autre  de  xs'. 

Des  plus  courtes  distances. 

431 .  Problème  33.  Trouver  ta  plus  courte  distance  tTun  point  à  un  autre  point.  Elle 
est  mesurée  par  la  droite  qui  unit  ces  deux  points,  on  est  donc  conduit  à  trouver 
la  véritable  longueur  d'une  portion  de  droite  comprise  entre  deux  points  détermi- 
nés; or,  4"  la  projection  verticale  serait  égale  à  la  droite  de  l'espace,  si  celle-ci 
était  parallèle  au  plan  vertical  (n"  56, 4**),  c'est  pourquoi  nous  prendrons  un  nou- 
veau plan  vertical  parallèle  à  la  droite,  et,  pour  plus  de  simplicité,  nous  choisirons 
le  plan  qui  projette  horizontalement  cette  droite  ;  alors  la  ligne  de  terre  LT'  (Jig.  4  06) 
ne  sera  autre  que  la  projection  horizontale  D*  de  la  droite  D  ;  élevant  donc  sur  cette 
ligne  des  perpendiculaires  m^n  =^  om^  et  n*n=:pn'',  et  joignant  mn,  nous  aurons  la 
droite  D  demandée.  Si  par  le  point  n  on  mène  nk  parallèle  à  la  projection  horizon- 
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tale D^  on  forme  un  triangle  restangle  mn/c,  dont  les  côtés  sont  respectivement 
égaux,  savoir:  nk  à  la  projection  horizontale  m^it^,  nik  à  la  diflerence  de  hauteur 
des  points  m  et  n,  au-dessus  du  plan  horizontal  ou  à  (om' — pu")  (n**  5,  i*),  et 
dont  rhypoténuse  est  la  longueur  de  la  droite  cherchée.  De  là  on  conclut  une  opé- 
ration graphique  très-simple  pour  construire  la  droite  demandée. 

2*  La  droite  D  serait  donnée  en  véritable  grandeur  par  sa  projection  horizontale 
si  elle  était  parallèle  au  plan  horizontal,  nous  pouvons  donc  aussi  changer  de  plan 
horizontal  de  projection  pour  le  prendre  parallèle  à  D,  et  pour  plus  de  simplicité 
nous  prendrons  encore  pour  nouveau  plan  horizontal  de  projection  le  plan  proje- 
tant verticalement  cette  droite  D;  la  ligne  de  terre  L'T"  est  alors  confondue  avec 
D",  et  nous  devons  prendre,  sur  des  perpendiculaires  à  cette  ligne ,  m''m=:zom^  et 
n:'n=pn!'.  En  menant  ml  parallèle  à  D''  nous  formons  un  triangle  rectangle  mn/, 
dont  rhypoténuse  est  encore  la  longueur  de  la  droite  D,  et  dont  les  côtés  de  l'angle 
droit  sont  respectivement  égaux ,  savoir  :  ni{  à  la  projection  verticale  nC'n''^  et  ni  à 
la  différence  des  distances  des  points  m  et  n  au  plan  vertical  ou  à  (pn* — on^) 
(n*  5,  2-). 

3*  Au  lieu  de  rendre  la  droite  D  parallèle  au  plan  vertical  en  changeant  de 
plan  vertical  de  projection,  on  peut  faire  tourner  cette  droite  D  autour  d'un  axe 
vertical  A  jusqu'à  ce  qu'elle  ait  atteint  cette  position  (n**  61  ).  Pour  plus  de  sim- 
plicité nous  choisirons  Taxe  A  passant  par  l'un  des  points  donnés,  par  le  point  m, 
par  exemple ,  la  droite  viendra  alors  en  D',  et  sa  véritable  grandeur  sera  donnée 
par  sa  projection  D'". 

i^  Enfin,  on  pourra  ramener  la  droite  D  à  être  parallèle  au  plan  horizontal,  en 
la  faisant  tourner  autour  d'un  axe  A',  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  et  que 
nous  choisirons,  pour  plus  de  simplicité,  passant  par  le  point  n;  la  droite  D  viendra 
prendre  la  position  D",  et  sera  donnée  en  vraie  grandeur  par  sa  projection  hori- 
zontale D"\ 

Si  Ton  emploie  sur  la  môme  figure  les  quatre  méthodes  précédentes ,  on  doit 
évidemment  avoir  : 

mn=:fnn=i  m^nl^  =  n^m"K 

132.  Problème  34.  Trouver  la  distance  des  traces  dune  droite.  Ce  problème  ne 
diSère  en  rien  du  précédent  ;  il  sufiît  de  prendre  les  traces  a  et  6  de  la  droite ,  au 
lieu  de  deux  points  quelconques  m  et  n  de  cette  droite.  On  le  résoudra  donc  par 
les  mêmes  méthodes. 

4*  Prenant  D*  {fig.  405)  pour  nouvelle  ligne  de  terre  L'T',  nous  trouverons  la 


—  77  — 

droite  D  située  sur  le  nouveau  plan  vertical  défini  par  cette  ligne  de  terre  L'T'  ;  le 
point  a  appartient  par  conséquent  à  cette  droite. 

2*  Changeant  de  plan  horizontal  et  prenant  D"*  pour  nouvelle  ligne  de  terre  L"T", 
nous  trouverons  H. 

S"*  Si  Ton  fait  tourner  la  droite  D  autour  de  Taxe  Â,  elle  viendra  prendre  la  po- 
sition D'. 

4*  Enfin ,  si  on  la  fait  tourner  autour  de  Taxe  A',  elle  viendra  prendre  la  po- 
sition D". 

11  est  évident  que  Ton  doit  avoir  : 

ahz=zqbi:ssa!b=s  ab*'^ 

ces  quatre  lignes  représentant  également  la  longueur  de  la  droite  D  située  dans 
l'espace. 

133.  Problème  35.  D'un  point  m  situé  sur  tm  plan  donné  P,  mener  à  ta  trace  ho- 
rizontale de  ce  plan  une  droite  de  longueur  donnée.  On  donne  (fig.  1 18)  la  projection 
horizontale  wi*  du  point  m,  on  en  conclut  sa  projection  verticale  m*  (n*  29),  en  fai- 
sant passer  par  ce  point  une  horizontale  E  du  plan  P.  Cela  fait  :  l*"  Concevons  la 
droite  D  placée  sur  le  plan  P,  et  faisons-la  tourner  autour  d'un  axe  vertical  A , 
jusqu'à  ce  qu'elle  soit  parallèle  au  plan  vertical  de  projection ,  elle  se  projettera 
sur  ce  plan  dans  sa  véritable  longueur  /  (n**  56,  V)y  et,  dans  le  retour,  sa  projec- 
tion horizontale  conservant  toujours  la  même  longueur,  et  devant  se  terminer  sur 
H',  le  point  o  où  le  cercle  C  rencontre  H'  est  un  point  de  la  droite  dont  la  position 
le  trouve  ainsi  déterminée.  H  y  a  une  seconde  solution  en  b.  Il  n'y  aurait  qu'une 
solution,  si  le  cercle  C  était  tangent  à  H^  liO  problème  serait  impossible,  si  la  droite 
A^  était  plus  courte  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A'^  sur  H'. 

2*  Il  pourrait  arriver  (fig.  119)  que  la  droite  /,  menée  de  m*",  ne  pût  rencon- 
trer LT  qu'au  delà  des  limites  du  dessin;  dans  ce  cas  nous  remarquerons  qu'on 
peut  diviser  la  droite  D  en  parties  égales,  et,  si  des  points  de  division,  on  conçoit 
des  plans  horizontaux  (qui  seront  équidi$tants),  ces  plans  couperont  la  partie  de 
Taxe  A  comprise  entre  le  point  m  et  le  plan  horizontal  de  projection  eu  un  même 
nombre  de  parties  égales,  et  le  plan  P  suivant  des  horizontales  équidistautes.  Divi- 
sons, par  exemple,  la  hauteur  du  point  m  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projec- 
tion en  deux  parties  égales ,  menons  un  plan  horizontal  X ,  qui  coupe  le  plan  P 
suivant  l'horizontale  R ,  et  achevons  par  rapport  à  cette  horizontale  la  construc* 
tion  effectuée  ci  -  dessus  par  rapport  à  la  ligne  de  terre ,  en  portant  seulement  [  l 
àvL  point  m' à  la  projection  verticale  R**  de  l'horizontale ,  nous  obtiendrons  les  deux 
droites  D  et  B,  qui  satisfont  toutes  deux  à  la  question. 
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3*  Ekifia,  on  peut  résoudre  la  wérne  question,  ^en  rabattant  le  plan  P  {fig.  USO) 
sur  le  plan  horizontal ,  ou  en  le  prenant  pour  Tun  des  plans  de  projection ,  et  oda 
par  Tune  des  quatre  méthodes  connues  (  n""  76  )  ;  «ous  n'^Léoiiiei'ons  ici  que  la 
seconde;  il  sera  facile  de  tracer  les  épures  des  trois  autres.  Le  point  m  vient  se  rat-- 
battre  en  su',  décrivant  de  ce  point  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  /  un  arc 
de  cercle  qui  coupe  H*  en  j;  et  y ,  joignant  ces  points  a:  et  y  avec  m^,  on  aura  les 
projections  horizontales  B^  et  D^  des  droites  B  et  D  qui  satisfont  k  la  question ,  on 
en  conclut  facilement  leurs  projections  verticales  (  n**  28  ). 

434.  On  résoudrait  ainsi  la  question  suivante,  savoir  :  Mener  du  point  m  à  une 
droite  donnée  de  position  une  droite  de  longueur  donnée;  car  il  suffirait  de  faire  passer 
un  plan  par  la  droite  donnée  et  par  le  point  m ,  de  rabattre  ce  plan ,  d'y  rapporter 
le  point  m  et  la  droite  donnée ,  de  construire  la  droite  demandée  sur  ce  plan  ra- 
battu et  de  revenir  ensuite  aux:  prqjections  de  cette  droite. 

Enfin ,  on  résoudrait  de  la  même  manière  le  problème  :  Mener  par  un  point  dornu* 
m  une  droite  qui  fasse  un  angle  dotmé  avec  la  trace  liorizontale  ou  toute  autre  droite 
du  pian  P. 

435.  Pqoblème  36.  Trouver  la  plus  courte  disiancs  éun  point  à  une  droUe.  C'est 
construire  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  snr  la  droite. 

4*  On  pourra  donc  résoudre  ce  problème,  en  faisant  passer  un  plan  P  parla  droite 
donnée  D  et  le  point  donné  m,  rabattant  leplanP  sur  le  plan  horizontal  (n''76),  puis 
abaissant  de  m  une  perpendiculaire  N'  sur  D',  on  aura  la  distance  demandée;  si 
Ton  veut  avoir  les  projections  de  N'  sur  les  plans  primitifs,  oo  reportera  le  point 
x'y  intersection  de  N'  et  D',  en  x  sur  D  et  par  un  mouvement  en  sens  contraire  du 
rabattement. 

2^  Au  lieu  de  rabattre  le  plan  (D,m)  (Jig.  121  )  sur  le  plan  horiacontal,  on  peut 
le  faire  tourner  autour  de  Tune  de  ses  horizonlaJes  A  jusqu'à  ce  qu'il  soit  devenu 
horizontal  ;  nous  ferons  passer  rhorizontale  par  le  point  m,  donc  A"  passera  par 
m"  et  sera  parallèle  à  LT,  elle  rencontrera  D"  en  un  point  b" ,  d^oà  l'on  conclut  à" 
et  par  suite  A^.  Pour  faire  tourner  le  plan  (D,m}  autour  de  A  comme  axe,  il  faut 
d*abord  prendre  un  nouveau  plan  vertical  de  projection  L'T'  perpendiculaire  à  cet 
ax^  (n''  73)»  nous  trouverons  sui'  ce  plantes  projections  m"'  et  D"'  ;  il  est  visible  que 
les  points  m*''  et  b""'  coïncideront  avec  le  point  A"",  projection  verticale  de  l'axe  ;  on 
voit  aussi  que  la  droite  ^a*'  sera  la  trace  horizontale  H'  du  plan  P.  Faisanl  ensuite 
tourner  la  droite  D  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  devenue  horizontale,  le  point  6  restera 
invariable,  la  projection  verticale  devra  ôtne  parallèle  à  L'T'  et  passer  par  6^.  Pour 
avoir  la  projection  horizontale,  nous  prendrons  surD  un  point  quelconque  n,  qui, 
pendant  la. rotation,  décrira  nn  cercle  C  et  viendra  se  plaoer  après  la  rotation  en 
n';  joignant  n!^  avec  ^  nous  aurons  D'^.  Sî,  maintenant,  on  abaisse  de  m*  une 
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perpendicalaii*e.K'  sur  D'^,  elle  donnera  eayraîe  longueur  la  dîslatu;e  du  poiat  m  à 
kl  droite  D  ;  sîToa  veirf.  avoir  les  projectims  sur  les  plana  primitil&de  la  plus  courte 
dJâtance,  nous  remarquerous  que  la  perpeodicttlaire  N'  reftconlre  D'^  eu  ua  poiot  x^^ 
d'où  Tou  coudLoJt  x^  par  une  parallèle  à  L'I',  puis  ou  aura  Qf\  ei  joigoani  le»,  pra- 
jection^  du  point  x  à  celle»  du  p'oîut  m,  nous  aavoB&  en  vtai^  et  en  i«^oi?  tes  pro<- 
jections  de  la  plus  courte  distance  N ,  dout  ou  a  la  véritable  grandeojr  eftI<'=f»V*. 
Remarquons  que ,  si  Ton  prend  sur  le  plan  vertical  L'T'  les  projections  a:'*''  et 
0^*  des  points  a;'  et  x ,  on  doit  avoir ,  comme  vérifications  de  Texactitude  de  la 
figure  : 

i»f 'x'«^  =  m" V    et    M;«''  =  ta:*'. 

3""  On  peut  résoudre  aussi  ce  problème  par  deux,  changements  de  plans ,  ou 
deux  mouvements  de  rotation  ;  pour  cela  remarquons  que  si  la  droite  D  Qî^;.  f  22} 
était  perpendiculaire  au  plan  horizontal,  la  normale  N  serait  horizontale,  et  par 
conséquent  égale  à  sa  projection  horizontale  (n**  56  ,  l"")  ;  îT  faut  donc  la  ramener 
dans  cette  position  particulière.  On  y  parviendra  en  prenant  d^^abord  un  plan  vertî- 
tfcal  parallèle  à  D  ou  passant  par  cette  droite ,  puis  un  plan  horizontal  perpendi- 
culaire à  D;  N'^"  sera  la  distance  demandée.  Pour  revenir  ensuite  aux  projections 
de  la  droite  N  sur  les  plans  primitifs ,  on  remarquera  que  N*'  dort  être*  parallèle  à 
L'T^,  elle  rencontre  D  en  un  point  x,  dont  on  trouve  de  suite  la  projection  hori- 
zontale X*,  on  en  concFut  o^  d'où  résultent  N*  et  N*.  Ou  exécutera  facilement  la 
figure  ou  épure  en  employant  t*  dieux  mouvements  de  rotation  ou  2*  un  mouve^ 
ment  de  rotation  et  un  changement  de  plan  de  projection. 

4"*  Après  avoir  changé  de.  pian  vertical  de  projectioiiL,  pour  r^uire  la  droite  D 
parallèle  à  ce  noiaveau  plaia^  nous  pouvoofi  renuirquer  que  la.  normale  N  et  la 
droite  D  étant  p8rpeBdkiiilaiFe&  entre  elles  dans  l'espace ,.  et  Tuoe  d'elles  D  étant 
parallèle  au  plani  vertical  L'T'^  lenrs  projections  verticales  N.""'  et  D*"'  doivent  être 
perpeodiculâîres  entire  elles  ^  boiis  taèiieroiie  doue  par  le  point  mf  '  une  perpendie»- 
laire  flor  D  ^  ce  sera  ^\  elle  vaieontre  I>  ea  un  point  x  dont  nous  eonsAraisona  la 
projection  horizontale  x^  sur  D^^  puis  la  projection  verticale  x^  suc  D'',,  et  joignant 
Q^  avec  vij,  oS*  avec  v^y  nous  aurons,  les  j^ojeçtiona  N'^  et  N"  da  la  plua  courte  dis- 
tance demandée.  Il  reste  à  en  trouver  la  vraie  longueur,,  ce  qui.  est  facile  en.  vertu 
de  ce  qui  a  été  dit  (uM  31). 

5*  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  m  sur  la  droite  D  (/gr.  <  23  )  est  située 
sur  un  pîah  P  perpendiculaire  à  I>,  et  passant  par  le  point  m  ,•  nous  construirons 
donc  ce  plan  (u**  83).  Cherchant  ensuite  rîntersectfott  x  de  ht  droite  B  et  dcr  plan  P 
au  moyen  d'un  plan  auxiliaire  X  (nM  1 0)^  et:  joigKant  xmr  M«s^  aoronv  la  dlboite 
demandée ,  doat  aouB  t«oavereaa  la  vésitabte  gr^^^or  en  N^*"  (if  i3A  ^â^''}. 
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On  pourrait  faire  passer  le  plan  aaxiliaire  X  par  ie  point  m  y  son  intersection  N 
avec  le  plan  P  ne  serait  autre  que  la  droite  demandée,  dont  la  portion  xm  est  la 
distance  du  point  m  à  la  droite  D.  On  construirait  ensuite  la  véritable  grandeur  de 
cette  distance  en  N'^.  Si  les  traces  du  plan  auxiliaire  X  ne  sont  pas  dans  les  limites 
du  dessin ,  on  le  considérera  comme  donné  par  les  droites  D  et  D' ,  et  Ton  cher- 
chera sou  intersection  avexî  le  plan  P  (n"*  1 H  ). 

136.  Problême  37.  Trouver  la  plus  courte  distance  dtun  point  à  un  plan.  V  Cette 
distance  est  mesurée  par  une  perpendiculaire  N ,  abaissée  du  point  donné  m  sur  le 
plan  donné  P;  or,  les  projections  N^etN"  sont  respectivement  perpendiculaires  à 
H'  et  à  V  (n"*  81)  ;  elles  sont  donc  connues.  Cherchant  Tinterseclion  x  de  la  nor- 
male N  et  du  plan  P  (n""  1 19),  la  portion  mx  de  cette  droite  exprimera  la  distance 
démandée.  On  exécutera  facilement  la  figure. 

2^  Si  le  plan  P  était  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  le  point  x  aurait  sa  pro- 
jection verticale  x"  sur  V  (n**  56,  2*),  de  plus  la  normale  N  serait  parallèle  au 
pian  vertical ,  et  par  conséquent  égale  à  sa  projection  verticale  N%  c'est  pourquoi 
nous  nous  ramènerons  à  ce  cas  particulier  par  un  changement  de  plan  vertical  de 
projection  comme  on  peut  le  lire  facilement  sur  làjig.  (1 24). 

3"^  On  pourrait  aussi  employer  à  cet  effet  un  mouvement  de  rotation  comme  le 
représente  la  fig.  1 25  ,  dans  laquelle  pour  simplifier  les  constructions  nous  avons 
fait  passer  l'axe  A  par  le  point  donné  m.  En  revenant  aux  projections  primitives , 
on  trouve  séparément  a/"  et  x*",  ces  deux  points  doivent  donc  être  sur  une  même 
perpendiculaire  à  LT  (n*  8);  ce  qui  sert  à  vérifier  l'exactitude  des  constructions. 

137.  PaoBLiME  38.  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  non  situées  dans 
le  même  plan.  Si  l'une  des  droites  A  {fig.  126)  était  perpendiculaire  au  plan  hori- 
zontal ,  la  plus  courte  distance  N  serait  horizontale  et  par  conséquent  égale  à  N*. 
De  plus  N'^  sera  dans  ce  cas  perpendiculaire  à  B^  projection  horizontale  de  la  se- 
conde droite  donnée  B,  puisque  N  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  Y  passant 
par  la  droite  B  dont  la  projection  B'^  est  en  même  temps  la  trace  horizontale  H''  ;  on 
obtiendra  donc  facilement  cette  plus  courte  distance. 

On  peut  se  ramener  à  ce  cas  particulier  par  plusieurs  opérations  :  1*  par  deux 
changements  de  plan  de  projection  ; 

2*  Par  un  changement  de  plan  et  un  mouvement  de  rotation  ; 

3°  Par  un  mouvement  de  rotation  et  un  changement  de  plan  de  projection  ; 

4""  Par  deux  mouvements  de  rotation  ; 

Nous  allons  les  exposer  successivement. 

1  ""  Soient  A  et  B  {fig.  1 27)  les  deux  droites  dont  on  cherche  la  plus  courte  dis- 
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tance;  pour  ramener  la  droite  A  dans  la  position  précédente,  il  fant  choisir  nn 
nouveau  plan  horizontal  perpendiculaire  à  A;  mais  ce  plan  ne  serait  pas  perpendi- 
laire  au  plan  vertical  {prbnhif)  de  projection ,  c'est  pourquoi  il  faut  prendre  d'a- 
bord un  nouveau  plan  vertical  de  projection  parallèle  à  celle  même  droite  A  ;  pour 
plus  de  simplicité,  nous  choisirons  son  plan  projetant,  alors  L'T'  coïncidera  avec 
A*;  nous  en  déduirons  les  projections  verticales  A  et  B"  (n""  46).  Nous  prendrons 
ensuite  un  nouveau  plan  horizontal  de  projection  perpendiculaire  à  A,  en  menant 
L''T"  perpendiculaire  à  A ,  nous  trouverons  A**"  et  B*"  ;  puis  abaissant  de  A'^"  la 
perpendiculaire  N*"  et  B*",  ce  sera  la  plus  courte  distance  demandée  ;  elle  se  ter- 
mine sur  A  et  B  aux  points  y  et  Xy  dont  on  trouvera  successivement  les  projections 
/"  et  a^'\  t/*'  et  x*",  y"  et  a/',  enfin  y''  et  x\  Par  suite  on  aura  N*  et  N^      ' 

2**  Après  avoir  changé  comme  ci-des^sus  de  plan  verlical  de  projection  on  peut 
faire  tourner  le  système  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  ce  nouveau  plan  verti- 
cal ,  jusqu'à  ce  que  la  droite  A  soit  devenue  perpendiculaire  au  plan  horizontal 
qui  ne  change  pas.  Pour  cela  il  conviendra  de  mener  l'axe  dé  rotation  par  un  point 
de  la  droite  A;  cette  droite  étant  venue  dans  sa  nouvelle  position  A'  après  avoir 
décrit  l'angle  a,  il  faut  faire  tourner  la  droite  B  du  même  angle  a  (n**  61)  pour 
l'amener  en  B';  la  perpendiculaire  N'*  abaissée  du  point  A'*  sur  la  droite  B'^sersT la 
plas  courte  distance  demandée;  remarquons  que  N'"'  est  parallèle  à  LT;  ayant 
oblenu  les  points  x'  et  y'  en  lesquels  la  plus  courte  distance  N'  coupe  B'  et  A',  on 
ramènera  ces  points  sur  les  droites  B  et  A  »  en  a;  et  y,  ce  qui  donnera  les  projec- 
tions N'^  et  N"  de  la  plus  courte  distance  N. 

3*  Si  nous  faisons  tourner  les  droites  A  et  B  autour  d'un  axe  vertical  coupant  A, 

« 

jusqu'à  ce  que  cette  droite  A  soit  venue  danr  une  position  A'  parallèle  au  plan  verlical 
de  projectio*,  elle  aura  décrit  un  angle  «;  faisaut  donc  décrire  à  la  droite  B  le 
même  angle,  elle  viendra  prendre  une  position  B'(n^  59).  Si  ensuite  nous  choisis- 
sons un  nouveau  plan  horizontal  de  projection  perpendiculaire  à  A,  la  nouvelle 
ligne  de  terre  L'T'  devra  être  perpendiculaire  à  A'"*,  la  projection  horizontale  de  la 
droite  A'  sera  en  un  seul  point  A'*';  nous  trouverons  aussi  B'*'  (n**  46).  La  plus 
courte  distance  demandée  sera  donc  la  perpendiculaire  N'*',  abaissée  du  point 
A'*'  sur  la  droite  B'*'.  Nous  reviendrons  comme  précédemment  aux  projections  N* 
et  N*'  de  la  plus  courte  distance  N. 

4*  Pour  résoudre  le  problème  par  deux  mouvements  de  rotation ,  nous  feron» 
d'abord  tourner  le  système  des  droites  A  et  B  autour  d'un  axe  vertical,  comm« 
dans  le  cas  précédent  pour  les  amener  en  les  positions  A'  et  B';  puis  nous  ferons 
tourner  le  système  des  droites  A'  et  B'  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plaiï 
vertical,  comme  dans  le  quatrième  cas. 

U  est  évident  qu'on  pourrait  également  ramener  la  droite  A  à  être  perpendicu- 

11 
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laire  an  plan  vertical ,  en  la  rendant  d*al)ord  parallèle  an  plan  iiorizonta).  Il  ^era  fa- 
cile d'exécater  les  figures  de  tous  ces  cas. 

5*  On  peut  encore  résoudre  directement  le  problème  de  la  plus  courte  distance 
entre  deux  droites ,  sans  changer  ia  position  où  elles  ont  été  données  et  en  con- 
servant lés  plans  primitifs  de  projection.  Pour  cela ,  rappelons  d'abord  que  l'on 
démontre ,  en  géométrie  élémentaire ,  qu'on  peut  toujours  mener  une  perpendi-- 
culaire  commune  à  deux  droites  A  et  B  {fig.  128)  non  situées  dans  un  même 
plan  5  qu'on  n'en  peut  mener  qu'une,  et  que  cette  perpendiculaire  est  la  droite  la 
plus  courte  qui  joigne  un  point  de  A  à  un  point  de  B.  On  a  vu  que  la  construction 
consiste  à  mener  par  un  point  m  de  B  une  droite  A'  parallèle  à  A  ;  à  faire  passer 
par  A'  et  B  un  plan  qui  est  parallèle  à  A  ;  à  abaisser  par  un  point  quelconque  n  de  A 
une  perpendiculaire  K  sur  ce  plan  (B,A');  à  faire  passer  un  second  plan  par  les 
droites  A  et  K  ;  à  chercher  l'intersection  I  des  plans  (B,  A')  et  (A,  K)  ;  enfin  à  mener 
par  le  point  x ,  intersection  de  I  et  B,  une  droite  N  parallèle  à  K  et  rencontrant  A  en 
un  point!/;  cette  droite  N  mesure  la  plus  courte  distance  demandée.  Ce  sont  toutes 
ces  constructions  qu'il  faut  exécuter  par  le  secours  des  projections. 

Soient  Aet  B  {fig.  129)  les  droites  données,  prenons  un  point  quelconque  wi  sur 
B  et  par  ce  point  menons  une  droite  A'  parallèle  à  A  ;  A'*  sera  parallèle  à  A*,  et 
A'**  sera  parallèle  à  A**;  faisons  passer  un  plan  P  par  A'  et  B,  H'  passera  par  les  traces 
horizontales  a  et  b  de  ces  droites ,  et  V  passera  par  leurs  traces  verticales  «  et  p  ; 
prenons  ensuite  un  point  quelconque  n  sur  A  et  de  ce  point  abaissons  une  perpen- 
diculaire K  sur  le  plan  P  ;  K*  sera  perpendiculaire  à  H'  et  K*"  sera  perpendiculaire 
à  V';  faisons  passer  un  plan  Q  par  les  droites  K  et  A,  H*  passera  par  leurs  traces 
horizontales  A*  et  a,  et  V*  par  la  trace  verticale  a  et  par  le  point  où  H"  rencontre 
LT  ;  les  traces  de  l'intersection  I  de  ces  plans  P  et  Q  sont  en  peiq;  cAte  droite  I  est 
donc  connue,  et  comme  elle  est  parallèle  à  A ,  il  faut,  si  les  opérations  graphiques 
sont  exactes  que  I*  soit  parallèle  à  A*  et  V  à  A''  ;  enfin  cette  intersection  1  coupe  B  en 
un  point  x,  d'où  l'on  mènera  la  droite  N  parallèle  à  K  jusqu'à  sa  rencontre  y  avec  A  ; 
et  l'on  aura  en  N  la  plus  courte  distance  demandée.  Nous  aurons  la  véritable  lon- 
gueur de  cette  plus  courte  distance  N  en  la  faisant  tourner  autour  d'un  axe  vertical 
passant  par  le  point  i/,  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  venue  dans  la  position  N'  parallèle  au 
plan  vertical  de  projection ,  de  sorte  que  sa  vraie  longueur  sera  donnée  par  W". 

La  construction  générale  précédente  n'est  pas  toujours  possible,  car  il  peut 
arriver  que  les  traces  du  plan  P  n'aient  aucun  point  dans  les  limites  du  dessin , 
mais  comme  on  n'en  a  besoin  que  pour  mener  la  normale  K  au  plan  P,  on  peut 
substituer  à  H'  une  horizontale  quelconque  que  l'on  obtient  en  coupant  le  système 
des  droites  A  et  B  par  un  plan  horizontal ,  et  pareillement  on  peut  substituer  à 
y*  une  verticale  du  plan  P  que  Ton  obtient  de  m^e  en  coupant  le  système  de  ces 
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droites  par  an  plda  parallèle  au  plan  vertical.  On  peut  aussi  considérer  le  plan  Q 
comine  suffîsamm^t  ^onné  par  les  droites  Â  et  K. 

Mais  il  pourrait  arriver  que  la  normale  commune  sortit  des  limites  du  dessin, 
on  ne  pourrait  alors  la  trouver  qu'en  se  ramenant  au  cas  particulier  considéré  dans 
les  premières  solutions'' données  ci-avant;  de  plus,  par  les  quatre  méthodes  que 
nous  avons  exposées  tout  d'abord,  on  pourra  trouver  la  plus  courte  distance  des 
deux  droites,  tant  que  les  projections  de  cette  plus  courte  distance  ne  sortiront  pas 
des  Iia4te6  du  dessin,  car  on  peut  choisir  les  nouveaux  plans  de  projection  ou  les 
axes  de  rotation  de  manière  que  les  projections  des  droites  A  et  B  soient  reportées 
aux  extrémités  de  la  feuille  de  dessin. 

Ces  méthodes  sont  encore  préférables  sous  le  point  de  vue  graphique,  en  ce  que, 
dans  les  changements  de  plans,  on  n'a  que  des  ouvertures  de  compas  à  porter  et 
des  perpendiculaires  aux  lignes  de  terre  à  tracer  ;  et  dans  les  mouvements  de  rota- 
tion, les  lignes  que  Ton  doit  construire  se  coupent  toujours  sous  des  angles  droits. 

1 38.  Problème  39.  Étant  données  une  droite  A ,  la  projection  horizontale  B^  d'une 
seconde  droite  B,  et  celle  N'^  de  la  plus  courte  distance  N  entre  A  et  B,  trouver  les  pro^ 
jections  verticales  W  et  N**  des  droites  B  eiN^  et  la  vraie  grandeur  de  la  droite  N.  La 
plus  courte  distance  devant  être  perpendiculaire  à  la  droite  A,  qu'elle  rencontre 
en  un  point  x  connu ,  nous  déterminerons  N**  par  la  méthode  exposée  précédem- 
ment (n**  86) ,  puis  cette  même  droite  N  devant  aussi  être  perpendiculaire  à  la  droite 
B,  qu'elle  rencontre  au  point  y  actuellement  déterminé,  la  même  méthode  nous  fera 
trouver  B^  Enfin,  connaissant  les  extrémités  a:  et  i/  de  la  plus  courte  distance  N 
entre  les  droites  A  et  B,  nous  en  conclurons  sa  véritable  grandeur  (n°  131). 

139.  Problème  40.  Étant  données^  une  droite  k^  la  projection  horizontale  B^  d* une 
seconde  droiée  B,  la  vrcde  longueur  de  la  plus  courte  distance  N  entj^e  tes  deux  droites  A 
et  B,  ainsi  que  le  point  x  oà  elle  rencontre  la  droite  donnée  A,  trouver  la  projection  ver- 
ticale B*"  de  la  droite  B,  et  les  deux  projections  de  la  plus  courte  dislance  N  (fig.  1 30).  La 
droite  N  devant  être  perpendiculaire  à  A  sera  située  dans  un  plan  P,  mené  par  le 
point  X  perpendiculairement  à  cette  droite  A  (n""  85)  ;  si  nous  rabattons  ce  plan  P 
sur  le  plan  horizontal,  le  point  x  viendra  en  x,  et  la  droite  N  sera  l'un  des  rayons 
d'une  circonférence  de  cercle  C  décrite  du  point  x  comme  centre  et  avec  un  rayon 
égal  à  la  longueur  donnée  de  la  droite  N.  Si,  en  supposant  la  droite  N  entraînée 
dans  le  mouvement  du  plan  P,  on  connaissait  la  position  qu'elle  occupe  actuelle- 
ment ,  sa  nouvelle  trace  horizontale  devrait  se  trouver  sur  le  cercle  C,  et  ferait 
connaitre  la  position  de  la  droite  N';  on  aurait  donc  le  point  y',  d'où  Ton  conclurait 
le  point  y  ;  mais  puisque  ce  point  y  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  la  droite  B  et  sur 
la  eircoaféreiice  rabattue  en  G',  cherdioas  la  projection  C^  de  cette  circonférence, 
die  coupe  B'^  en  deux  points  y^  et  2^,  qui  sont  les  projections  horizontales  de  deux 


points,  salisfâisanl  à  la  question  proposée;  nous  aurons  donc  les  deux  projections 
horizontales  N'^  et  K*,  d*où  nous  conclurons  N**  et  K",  et,  py  suite,  nous  connaî- 
trons if  et  a**;  il  n'y  aura  plus  qu'à  déterminer  B"  de  manière  à  ce  que  la  droite  B, 
passant  par  le  point  a;,  soit  perpendiculaire  à  N  ;  ou  bien  nous  déterminerons  D"*  de 
manière  à  ce  que  la  droite  D  passant  par  le  point  z  soit  perpendiculaire  à  K  (n*  86), 
et  les  droites  ÎB  et  D  satisferont  à  la  condition  d'avoir  pour  projections  horizon- 
tales la  même  droite  B*,  et  d'être  à  la  distance  donnée  de  la  droite  A» 

440.  La  construction  de  la  courbe  C^  ne  peut  ici  se  faire  que  par  pointa^  nous 
verrons  plus  loin  que  cette  courbe  est  une  ellipse,  et  que,  par  conséquent,  elle  ne 
peut  couper  B*  qu'en  deux  points. 

Si  le  point  x  n'était  pas  donné,  on  pourrait  le  prendre  partout  où  l'on  voudrait 
sur  la  droite  A ,  et  répétant  pour  chacun  de  ces  points  x la  construction  précé- 
dente, on  obtiendra  une  série  de  plans  P parallèles  entre  eux,  les  cercles  C 

égaux  entre  eux  formeront  donc  une  surface  cylindrique  de  révolution  ayant  pour 
axe  la  droite  A.  Tous  les  points  de  B*,  compris  dans  la  projection  horizontale  de 
cette  surface  cylindrique,  pourront  représenter  le  point  if.  Nous  reviendrons  dan» 
un  autre  endroit  de  ce  cours  sur  ce  problème,  pour  la  résolution  complète  duquel 
nous  n'avons  pas  encore  acquis  les  connaissances  nécessaires.  Mais  si  nous  l'avons 
présenté  ici,  c'est  pour  faire  comprendre  la  nécessité  d'étudier  ce  qui  est  relatif 
aux  courbes  et  aux  surfaces  avec  tous  les  développements  nécessaires,  ainsi  que 
nous  l'avons  fait  pour  le  point,  la  droite  et  le  plan« 

140  [bis).  Remarque,  au  sujet  des  problèmes  relatifs  :  l''  aux  angles  que  font 
entre  eux  les  droites  et  les  plans,  et  ^  aux  plus  courtes  distances  entre  les  points, 
les  droites  et  les  plans. 

La  méthode  du  changement  des  plans  de  projections  n'est  pas  une  innovation , 
les  anciens  appareilleurs  et  charpentiers  en  faisaient  un  fréquent  usage.  On  ne  peut 
ignorer  que  dans  les  applications  on  a  sans  cesse  besoin  de  faire  des  coupes;  or, 
qu'est-ce  qu' une  cowpe,  si  ce  n'est  un  changement  de  plan  de  projection. 

En  fortification  et  en  coupe  des  pierres,  on  est  sans  cesse  obligé  de  recourir  à  ce 
que  Ton  appelle  le  plan  de  profil  ^  or  le  plan  de  profil  n'est  autre  chose  qu'un  nou- 
veau plan  vertical  de  projection  auquel  on  est  obligé  de  rapporter  la  position  du 
système  donné  dans  l'espace ,  pour  pouvoir  résoudre  avec  plus  de  facilité  certains 
problèmes  proposés  sur  ce  système. 

Quand  il  s'agit  :  1*  de  l'angle  de  deux  plans,  ou  2*  de  l'angle  d'une  droite  et 
d'un  plan,  il  est  souvent  préférable  de  chercher  dans  ]e premier  problème  Y an^]e  de 
deux  normales  aux  plans  donnés,  et  dans  le  second  problème  l'angle  de  la  droite 
donnée  et  d'une  perpendiculaire  au  plan  donné;  mais  ne  donner  que  ce  seul  mode 
de  solution  ne  me  parait  pas  être  une  bonne  chose  dans  l'enseignement.  11  faut 
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cohnaitre  toutes  les  méthodes  qa'il  est  possible  d'employer  pourla  solution  d'an 
problème  posé  en  toute  sa  généralité,  et  il  faut  ensuite  savoir  chercher  entre  toutes 
les  méthodes  celle  qui  doit  êtpe  préférée  dans  le  cas  particulier  que  Ton  a  à  ré- 
soudre; les  données  du  problème  doivent  déterminer  ce  choîlk. 

Quant  au  problème  de  la  plus  courte  distance  entre  deux  droites,  je  dirais  :  La 
méthode  donnée  par  Monge  ,  dans  son  traité  de  géométrie  descriptive,  n'a  été  em- 
ployée par  lui  que  pour  montrer  comment  la  géométrie  descriptive  pouvait  calquer 
les  constructions  graphique»  successives  sur  la  marche  analytique,  suivie  en  algèbre 
pour  résoudre  un  problème  de  géométrie. 

Il  n'a  opéré  ainsi  que  pour  faire  voir  l'accord  parfait  qui  existe  entre  la  langue 
algébrique  et  la  langue  graphique. 

Mais  on  aurait  très-grand  tort  de  conclure  de  là  que  la*  géométrie  descriptive  ne 
peut  que  construire  graphiquement  les  résultats  géométriques  fournis  par  Y  analyse. 
Cest  une  grave  erreur  qui  a  eu  cours  assez  longtemps ,  et  trop  longtemps  pour  l'in- 
térêt des  services  publics ^  et  dont  ont  gémi  les  véritables  ingénieurs,  les  seuls  qui 
comprenent  bien  toute  la  puissance  et  toute  l'ulilitéde  la  géométrie  descriptive^  géo- 
métrie nouvelle  qui,  depuis  Monge  et  grâce  à  lui,  doit  être  reconnue  comme 
étant  une  véritable  science.  Ne  l'oublions  pas,  il  y  a  l'art  des  projections;  c'est  ce 
que  savaient  et  pratiquaient  admirablement  les  anciens  constructeurs  de  nos  églises 
gotkiques  ;  mais  depuis  Monge  ,  il  y  a  /a  science  des  projections ,  que  tout  ingénieur 
doit  savoir  et  pratiquer. 


CHAPITRE    ÎV. 


DES   ANGLES   TRIÈDRES   ET   DES  PYRAMIDES. 


441.  Problème  général.  Étant  donné  un  angle  trièdre ^  Jrouver  par  une  construe^ 
tion  plane  les  plans  et  les  angles  dièdres  qui  la  composent. 

Prenons  une  des  faces  de  l'angle  trièdre  pour  plan  horizontal  (en  supposant 
cette  face  prolongée  indéfiniment),  puis  coupons  cet  angle  par  un  plan  vertical 


qoelconcpie,  de  sorte  que  les  planB  des  deax  anirei  faces  soient  P  et  Q  (fiy.  1  SI  ) 
et  l^iir  iutersectioQ  I;  Tan  des  an^es  plans  sera  demie  en  A  (angle  (fae  (orA 
entre  elles  les  drok^  H'  et'H^),  nous  aurons  les  demc  autres  angles,  celui  qneibnt 
entre  elles  le^  droites  I  et  ^H'  et  celai  que  font  entre  elfes  les .  droites  I  et  H^  en  rabat- 
taiit  les  deux  faœs  P  et  Q  sor  le  fdan  horisontal  (  n"*  76  )  en  les  faisant  tourner  res- 
pectivement autour  de  leur  traoe  horizontale,  savoir  :  H'  et  H*^.  Nous  prendroB>s 
les  nouveaux  plans  verticaux  de  ppojections  passant  par  la  trace  verticale  b  de 
rintersection  I ,  de  sorte  qoe  les  lignes  de  terre  L'T'  et  L"T'  passeront  Tune  et 
l'autre  par  bf"  projection  horizontale  de  la  trace  verticale  b  de  Tintersection  I; 
cette  intersection  I  se  rappoFte  sur  les  plans  rabattus  en  V  et  en  I".  Il  est  évident 
que  ab'=:ab'\  puisc^ue  ces  deux  longueurs  représentent  égaleHient  la  portion  ab 
de  rintersection  I.  Si  Ton*  tire  des  droites  pb'  et  qb'\  elles  représentent  les  traces 
verticales  pb  et  qb  déjà  données  en  véritable  grandeur  :   on  doit  donc  avoir 

pb'  =  pb  et  qb"^=:qb.  Il  est  évident  qu'on  a  les  trois  angles  plans  A  =  paq,  "B^zpab'j 

C  =  qab".  Le  plan  P  étant  perpendiculaire  au  plan  vertical  L'T'  et  Q  au  plan  L"T", 
les  angles  de  ces  plans  avec  le  plan  4iorizontal  ou  les  angles  dièdres  7  et  (3  sont 

donnés  respectivement  en  6pV  et  bfl'b*".  Il  reste  à  trouver  l'angle  a,  que  font  entre 
elles  les  faces  B  et  C  ;  mais  cet  angle  est  mesuré  par  l'angle  de  deux  perpendiculaires 
passant  par  un  même  point  de  la  droite  I  et  tracées  dans  chacun  des  deux  plans  P  et.Q  ; 
ces  perpendiculaires  rapportées  sur  ce  s  plans  rabattus  seront  perpendiculaires  à  l' et  V 
et  en  des  points  m  et  m''  également  distants  du  point  a  trace  horizontale  de  la  droite 
I;  elles  vont  rencontrer  H"  et  H"  aux  points  a;  et  y  ;  si  on  joint  ces  deux  points,  il  est 
clair  que  la  droite  xy  représentera  la  trace  d'un  plan  perpendiculaire  à  I;  elle  doit 
donc  être  perpendiculaire  à  P;  et  si  l'on  rabat  ce  plan  autour  de  sa  trace  xy,  le 
sommet  de  l'angle  cherché  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  dont  I*  serait  la  trace,  ses 
côtés  se  rabattront  en  véritable  grandeur  :  donc  si  des  points  x  et  t/,  avec  les  rayons 
xm  et  ym\  on  décrit  des  arcs  de  cercle,  ils  devront  se  croiser  en  un  point  s  situé 

sur  P  que  l'enjoindra  aux  points  x  et  y,  et  ysx  sera  l'angle  a  demandé. 

142.  Ce  problème  général  établi,  il  est  facile  de  résoudre  les  divers  problèmes 
particuliers  sur  l'angle  trièdre  :  ils  sont  au  nombre  de  six.  Nommant  toujours  A,  B,  C 
les  trois  angles  plans ,  et  a,  (3,  y  les  angles  dièdres  qui  leur  sont  respectivement 
opposés,  on  peut  avoir  les  six  combinaisons  suivantes  : 


données.  ineonnses. 

A,  B,  c «,  p,  T 

A,  B,  7 «,  P,  C 

A.,  B.J  p «,  ï,  C 


données.  inconnoes. 

«,  p,  T A,  B,C 

«,?.€••••• A,  B,  T 

«,1f,  C A,  B,  # 
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Les  trois  derniers  cas  se  rainèaent  aux  .trois-  premiers  ^  an  moyen*  de  Fan^e 
•  Irièdre  supplémentaire.  On  sait  en  effet,  (^e,  si  d'un  point  ppis  dans  Tintéri^ir  * 
d'un  angle  trièdre  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  faces  de  cet  angle  et  que 
l'on  fasse  passer  des  plans  par  ces  droites,  on  forme  un  second  angle  trièdre  dont 
les  angles  plans  sont  les  suppléments  des  angles  dièdres  opposés  dxvïrièdre  proposé, 
et  dont  les  angles  dièdres  sont  les  supplément^  des  angles  plans  opposés  de  ce  même 
trièdre  proposé.  C'est  cette  relation  qui  a  fait.donaer  à  ces  deux  angles  trièdres 
le  nom  d'angles  trièdres  supplémentaires.  .         ' 

D'après  cela ,  nommant  A',  B'^  C  les  angles  plans ,  et  <%',  PS  y  l^s  angles  diè- 
dres  du  second  angle  trièdre,  on  aura  :. 

A'=1»0''  — a,B/=180:— P,G'=180r— y; 
a'=180'  — A,  P'  =  180*^  — b/y'^ISO*»— C. 

Donc  si  r.on  donne,  par  exemple,  a,  |3,'  7,  on  en  conclura  les  angles  plans  A',  B',  C^ 
à  l'aide  desquels  on  déterminera  ûl\  Çj\  7',  comme  nouis  allons  l'indiquier,  puis  on 
en  conclura  A,  B,  C.  Il  en  serait  de  môme  des  deux  autres  cas.  Avec  ce  que  nous 
savons,  Ton  peut  directement  et  sans  employer  l'angle  trièdre  supplémentaire,  rér 
soudre  cinq  des  six  problèmes  proposés,  mais  celui  où  l'on  donne  les  trois  angles 
dièdres  est  le  seul  qui  échappe  aux  méthodes  enseignées  précédemment  ;  nous  le 
résoudrons  ailleurs, 

143.  Problème  1.  Étant  donnés  les  trois  angles  plans  y  qui  composent  un  angle 
trièdre ,  trouver  les  trois  angles  dièdres. 

1°  Nous  prendrons  toujours  le  plan  de  Tune  des  faces  pour  le  plan  horizontal , 
les  côtés  del'angle  A  (/y.  1 32)  situé  sur  celte  face  (supposée  prolongée  pour  former 
le  plan  horizontal  de  projection  )  représenteront  les  traces  horizontales  H"  et  H'^ 
des  plans  des  deux  autres  faces,  que  nous  supposerons  rabattues  sur  le  plan  • 
horizontal  et  en  les  angles  B  et  C,  placés  de  part  et  d'autre  de  l'angle  A  (n**  i41). 
Leur  intersection  sera  donnée  en  V  et  I"  et  an  point  quelconque  b  de  cette  intersec-  . 
tion  se  sera  porté  sur  V  et  I"  à  la  même  distance  du  point  a  ;  si  donc  on  prend 
ab^-zziab''  et  que  par  U  et  b"  on  mène  des  perpendiculaires  à  H''  et  H',  ce  seront  les 
lignes  de  terre  L'T'  et  L"T"  du  problème  général  (  n**  141);  elles  se  croisent  en  un 
point  b^y  qui  appartient  à  P  ;  le  point  h  est  donné  sur  les  deux  plans  verticaux  de 
projection  en  6  et  6 ,  car  il  doit  se  trouver  sur  une  perpasdiculaire  élevée  du  point 
^  à  LT  ou  L'T',  et  sur  le  cercle  décrit  du  centre  Â^  avec  6*6'  ou  6*6"  pour  rayon, 
n  faut  évidemment  que  6*6=6*^.  On  est  ainsi  ramené  au  problème  général ,  car  on 
pourrait  trouver  V  et  V*  sur  un  plan  vertical  quelconque  LT. 

2*  Si  deux  des  trois  angles  plans  sont  égaux  j  les  denx  angles  dièdre»  opposée 
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iont  aussi  éganx;  en  effet,  prenons  pour  plan  horizontal  celui  du.  troisième  angle  A, 
et  construisons  les  deux  angles  égaux  Bet  C  à  gauche  et  à  droite  de  A^  comme  précé^ 
demmenl;  il  est  évident  que,  dans  rhyfothèse  actuelle,  les  trianglQd  ap'6'  et  aq'b*^ 
sont  égaux,  puisqu'ils  ont  l'hypoténuse  égale  et  un  angle  aigu  égal,  donc  b'pzzib^  q"] 
puis  les  triangles  rectangles  p'hbf"  et  q'bb^  sont  égaux ,  car  pb=:q"b  et  bb^:=bb''j 

dond  7  =  (3. 

3""  Si,  de  plus,  les  angles  égaux  Bet  C  sont  droits,  les  angles  dièdre&'opposés 
P  et  y  sont  aussi  droits.  En  effet,  dans  ce  cas  il  est  facile  de  voir  que  LT  et  L'T' 
se  confondent  respectivement  avec  F  et  1";  par  suite,  les  points  a,  p\  q'\  b^  coïn- 
cident, les  droites  6*A  et  6*^  se  portent  respectivement  sur  H'  et  H%  les  points  b 

et -^  se  trouvent  sur  ces  mêmes  droites,  et,  par  conséquent,  les  angles  bpb*':=.a,  et 

bq"b^.'=z^  sont  droits. 

V"  Si  les  trois  angles  A,B,C,  sont  égaux,  les  trois  angles  dièdres  «,^.7,  sont  aussi 

égaux;  car,  à  cause  de  A=:B  on  aura  a=|3,  puis  B  =  C  donne  |3  =  7,  donc 

/s    A     /\ 

«=^  =  7. 

5*"  Si  les  angles  A,  B  et  C  sont  droits,  les  angles  «,  /3,  7,  seront  aussi  droits,  on 
le  prouverait  de  la  même  manière  que  ci-dessus. 

6"  Mais  il  est  facile  de  reconnaître  que  l'un  des  angles  A ,  B  ou  C  étant  droit  ne 
détermine  rien  de  particulier  pour  l'angle  dièdre  opposé. 

\  44.  On  sait  par  la  Géométrie  élémentaire  que  les  angles  A,  B,  C  ne  peuvent  être 
les  trois  angles  plans  d'un  angle  trièdre  qu'autant  que  leur  somme  est  moindre  que 
quatre  angles  droits,  et  que  chacun  d'eux  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux 
autres.  La  construction  précédente  conduit  aux  mêmes  conditions.  En  effet  : 

1^  Dans  le  problème  général,  LT  et  L'T'  [fig.  131  )  ne  pouvant  se  couper  qu'au 

point  6*,  r  et  I"  laissent  toujours  un  angle  b'ab"  qui  n'entre  pas  dans  la  somme 
(  A  +  B  4-  C),  donc  cette  somme  est  moindre  que  quatre  angles  droits  ; 

2"  Si  Tun  -des  angles  A  était  plus  grand  que  la  somme  des  deux  autres,  le 
point  6*  serait  en  dehors  des  deux  circonférences  et  par  conséquent  les  perpendi- 
culaires élevées  par  ce  point  sur  les  lignes  de  terre  LT  et  L"T"  ne  les  rencontre- 
raient jamais. 

\  45.  Problème  2.  Connaissant  deux  angles  plans  d'un  angle  ttièdre  et  t angle  dièdre 
compris,  trouver  le  troisième  angle  plan  et  les  deux  autres  angles  dièdres.  Prenons  tou- 
jours le  plan  de  l'une  des  faces  connues,  celle  de  l'angle  plan  A  par  exemple,  pour 
plan  horizontal,  et  supposons  {fig.  132)  l'autre  face  donnée  B  rabattue  autour  de 
H';  ayant  pris  LT'  perpendiculaire  sur  H',  la  trace  V"  sera  connue,  car  elle  doit 


■Hi 
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faire  avec  US'  Tangle  dièdre  y  donné,  donc  le  point  6'  dans  le  retour  de  ce  plan  P 
se  porterait  en  A,  dont  la  projection  horizontale  est  A*  ;  on  aura  donc  I*,  et  par  con- 
séquent on  rentre  de  nouveau  dans  le  problème  général  (n*"  1 41  ),  car  on  connaît 
H*  et  prenant  une  ligne  de  terre  quelconque  passant  par  6*,  on  trouvera  le  point  b 
par  lequel  doit  passer  V*. 

146.  Problème.  3.  Connaissant  une  face  d'un  angle  trièdre  et  les  angles  dièdres 
adjacents  j  trouver  les  deux  autres  angles  plans  et  le  troisième  angle  dièdre.  Prenant 
pour  plan  horizontal  celui  de  la  face  connue  A  (fig.  133),  les  côtés  de  cet  angle 
seront  les  traces  H'  et  H°  des  plans  des  deux  autres  faces,  que  nous  rapporterons 
à  deux  plans  verticaux  L'T'  et  L'T'  qui  leur  soient  respectivement  perpendicu- 
laires, de  sorte  que  V'  et  V"*  feront  chacune  avec  la  ligne  de  terre  correspondante 
les  angles  dièdres  connus  p  et  y.  Tout  consiste  à  trouver  la  projection  I*  de  Tinter- 
section  de  ces  deux  plans,  ce  que  nous  avons  appris  à  faire  (n**  101).  On  est  ainsi 
ramené  au  problème  général  (n**  1 41  ). 

1 47.  Problème  4.  Connaissant  deux  faces  d'un  angle  trièdre  et  C angle  dièdre  opposé 
à  (une  d^elleSy  trouver  l'autre  face  et  les  deux  autres  angles  dièdres  (fig.  134).  Pre- 
nons pour  plan  horizontal  celui  de  la  face  connue  A  adjacente  à  l'angle  (3 ,  menons 
L"T"  perpendiculaire  à  H^ ,  Ton  connaîtra  V""  ;  et  prenons  aussi  L'T'  perpendi- 
culaire à  H'.  Si  l'on  conçoit  que  le  plan  P  tourne  autour  de  H'  pour  prendre  la 
position  qu'il  doit  occuper  dans  l'espace ,  un  point  quelconque  b'  de  Y  se  mouvra 
dans  le  plan  vertical  L'T'  en  décrivant  un  arc  de  cercle  C,  et  viendra  au  point  où 
cet  arc  est  coupé  par  le  plan  Q,  point  que  nous  obtiendrons  en  cherchant  V*  (n**  47)  ; 
on  trouve  généralement  deux  points  d'intersection  é  et  c  dont  les  projections  hori- 
zontales sont  en  6*  et  c!^  et  déterminent  deux  projections  horizontales  I*  et  J*  de  Tin- 
tersection  des  plans  P  et  Q  ;  il  y  a  donc  deux  angles  trièdres  possibles  avec  les  mêmes 
données  ;  il  n*y  en  aurait  qu'un  si  V'^  était  tangente  au  cercle  C  et  il  n'en  existerait 
pas  si  V'**  ne  rencontrait  pas  le  cercle  C. 

148.  Problème  5.  Connaissant  un  angle  plan^  l  angle  dièdre  opposé  et  un  angle 
dièdre  adjacent^  trouver  le  troisième  angle  dièdre  et  les  deux  autres  angles  plans.  Pre- 
nons pour  plan  horizontal  celui  d'une  face  inconnue  A  {fig.  135)  et  menons  LTT' 
perpendiculaire  sur  H%  dès  lors  V'fera  avec  L'T'  l'angle  donné  y  adjacent  à  B:  si  l'on 
suppose  que  le  plan  P  revienne  dans  la  position  qu'il  doit  occuper  dans  l'espace,  le 
point  b  se  portera  en  b ,  ayant  pour  projection  horizontale  b^  ;  on  connaîtra  donc 
I*;  pour  construire  H%  supposons  que  le  plan  Q  tourne  autour  d'un  axe  vertical 
(passant  par  6)  jusqu'à  ce  qu'il  soit  devenu  perpendiculaire  au  plan  vertical  L'T',  à 
cet  instant  sa  trace  verticale  V'*'  fera  avec  L'T'  l'angle  (3  connu  et  çpposé  à  B,  et 
H"'  sera  perpendiculaire  à  L'T'  ;  si  l'on  suppose  que  ce  plan  revienne  ensuite  à  sa 

position  5  le  point  p'  décrira,  autour  de  6*  comme  centre ,  un  arc  de  cercle  auquel  la 

12 
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trace  horizontale  H"^  sera  tangente;  elle  doit  d'ailletirs  passer  fmr  1c  point  a ,  donc 
elle  est  déterminée ,  et  Ton  rentre  encore  dans  ie  problème  générai  (n*  4  41  )• 

.U9.  Problème  6.  Rédmre  nn  angie  à  l'horizon  {fig.  136).  C'est  la  construction 
d'nn  angle  trièdre  dont  on  connaît  les  trois  angles  plans,  mais  on  peut  donner  à 
la  figure  une  disposition  particulière.  On  connaît  l'angle  que  font  entre  elles  deux 
droites,  et  les  angles  qu'elles  ftmt  l'une  et  l'autre  avec  la  verticale.  Soient  a  le 
sommet  de  l'angle ,  N  ia  verticale  passant  par  ce  sommet ,  D  l'une  des  droites  {ai- 
saut  avec  N  l'angle  connu  B.  Prenons  pour  plan  vertical  de  projection  le  plan  des 
droites  N  et  D ,  et  soit  E'  l'autre  droite  rabattue  sur  ce  plan  vertical -et  faisant  avec 

N  l'angle  connu  C,  formons  l'angle  dae^'zzzA  angle  que  font  entre  elles  les  deux 
droites,  prenons  ae"=:ae'j  puis  décrivons  deux  arcs  de  cercle  l'un  du  centre  a!"  avec 
aV  pour  rayon  et  l'autre  du  centre  d  avec  le  rayon  de\  ils  se  coupent  en  e;  joignant 
a*e,  on  aura  le  second  côté  E*  de  l'angle  cherché  «.  Les  motifs  de  toutes  ces  con- 
structions seront  faciles  à  concevoir,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  les  développer  ici. 

150.  Problème  7.  Inscrire  vne  sphère  dans  une  pyramide  iriangutaire.  On  divisera 
en  deux  parties  égales  (n°  128)  trois  angles  dièdres  dont  les  arêtes  ne  concourent 
pas  au  même  sommet ,  et  le  centre  de  la  sphère  sera  au  point  d'intersection  des 
plans  bissecteurs ,  puis  son  rayon  sera  la  distance  de  ce  centre  à  une  fece  quelconque 
(n*  1 36)  de  la  pyramide. 

151 .  Problème  8.  Grcomcrire  une  sphère  à  une  pyramide  triangulmre.  On  élèvera 
des  pians  perpendiculaires  sur  les  milieux  des  U*ois  arêtes  /n''  83)  non  situées  sur 
une  même  face  de  la  pyramide  et  le  point  où  ils  se  couperont  sera  le  centre  de  la 
sphère  demandée ,  on  aura  le  rayon  de  la  sphère  en  unissant  ce  o^atre  à  l'un  des 
sommets  de  la  pyramide. 

1 52.  PnOBLÈME  9.  Sur  un  triangle  acutangle  donné j  construire  une  pyramide  tritec- 
tangle  et  en  trouver  la  hauteur.  Prenons  pour  plan  horizontal  celui  du  triangle  donné 
{fig.  137),  et  pour  plan  vertical  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  côtés,  par 
exemple  au  côté  ab.  Concevons  la  pyra  mide  construite  et  désignons  son  sommet 
par  s  ;  rabattons  sur  le  plan  horizontal  la  face  sab,  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
au  plan  vertical  de  projection ,  elle  sera  inscrite  dans  un  demi-cercle  ayant  ab  pour 
diamètre,  et  comme  l'arête  se  est  perpendiculaire  à  cette  face  et  par  conséquent 
parallèle  au  plan  vertical  de  projection,  sa  projection  horizontale  s^c  doit  être  per- 
pendiculaire à  ab,  donc  le  point  e  se  rabat  en  s\  et  la  fece  sob  en  sab.  Si  mainte- 
nant on  suppose  que  cette  face  revienne  en  sa  position  dans  l'espace,  le  point  s 
décrira  un  arc  de  cercle  C  dont  le  cen  tre  est  en  o  sur  «6,  et  auquel  l'arête  se  est 
nécessairement  taagente.  La  projection  verticale  s'""  décrira  ua  cercle  identique  au 
cercle  C  et  auquel  la  droite  <V  doit  être  tangente;  or  cette  tangente  est  toujours 


\' 


i. 
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possible^  ear  le  rayon  on  est  toujours  moindre  que  oc,  donc  c*  est  toujours  extérieur 
à  la  circonférence  C  ;  on  obtient  ainsi  la  projection  «*'  du  sommet  s  de  la  pyramide, 
d'où  Ton  déduit  «*,  et  par  suite  la  pyramide  est  connue ,  son  sommet  s  étant 
connu  puisque  Ton  connaît  ses  deux  projections.  Si  Ton  joint  aç*,  on  aura  la  pro- 
jection horizontale  de  l'aréle  as  perpendiculaire  à  la  face  bsd ,  donc  as*  est  perpen- 
diculaire kbc;  de  même  bt/"  est  perpendiculaire  à  ac. 

La  hauteur  de  la  pyramide  est  donnée  en  s^p.  Si  Ton  rabat  les  trois  faces ,  elles 
seront  inscrites  dans  des  demi-cercles ,  dont  les  cordes  adjacentes  à  un  même  som- 
met du  triangle  sont  égales. 

f53.  Le  problème  précédent  conduit  aux  conséquences  suivantes  : 

1  "*  Sut  un  triangle  acutangle  quelconque  pris  pour  base ,  on  peut  toujours  construire 
une  pyramide  trirectangle. 

i"*  Les  perpendicmlaires  abaissées  des  semtuets  d'un  triangle  quelconque  sur  les  côtés 
opposés  j  concourent  en  un  même  point;  car  on  vient  de  le  démontrer  pour  un  triangle 
acutangle.  Mais  s'il  s'agit  d'un  triangle  obtusangle  abc  [fig.  138),  abaissant  des 
sommets  6  et  c  des  angles  aigus  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  opposés ,  elles  se 
croiseront  nécessairement  en  un  point  d  extérieur  au  triangle  abc  et  formeront  un 
autre  triangle  bcd  évidemment  acutangle ,  et  dans  lequel  les  droites  bc  et  cb'  sont 
perpendiculaires  aux  côtés  cd  et  bd  »  donc  aussi  la  droite  da  sera  perpendiculaire 
sur  bc^  donc  enfin  les  droites  adj  bb\  cc\  abaissées  des  trois  sonmiets  du  triangle 
abc  perpendiculairement  sur  les  côtés  opposés  concourent  en  un  même  point  d,  in* 
térieur  ou  extérieur^  selon  que  le  triangle  est  acutangle  ou  obtusangle. 

154.  Problème  10.  Couper  une  pyramide  trirectangle  y  de  manière  que  la  section 
s(At  un  triangle  acutangle  donné.  Ayant  rabattu  comme  ci-dessus  les  trois  faces  de  la 
pyramide  donnée  (Jig.  439  ) ,  soit  {fig.  140)  a^y  le  triangle  auquel  la  section  doit 
être  égale  ;  ce  triangle  pourra  être  considéré  comme  la  base  d'une  pyramide  trirec- 
tangle ;  nous  développerons  cette  pyramide ,  et  nous  obtiendrons  ainsi  ses  faces 
a  ap,  a'cxr/y  a  "(îy  que  nous  reporterons  respectivement  sur  les  triangles  s'ab  (fig.  1 39), 
sac,  s'"bc,  puis  rapportant  les  points  a"  et  a\  b"  et  6'",  c"  et  c"  en  ti\  b'\  c* 
sur  les  projections  des  trois  arêtes,  nous  aurons  la  projection  horizontale 
du  triangle  de  section ,  on  en  aura  faciiement  la  projection  verticale ,  et  par 
conséquent  son  plan  sera  parfaitement  déterminé  ;  on  peut  d'ailleurs  trouver  faci- 
lement les  traces  de  ce  plan  si  on  le  désire. 

4  55.  PnoBLlaiE  1 1 .  Couper  une  pyramide  quadrangulaire  ayant  pour  base  un  trapèze 
par  un  plan  de  manière  que  la  section  soit  un  parallélogramme  (fig.  141  ).  Prenons 
pour  plan  horizontal  celui  de  la  base  ahed  de  la  pyramide  et  désignons  par  s  le 
commet  de  cette  pyramide  dont  s*"  sera  la  projection  horizontale,  et  donnons-nous 
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la  hauteur  du  sommet  s  au-dessus  de  la  base  ;  on  n'a  pas  besoin  de  plan  vertical  de 
projection. 

Prolongeons  les  côtés  non  parallèles  ad  et  bc  de  la  base  jusqu'à  leur  intersection 
en  0,  les  plans  des  faces  sad  et  $bc  se  coupent  suivant  la  droite  D ,  qui  passe  par  les 
points  s  et  Oj  et  les  plans  des  faces  sab  et  scd  dont  les  traces  horizontales  sont  pa- 
rallèles se  coupent  suivant  une  horizontale  de  ces  plans  menée  par  le  point  s.  Cela 
posé ,  nommant  P  le  plan  de  section ,  nous  dirons  :  puisque  ce  plan  P  coupe  les 
faces  sab  et  scd  suivant  des  droites  parallèles  entre  elles ,  ces  droites  seront  aussi 
parallèles  à  l'intersection  des  plans  de  ces  faces,  donc  hab,  cd  et  H',  donc  H'  doit 
être  parallèle  à  aé  (on  peut  d'ailleurs  prendre  cette  trace  H'  partout  où  l'on  voudra 
sur  le  dessin,  pourvu  qu'on  la  mène  parallèle  k  ab).  Puis  le  plan  P  coupe  les  faces 
sad  et  sbc  suivant  deux  droites  parallèles  entre  elles  et  par  conséquent  à  D,  et 
passant  par  les  points  a;  et  t/;  si  l'on  mène  par  ces  points  des  parallèles  à  D  coupant 
^*a,  «*6,  A,  «*d  aux  points  a*,  b'\  c'\  d'*  et  si  l'on  joint  a%'\  c'^'d"'  la  figure 
a^^'^d'^  sera  la  projection  horizontale  de  la  section  et  devra  par  conséquent  être 
un  parallélogramme. 

On  déduit  facilement  de  ce  qui  précède  :  T  Les  côtés  a*6"^  et  a!H'^  étant  respecti- 
vement parallèles  à  aô  et  à  D*,  pour  que  le  parallélogramme  a  *6W*  soit  rectan- 
gle, il  faut  et  il  suffit  que  D*  soit  perpendiculaire  sur  ab.  2*  Pour  que  la  projection 
a''b\'^d!^  soit  un  losange,  remarquons  que  tout  plan  parallèle  à  P  couperait  aussi 
dans  ce  cas  la  pyramide  suivant  un  parallélogramme  ayant  pour  projection  hori- 
zontale un  losange;  nous  pouvons  donc  prendre  ab  {fig.  142)  pour  la  trace  du 
plan  sécant  et  alors  ab  sera  un  côté  du  losange.  L'autre  côté  devant  être  égal  à  ab, 
du  point  a  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  ab,  nous  décrirons  une  circonfé- 
rence de  cercle  sur  laquelle  doit  être  pris  arbitrairement  le  point  d'*,  puis  menant 
du  point  0  une  parallèle  à  ad'*,  elle  vient  couper  ddf"  au  point  «*  ;  on  aurait  pu  de 
même  décrire  la  circonférence  du  centre  b.  3**  Enfin  la  projection  a'^b'^d^d!^  sera  un 
quarré  si  l'on  a  en  même  temps  d'^  sur  la  circonférence  précédente  et  D*  perpendi- 
culaire sur  ab. 

156.  Problème  12.  Couper  une  pyramide  quadrangulaire  à  base  quelconque  par  un 
plan  de  manière  que  la  section  soit  un  parallélogramme  {fig.  143).  Prenons  pour  plan 
horizontal  le  plan  de  la  base  abcd,  nous  ne  construisons  par  la  projection  verticale, 
il  serait  facile  d'en  avoir  une  si  on  le  désirait.  Prolongeons  les  côtés  opposés  ab 
et  cd  jusqu'à  leur  rencontre  en  o  et  joignons  o«*,  ce  sera  la  projection  horizon- 
talei  1*  de  l'intersection  des  plans  des  deux  faces  sab^  scd.  Prolongeons  de  même 
les  côtés  opposés  ad,  bc  jusqu'à  leur  rencontre  en  tù  et  joignons  w/,  ce  sera  la  pro- 
jection horizontale  J'^  de  l'intersection  des  plans  des  deux  faces  sab^  sbc.  Enfin  la 
droite  oco  sera  la  trace  horizontale  du  plan  (I,  J)  ou  X.  Cela  posé,  le  plan  sécant  ft 
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devant  coaper  les  faces  opposées  suivant  des  droites  parallèles  entre  elles  et  par 
conséquent  parallèles  à  leur  intersection ,  doit  être  lui-même  parallèle  à  la  fois  aux 
deux  droites  I  et  J  et  par  conséquent  à  leur  plan ,  donc  H'  doit  être  parallèle  à  H*  ; 
on  peut  d'ailleurs  prendre  pour  W  une  droite  quelconque  remplissant  cette  condi- 
tion. Puis  menant  par  les  points  x  et  y,  en  lesquels  H'  coupe  ab  et  cd^  des  paral- 
lèles à  I\  et  par  les  points  u  et  «,  en  lesquels  H'  coupe  ad  et  bcj  des  parallèles  à  J*, 
ces  droites  se  croiseront  en  des  points  situés  sur  les  projections  des  arêtes  et  don- 
neront la  projection  horizontale  d^b\'^d!^  de  la  section ,  qui  doit  par  conséquent 
être  un  parallélogramme. 

La  projection  horizontale  a'*é'V*d'*  serait  un  rectangle,  si  les  projections  I*  et  J*  des 
intersections  étaient  perpendiculaires  entre  elles,  c'est-à-dire  si  le  point  «*  {fig.  1 44) 
appartenait  à  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  oo)  comme  diamètre. 

Comme  cas  particuliers,  on  peut  indiquer  les  deux  suivants  : 

1*  La  projection  a*AW*  sera  un  losange,  si  le  triangle  o^tù  {fig.  145)  est 
isocèle,  et  si  en  menant  par  le  point  a  une  parallèle  R  à  la  droite  ow,  le  point  m 
est  le  milieu  de  la  longueur  de  la  droite  rr  interceptée  sur  R  par  les  droites  oc  et 
(ùc.  Dans  ce  cas,  le  trapèze  abcd  est  tel ,  que  les  côtés  cd  et  c6,  ad  et  ab  sont 
égaux  entre  eux ,  et,  dans  ce  cas  encore,  la  droite  cs^  passe  par  le  sommet  a  du 
trapèze. 

2*"  Les  conditions  indiquées  ci-dessus  étant  remplies,  si  le  triangle  isocèle  est 
rectangle,  ou,  en  d'autres  termes,  si  le  point  s^  est  sur  la  circonférence  d'un  cercle 
dont  ow  serait  le  diamètre,  alors  la  projection  a'*6V*d'*  sera  un  carré. 

Désignons  par  D  la  droite  qui  unit  les  points  de  concours  o  et  co  des  côtés  opposés 
du  trapèze  B,  base  de  la  pyramide;  désignons  par  s  le  sommet  delà  pyramide,  et 
par  H'  une  droite  qui,  tracée  sur  le  plan  du  trapèze  (plan  que  nous  prendrons 
pour  plan  horizontal  de  projection)  sera  parallèle  à  D. 

Si ,  par  le  point  /,  on  mène  une  verticale  Y,  et  si  l'on  prend  sur  cette  droite  une 
suite  de  points  «,  s,  s'\  etc.,  et  qu'on  les  regarde  comme  les  sommets  d'une  suite 
de  pyramides  Z,  Z',  Z'\  etc.,  ayant  toutes  pour  base  commune  le  trapèze  B;  si  par 
H'  on  mène  une  suite  de  plans  P,  P',  P",  respectivement  parallèles  aux  plans  («,  D), 
(«',  D),  (5",D),  etc.,  ces  plans  couperont  les  pyramides  suivant  des  parallélogrammes 
qui  se  projetteront  tous  sur  le  plan  horizontal ,  suivant  un  seul  et  même  parallélo- 
gramme E*. 

Ainsi  :  le  plan  P  coupera  la  pyramide  Z  suivant  un  parallélogramme  Ë 

P'  _  Z'  —  E' 

P"  Z"  —  E" 

etc.  —  etc.  —  etc. 
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et  tons  ces  parailélograminea^  E,  E',  E",  etc.,  seront  situés  sur  un  priBme  droit 
ayant  le  parallélogramme  E^  pour  base.  Et  comme  la  position  du  sommet  s  peut 
varier  arbitrairement  sur. T,  et  qu'ainsi  on  peut  faire  croître  ou  décroître  à  volonté 
la  hauteur  du  sommet  ^  au-dessus  du  pian  horizontal ,  ou  voit  que  Ton  peut  sup- 
poser celte  hauteur  nulle;  alors  le  plan  sécant  Pet  la  pyramide  Z  se  confondent 
avec  le  plan  horizontal,  et  Ton  n'a  plus^ qu'un  système  de  lignes  toutes  tracées  sur 
un  plan ,  et  non  plus  un  système  de  lignes-*  dont  une  partie  est  sur  lé  plan ,  et  dont 
l'autre  partie  est  la  projection  de  certaines  lignes  situées  dans^  l'espace. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

Cn  système  situé  sur  un  plan ,  ou ,  comme  on  le  dit ,  un  système  plan ,  peut  être 
regardé  comme  la  projection  sur  son  plan  de  divers  systèmes  situés  dans  Tespace , 
étant  tous  du  môme  genre  comme  étant  tous  soumis  à  une  certaine  et  môme  bi  de 
formation. 

Et  comme ,  dans  un  système  plan ,  on  pourra  regarder  certaines  lignes  comme 
étant  dans  le  plan ,  et  certaines  autres  comme  étant  la  projection  sur  ce  plan  de 
lignes  situées  dans  l'espace ,  et  que  le  choix  des  lignes  regardées  comme  étant  sur 
le  plan  pourra  être  souvent  arbitraire,  pourvu  que  ce  choix  conduise  à  un  système 
pouvant  exister  dans  l'espace,  on  peut  dire  qu'un  système  plan  peut  être  regardé 
comme  la  projection  de  divers  systèmes  de  l'espace  et  de  genres  différents. 

Ainsi  dans  la  fiy.  1 45 ,  qui  empoche  de  regarder  les  points  a  et  5*  de  la  figure 
plane  comme  étant  sur  le  plan  de  cette  figure,  et  de  considérer  les  points  6,c,d 
du  trapèze  comme  étant  les  projections  de  points  de  l'espace?  alors  on  aurait  une 
pyramide  dont  Tarête  sa  serait  seule  dans  le  plan  de  la  figure ,  et  ce  système  serait 
bien  différent  de  celui  où  l'on  regarderait  le  trapèze  abcd  comme  étant  dans  le 
plan  de  la  figure ,  et  le  point  /  comme  étant  la  projection  d'un  point  s  de  l'espace, 
puisque,  dans  ce  cas,  on  aurait  xme  pyramide  ayant  sa  base  sur  le  plan  de  la 
figure. 

Et  de  plus  dans  le  premier  système,  celui  où  l'on  considère  les  quatre  points 
Qyb^Cjd  comme  étant  les  projections  de  quatre  points  de  l'espace,  on  pourra  établir 
que  ces  quatre  points  de  l'espace  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  plan  ou  les 
sommets  d'un  quadrilatère  gauche. 

Dans  le  premier  cas ,  les  points  o  et  a>  seront  les  projections  de  deux  points  de 
l'espace;  dans  le  deuxième  cas,  ces  points  o  et  «  devront  être  considérés  comme 
les  projections  de  deux  droites  verticales ,  perpendiculaires  au  plan  de  la  figure , 
sur  chacune  desquelles  s'appuient  les  côtés  opposés  (et  supposés  prolongés)  du 
quadrilatère  gauche. 

D'après  ce  qui  précède ,  on  voit  que  lorsqu'on  a  sur  un  plan  un  système  de 
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lignes ,  et  que  l'on  veut  découvrir  les  pfopriétés  géoinéir.iques  dont  ce  «ystème  plan 
peut  jouir^  on  doit  chercher  à  conatruire dan&  l'espace  un  système deligaes ayant 
le  système  plan  pour  projection  ,  et  chercher  parmi  tous  les  systèmes  de  Tespace 
constructibles  celai  qui  permettra  de  décoavrir  facilement,  et  le  plus  facilement, 
les  propriétés  du  système  plan  donné;  et  réciproquement,  lorsqu'on  a  un  système 
de  lignes  dans  Fespace,  on  doit  proj.eter  ce  système  sur  nn  plan,  et  rechercher 
les  propriétés  du  système  de  l'espace ,  en  vertu  des  propriétés  dont  jouit  \e système- 
plan-projection ;  on  doit  donc,  parmi  tous  les  plans  de  projection,  chercher  celui 
qui  sera  tellement  situé  par  rapport  au  système  de  l'espace,  que  la  projection,  sur 
ce  plan ,  du  système  de  l'espace  nous  permettra  de  découvrir  facilement ,  et  le  pins 
facilement  possible ,  les  propriétés  du  système-plan-projection ,  pour  en  conclure 
les  propriétés  du  système  de  l'espace. 

Ce  mode  de  recherches,  qui  consiste  à  passer  du  plan  dans  t  espace  y  et  récipro- 
quement de  Fespace  sur  le  plan^  est  fécond  en  géométrie  descriptive,  et  il  est  tout 
à  fait  dans  l'esprit  de  cette  science,  puisqu'il  n'est  évidemment  qu'une  consé- 
quence de  la  méthode  générale  des  projections,  méthode  qui  est  la  base  de  la  géo- 
métrie descriptive. 

Soit  donné  le  quadrilatère  abcd  sur  le  plan  horizontal  {fig.  1 45  bis) ,  dont  les 
côtés  opposés  étant  prolongés  se  coupent  aux  points  o  et  w ,  soit  s*  la  projection  du 
sommet  s  de  la  pyramide  ayant  le  quadrilatère  abcd  pour  base. 

Menons  parle  point  a  une  droite  H'  parallèle  à  la  droite  (o, w)  et  regardons  cette 
droite  comme  la  trace  horizontale  d'un  plan'P,  lequel  sera  parallèle  au  plan  («,0,0)  ; 
ce  plan  P ,  coupera  la  pyramide  suivant  un  parallélogramme  qui  se  projettera  sui- 
vant un  autre  parallélogramme  a'^ôV^tf*. 

Cela  posé  : 

Par  le  point  r  en  lequel  H'  coupe  la  droite  eo  menons  nne  droite  quelconque 
rc'*,  coupant  la  droite  p6V*  en  un  point  c"*.  Joignons  les  points  c  et  c'*par  une 
droite  coupant  la  ligne  ù)S^  en  un  point  s^^,  la  pyramide  qui  aura  pour  base  le  qua- 
drilatère abcd ,  et  pour  sommet  un  point  ayant  «'*  pour  projection  horizontale ,  sera 
coupée  par  un  plan  P'  ayant  H'  pour  trace  horizontale  (ce  plan.P'  étant,  parallèle  au 
plan  «'oci>),  suivant  un  parallélogramme  ab"c"d"  qui  se  projettera  suivant  un  autre 
parallélogramme  ab'\'^^d"^^  ces  deux  parallélogrammes  étant  tels  que  les  cinq  points 
p,6'*,c'*,fr"*,c"*  seront  en  ligne  droite.  Il  est  évident  que  les  deux  parallélogrammes 
de  section  ab'cd'  et  ab"c"d"  sont  -situés  sur  un  prisme  oblique  dont  les  arêtes  sont 
parallèles  à  la  droite  s'stù.  Nous  aurons  donc,  dans  ce  cas,  une  suite  de  pyramides 
ayant  même  base  et  coupées  par  des  plans  P,  P'  P".,  etc.,. ayant  même  trace  hori- 
zontale H%  suivant  des  parallélogrammes  se  projetant  (sur  le  plan  de  base)  en  des 
parallélogrammes  difEérents,  distincts,  et  non  plus  suivant  le  même  parallélogramme, 
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comiDe  dans  le  cas  où  les  divers  sommets  #,  s',  s" y  etc.,  des  pyramides  étaient 
situés  sur  une  perpendiculaire  au  plan  de  base. 

Dès  lors  on  pourra  demander  de  trouver  la  position  que  doit  occuper  le  sommet 
*'  pour  que  la  projection  du  parallélogramme  de  section  jouisse  de  certaines  pro- 
priétés; on  pourra  demander,  par  exemple,  que  cette  projection  soit  un  losange,  ou 
que  les  côtés  adjacents  soient  dans  un  rapport  donné,  etc.  En  désignant  le  trapèze 
de  base  par  B,  on  peut  dire  que  le  système  formé  par  la  pyramide  («,  B)  et  le  plan 
P  a  été  transformé  en  le  système  formé  par  la  pyramide  (s'  B)  et  le  plan  P'. 

Le  mode  de  recherche  qui  consiste  à  transformer  une  figure  plane  en  une  autre 
figure  plane,  un  système  de  Tcspace  en  un  autre  système  de  l'espace  (et  il  existe 
bien  des  modes  différents  de  transformation)  est  très-fréquemment  employé  en 
géométrie  descriptive  ;  on  s'en  sert  pour  transformer  un  système  1  en  un  autre 
système  E',  tel  que  Ton  puisse  facilement  reconnaître  ses  propriétés  géométriques, 
et  Ton  passe  alors  des  propriétés  reconnues  sur  le  système  S'  à  celles  qui  doivent 
exister  sur  le  système  primitifs',  en  faisant  subir  aux  propriétés  du  système  trans- 
formé S' ,  les  modifications  que  le  mode  de  transformation  employé  pour  repasser 
du  système  H  au  système  S  doit  leur  faire  éprouver. 

Ce  mode  de  recherche  n'est  encore  qu'une  conséquence  de  la  méthode  des  pro- 
jections, mais  une  conséquence  plus  générale  que  ne  Test  le  mode  précédemment 
exposé.  Dans  la  seconde  partie  de  ce  cours,  nous  aurons  plus  d'une  fois  Toccasion 
d'employer  l'un  et  l'autre  de  ces  deux  modes  de  recherche. 

Maintenant,  proposons- nous  de  chercher  quelle  doit  être  la  position  du  point 
s''  sur  la  droite  ws'^,  pour  que,  fig.  145  bis  y  le  parallélogramme  afr' V^^d"*  soit  un 
losange.  Pour  que  ce  parallélogramme  soit  un  losange,  il  faut  que  l'on  ait  ad"*=a6''*. 

Or,  en  supposant  que  la  droite  ad!"^aL  été  menée  arbitrairement,  il  faudra  que  la 
droite  rô"*  soit  parallèle  à  la  droite  ad"^y  ce  qui  ne  pourra  avoir  lieu  évidemment 
que  pour  certaine  direction  particulière  donnée  à  la  droite  ad'"^.  En  examinant  de 
près  le  problème  proposé ,  on  voit  qu'il  se  réduit  au  suivant  : 

Étant  donnés  {fig.  145  ter)  deux  droites  parallèles  A  etBy  un  point  a  sur  Â  et  un 
point  r  hors  des  deux  droites ,  mener  par  le  point  r  une  droite  D  telle  que ,  coupant  tes 
droites  A  etB  aux  points  b"*  et  c"\  on  ait:  ab"*=b''*c"\ 

Or  ce  problème  se  résout  facilement  de  la  manière  suivante  : 

Concevons  par  le  point  r  une  suite  de  droites  R,  R',  R",  etc.,  dont  l'une,  R,  passe 

par  le  point  a  et  coupe  la  droite  A  aux  points  a,  A'*,  6"*,  6'"*,  etc.,  et  la  droite  B 

aux  points  p,  c'*,  c"*,  c"'*,  etc. 
Portons  sur  ces  droites  R,  R',  R",  etc.,  et  à  partir  des  points  a,  6'*,  ^'"^,  etc.,  et 

du  rftto  de  B  les  distances  du  point  a  à  chacune  de  ces  droites  R,  R',  R",  etc.,  ces 
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distances  étant  comptées  snr  la  droite  A ,  on  anra  les  points  a,  y\  y'\  y"',  etc.,  qui 
détermineront  une  courbe  d,  laquelle  sera  évidemment  composée  d^une  branche 
infinie  passant  par  le  point  a  et  coupant  la  droite  B  en  deux  points  c,  et  c,  ;  les 
droites  rc^  et  rc^  résoudront  le  problème,  qui  aura  toujours  deux  solutions.  On 
donne  à  cette  courbe  d  le  nom  de  courbe  d erreur.  Or,  il  est  évident  que  la  courbe 
(terreur  est  un  lieu  géométrique ,  et  qu'ainsi ,  en  employant  en  géométrie  descrip- 
tive une  courbe  (terreur,  nous  faisons  identiquement  ce  que  Ton  fait  lorsque  Ton 
applique  l'analyse  à  la  géométrie ,  et  que  Ton  cherche  un  point  situé  à  la  fois  sur 
deux  lieux  géométriques. 

Dans  le  problème  précédent,  les  lieux  géométriques  sont  la  droite  B  et  la 
courbe  d. 

L'emploi  des  courbes  (Terreur  est  très-fréquent  en  géométrie  descriptive- 

Donnons  un  second  exemple  de  l'emploi  des  courbes  d'erreur. 

Étant  donné  (Jig.  145  6w),  un  quadrilatère  abcd  comme  base  d'une  pyramide, 
cherchons  la  position  que  doit  occuper  le  sommet  s  de  cette  pyramide  pour  qu'un 
plan  P,  parallèle  au  plan  («,  o,  w) ,  la  coupe  suivant  un  parallélogramme  qui  se  pro- 
jette sur  le  plan  horizontal,  ou,  en  d'autres  termes,  sur  le  plan  de  base  suivant 
un  carré.  Les  droites  o«*  et  a>«*  devront  être  rectangulaires,  le  point  «*  devra  donc 
être  situé  sur  un  cercle  G  décrit  sur  oa>  comme  diamètre. 

Par  suite,  faisant  passer  le  plan  P  par  le  point  a.  H'  sera  parallèle  à  oa>,  le  point 
c'*  devra  donc  être  situé  sur  un  cercle  6  décrit  sur  rp  comme  diamètre  ;  et  il  faudra 
évidemment  que  ce  point  c'*  soit  tel  que  menant  la  droite  rc'',  et  abaissant  du 
point  a  une  perpendiculaire  ab'i'  sur  cette  droite,  on  ait:  ab'^z=zb'^c^.  Il  faudra 
donc  {fig.  \  45,  quaier) ,  construire  une  courbe  d'erreur  y  de  la  manière  suivante  : 

Du  point  r  nous  mènerons  une  suite  de  droites  R ,  R',  R",  R"',  etc.,  coupant  le 
cercle  C  aux  points  c^,  c'*,  c"*,  c'"*,  etc.  ;  du  point  a  nous  abaisserons  des  perpen- 
diculaires L,  U,  L",  L"',  etc.,  sur  les  droites  R,  R',  R",  etc.,  et  les  coupant 
respectivement  aux  points  M,  A'*,  A"\  6'"*,  etc. 

Puis  nous  porterons  sur  R,  et  à  partir  du  point  A*,  une  longueur  6*y=ft*a;  sur 

R',  et  à  partir  du  point  6'*,  une  longueur  fr'*y'  7=^a ,  et  ainsi  de  suite. 

Les  points  y ,  y\  etc. ,  détermineront  une  courbe  y  qui  passera  par  le  point  a 
et  qui  coupera  le  cercle  C  en  deux  points  c,  et  c,  qui  seront  évidemment  situés  sur 
une  perpendiculaire  à  la  droite  rp. 

Unissant  le  point  c  avec  c,  par  une  droite  J  et  ce  même  point  c  avec  c,  par 
une  droite  J',  ces  deux  droites  J  et  J'  couperont  le  cercle  G  en  deux  points  %^  et 
s'^  situés  sur  une  perpendiculaire  à  la  droite  oûTet  ces  points  ^  et  9'^  seront  les 

15 
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pTOjectioHs  des  diVen  commets  &  et  dés  divers  scimnets  s  des  Avemes»  p jna^k» 
qui  y  ayant  le  qtrardrilatère  <7^^e/  potir  base ,  serofff  coupés  par  ua  plan  psrallèle  an 
plan  ($9  09  û))  on  au  plan  (s' o,  o»)  suivant  iift  paraH^ogranuiie  96  pit^etaiii,  sur  le 
plain  de  base,  suivant  tm  c«nrr^. 


CHAPITRE    V. 


DBS  DirrÉveirrs  stsitns  dc  ^uo$è€^iom%. 


'  <57.  Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  considéré  que  des  projections  ortho- 
gonales sur  deux  plans  perpendiculaires  entre  eux  ;  en  généralisant  la  même  idée 
on  peut  nommer  projection  d'un  point  sur  un  plan ,  le  point  où  une  droite  quel- 
conque passant  par  le  point  donné  rencontre  ce  plan ,  mais  le  système  de  pro- 
jection étudié  ci-dessus  est  le  plus  usité,  non-seulement  parce  qu'il  est  le  plH» 
commode  à  employer  pour  les  constructions  graphiques  à  exécuter  pour  la  solution 
des  problèmes  géométriques  proposés,  mais  aussi  parce  qu'il  conduit  à  des  épures  à 
l'aide  desquelles  il  est  plus  facile  de  construire  le  relief.  Cependant  on  emploie  quel- 
quefois d'autres  systèmes  pour  lesquels  on  ne  fait  plus  usage  que  d'un  seul  plan  de 
projection ,  et,  parmi  ceux-là^  le  plus  simple  est  celui  qui  constitue  les  plans  cotés 
et  nivelés.  Un  point  est  déterminé  dans  ce  système  par  sa  projection  orthogonale 
sur  un  plan ,  qu'on  nomme  plan  de  comparaison ,  et  que  l'on  choisit  ordinairement 
au-dessus  de  tous  les  points  du  système  projeté,  et  par  un  nombre  écrit  à  côté  de 
la  projection  du  point  et  qui  en  fait  connaître  la  distance  au  plan  de  comparaison . 
Ce  nombre  prend  le  nom  de  cote  du  point.  Les  cotes  des  points  situées  au-dessus 
du  plan  de  comparaison  seraient  négatives,  et  si  Ton  prend  le  plan  de  comparaison 
tel  qu'il  passe  au-dessus  de  tous  les  points  du  système ,  ou  en  d'autres  termes 
tel  que  tous  les  points  du-  système  soient  situés  au-dessous  de  lui ,  c'est  afin  de 
n*avoir  aucunes  cotes  négatives,  ce  qui  serait  gênant  dans  les  diverses  op^tions 
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à  ^C0eto^  pour  la  sdMabn  des  problèmes  propaséa.  Oa  voit  que  ce  système 
matre  dans  le  système  général ,  car,  à  l'aide  des  cotes  de  chaque  poiot  du  système 
projeté,  on  pourrait  ea  obtenir  la  projection  sur  un  plan  quelconque,  mais  per* 
pendiculaire  au  plan  de  comparaison  ^  en  choisissant  uae  ligne  de  terre  arbitraire 
et  en  abaissant  de  la  projection  eonnœ  de  chaque  poiat  une  perpendiculaire  sur 
cette  ligne ^  et  en  portant  ^isuite  do  côié  eonvenabie  (par  rapport  à  la  ligne  de 
terre)  des  distances  égales  aux  cotes  de  ces  points  (n"*  S). 

Dans  ce  système  une  droite  est  déterminée  par  les  projections  et  les  cotes  de 
deuK  do  ses  points  (a*  18),  et  un  plan  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente  par  rap- 
port au  plan  de  comparaison  (n"*  38),  ligne  qui  porte  le  nom  à! échelle  de  pente  du 
pàflffi. 

Ce  système  de  projection  est  fréquemment  usité ,  surtout  dans  les  dessins  re« 
iatifs  auK  fortifications  et  anx  travaiix  de  déblai  et  remblai^  tels  que  routes, 
eanaux,  etc. 

Comme  Ton  ne  peut  pas  ordinairement  avoir  une  feuille  de  dessin  assez  grande 
pour  représenter  les  corps  dans  leurs  grandeurs  naturelles,  on  réduit  les  dessins 
ou  épures  que  l'on  désigne  aossi  sous  le  nom  de  pUim  à  une  échelle  déterminée 
^ui  d^t  être  anne&ée  au  dessin  et  sur  laqudle  on  c(m)pte  les  longueurs  horizon* 
taies ,  les  cotes  sont  ioujonro  indiquées  dans  leurs  grandeurs  naturelles  ;  il  faudrait 
les  réduire  à  la  même  échelle  ^  si  Ton  voulait  faire  la  pr<^ection  verticale  du  corps 
sur  un  plan  vertical  de  projection.  Nous  verrons  cependant  que^  pour  des  motifs 
qu*il  n'est  pas  temps  encore  d'expliquer,  on  ne  réduit  pas  ordinairement  les  deux 
projections  è  la  ménse  échelle. 

158.  On  nomme  projeciiom  obliques j  celles  qui  sont  détermiaées  par  des  droites 
inclinées  par  rapport  au  plan  de  projection ,  mais  toutes  parallèles  entre  elles.  Pour 
pouvoir  obtenir  la  projection  oblique  d'un  pcMut,  il  faut  connaître  la  direction  et 
rinctinaison  de  la  droite  projetante  par  rapport  au  plan  de  projection  ;  on  la  donne 
ordinairement  par  sa  pente ,  c'est^-dire  par  le  rapport  de  la  hauteur  à  la  base  du 
Iriangle  rectangle  formé  par  les  droites  projetant  orlbogpnalement  et  obliquement 
le  point  et  par  celle  qui  unit  ces  deux  projections.  Le  point  est  alors  déterminé  par 
sa  projection  orthogonale  et  une  projection  oblique  sur  le  môme  plan,  car  la  pro- 
jection orthogonale  fait  connaître  une  droite  sur  laquelle  le  point  est  situé,  et  la 
distance  des  deux  projections  conjointement  avec  le  rapport  connu  de  la  hauteur 
a  la  base  du  triangle  rectangle,  ci-dessus  désigné,  fait  connaître  la  distance  du  point 
an  plan  de  projection.  Lorsque  les  lignes  projetantes  sont  inclinées  à  45°  sur  le  plan 
de  projection ,  le  triangle  rectangle  eêt  isocèle ,  sa  base  est  égale  à  sa  hauteur,  et 
par  conséquent  la  distance  du  point  au  plan  de  projection  est  égale  à  celle  de  ses 
projectîona^  rncie  ortbog^maleet  Tiiubpe  oblique i»ur  le  plan  horizontal. 
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Dans  la  théorie  des  ombres,  cette  seconde  projection  est  ce  qa'on  nonune 
Yonibre  portée  du  point  snr  le  plan  de  projection ,  qni  est  ordinairement  le  plan 
horizontal  pour  la  partie  du  dessin  (ou  de  V épuré)  que  Ton  nomme  le  plan  géoméiral 
et  le  plan  vertical  pour  les  couper  et  les  élévations. 

Une  droite  est  de  la  même  manière  définie  par  sa  projection  orthogonale  et  une 
projection  oblique  sur  le  même  plan,  et  un  plan  par  les  deux  mêmes  projections  de 
sa  ligne  de  plus  grande  pente.  Ce  que  Ton  nomme  perspective  militaire  n'est  autre 
chose  qu'une  projection  oblique  ;  on  s'en  sert  aussi  dans  les  travaux  d'arts  des 
ponts  et  chaussées,  pour  mieux  faire  voir  les  détails  d'assemblages  des  parties  inté- 
rieures des  constructions. 

159.  Les  projections  orthogonales  et  obliques  que  nous  venons  d'indiquer 
portent  le  nom  commun  de  projections  cylindriques.  Il  existe  encore  un  système  de 
projections  que  nous  nommerons  projections  coniques  j  et  auxquelles  on  donne 
aussi  le  nom  de  projections  centrales  ou  polaires.  Dans  ce  système ,  les  droite  pro-> 
jetantes  passent  toutes  par  un  même  point  fixe ,  qu'on  nomme  centre  ou  pôle  des 
projections. 

Dans  ce  système,  on  emploie  deux  plans  recta ugulaires ,  Tun  nommé  géométral^ 
sur  lequel  on  projette  orthogonalement  le  système  proposé  ;  l'autre  nommé  tableau  ^ 
sur  lequel  on  effectue  la  projection  conique  ou  la  perspective  de  ce  même  système. 
La  ligne  de  terre  prend,  dans  ce  cas-ci ,  le  nom  de  base  du  tableau. 

Un  point  est  déterminé  dans  l'espace ,  quand  on  connaît  sa  projection  orthogo- 
nale sur  le  géométral ,  sa  perspective ,  la  base  du  tableau  et  le  centre  des  projec- 
tions ou  point  de  vue.  Mais  on  peut  aussi  définir  la  position  d'un  point  dans  l'espace 
par  sa  perspective ,  sa  cote  de  hauteur  au-dessus  du  géométral  ;  la  projection  du 
point  de  vue  fait  connaître  la  base  du  tableau. 

160.  Mais  lorsqu'on  ne  cherche  que  des  relations  de  position  sur  un  plan ,  on 
peut  donner  une  seule  projection  du  système  de  points  et  de  droites  composant  un 
système  de  l'espace ,  la  position  du  système  dans  l'espace  reste  arbitraire  ;  alors  on 
en  choisit  un  entre  tous ,  et  l'on  choisit  le  plus  simple  pour  arriver  à  la  démonstra- 
tion des  théorèmes  de  relations  de  position  énoncés;  c'est  ce  que  nous  avons 
déjà  fait  dans  quelques  questions  du  chapitre  IIL 

■ 

Des  plans  cotés  et  nivelés. 

1 61 .  Dans  tout  cet  article  nous  mesurerons  les  distances  horizontales  sur  une 
échelle  au  centième  ou  de  0"'.01  pour  I^.OO,  représentée  (fig.  1 46);  les  décimètres 
y  sont  exprimés  par  des  millimètres.  Si  l'on  voulait  avoir  des  distances  moindres 


. 
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que  les  décimètres ,  par  exemple  les  centimètres ,  on  disposerait  Téchelle  comme 
il  sait.  A  Tune  des  extrémités  a  (Jig.  1 47)  de  la  droite  ab ,  on  élève  une  perpendi- 
calairOy  sur  laquelle  on  porte  1 0  fois  une  longueur  arbitraire  ;  par  tous  les  points  1  j 

ij  3, 10,  on  mène  des  parallèles  à  abj  puis  divisant  la  dernière  parallèle  en 

millimètres  y  nous  joindrons  les  points  1  et  1 0',  2  et  1  ',  3  et  2', . . .  10  et  9'  des  deux 
parallèles  extrêmes ,  et  il  est  évident  que  toutes  ces  nouvelles  droites  sont  paral- 
lèles,  et  qu'elles  interceptent  sur  les  parallèles  à  ab  des  parties  égales  à  O'^yOOOl, 

0-,0002,0-,0003, 0"",0009,  0"*,001  ;  en  effet,  considérons  la  partie  «p  comptée 

sur  la  parallèle  menée  du  point  7,  les  triangles  semblables  1 0 — a — p  et  1 0—9' — 1 0' 
donnent  1 0  —  1 0' :  10— ^::  9'— 10': «(3.  Or  10— 10' contient  10  des  parties  dont 
(10 — (3)  en  contient  7,  et  9' — 1 0'=0",001  ;  donc  cette  proportion  peut  se  changer 
en  celle-ci  :  10:7::  O'^jOOl  :  a6=0",0007  ;  on  trouverait  de  même  la  valeur  des 
parties  comprises  sur  les  autres  parallèles.  Cela  posé,  supposons  qu'on  veuille 
mesurer  sur  cette  échelle  une  longueur  de  7"',64,  on  prendra  sur  la  parallèle  à  ab , 
menée  du  point  4,  la  longueur  yd,  qui  sera  la  droite  demandée ,  réduite  à  Téchelle. 
En  efiTet,  cette  droite  yd  se  compose  de  ye=0",07,  de  3Çc=;0",006,  et  de  la  par- 
tie eÇ=:0'',0fli)4  :  donc  en  tout  y3=0"*,0764,  ce  qui  représente,  à  l'échelle  convenue, 
la  longueur  donnée  de  7",64. 

162.  Problème  1.  Sur  une  droite  donnée  trouver  la  cote  d'un  point  quelconque  dont 
on  se  donne  la  projection  {fig.  1 43).  Concevons  le  plan  projetant  la  droite  donnée  D 
sur  le  plan  de  comparaison  que  nous  considérerons  comme  horizontal ,  et  pre- 
nons-le pour  plan  vertical  de  projection ,  de  sorte  que  D*  deviendra  LT,  on  aura 
D  fen  portant  sur  des  perpendiculaires  à  LT  des  longueurs  m^m  et  m'W,  respec- 
tivement égales  aux  cotes  données  y  et  y'  (^) ,  des  points  m  et  m'  appartenant  à  la 
droite  D  de  l'espace  ;  élevant  la  perpendiculaire  ni'^m\  sa  longueur  exprimera 
précisément  la  cote  cherchée  y"  du  point  m'\  Pour  en  avoir  l'expression  numé- 
rique en  fonction  des  cotes  connues  y  et  y'j  menons  la  droite  ml  parallèle  à  LT, 
nous  aurons  :  m'*/=m''^ft=:m^fn=y,  et  les  triangles  semblables  mlm'j  mkm'\  don- 
reront  : 

ml:  mk  ::  Im' :hm" 
ou 

n^'^  :  mhn"''  :  :  m!hn' — mHn  :  m"*ifi" — m^ 
ou  enfin 

{*)  Nous  ayons  désigné  les  longueurs  horizontales,  dont  on  connaît  la  grandeur  au  moyen  de 
Téchelle  par  x,  a/^  etc.,  et  les  distances  des  points  au  plan  de  comparaison  (distances  données  par 
les  cotes)  par  y,  y',  etc.,  pour  conserver  la  Dotation  dont  on  a  l'habitude,  lorsque  Ton  applique 
l'algèbre  à  la  géométrie. 


dioùi 


et 


y  «*y-r y = 


Soit ,  par  exemple ,  la  droite  D  (fig.  i  49),.  et  demandons  la  cote  da  point  m". 
Portons  sur  Téchelle  (fig.  1 46),  les  distances  hori2Qnta]es  n^m^  et  nJ'm'^j  je  suppose 
qu'on  les  trouve  respectivement  de  0",02  et  O^jOi  5,  ce  qui  donne  pour  ces  distances 
ramenées  à  leur  grandeur  naturelle  a;' =  2™  et  «"=!'", 5  (n^  161);  nous  avons 
d'ailleurs  i/  =  5",20  et  j/'zr:9",00  ;  substituant  ces  valeurs  dans  la  fojmule  précé- 
dente, nous  trouverons  : 

„      5,2x(2— l,5)  +  MXi,5      5,2x0,5  +  9,6x1,5      2,6t)  +  lû,a0      17 
^  2  2  2T 


ou  enfin 


y"=8-,5 


• 


• 


163.  Problème  2.  Sur  une  droite  donnée  trouver  la  projection  if  un  point  dont  on 
connaît  la  cote  {Jxq.  148).  Ayant  tracé  comme  ci-dessus  la  droite  D,  je  prends  sur 
m'^m'  une  longueur  m'Y',  égale  à  la  cote  donnée  t/"  et  menant  /'m"  parallèle  à  LT, 
le  point  m  sera  le  point  cherché ,  dont  nous  aurons  en  m"*  la  projection  horizop  - 
taie  ;  mais  il  faut  avoir  la  distance  au  point  ni"  ;  pour  cela  ayant  obtenu  comme 
ci-dessus  la  proportion  : 

4r^:;aif'::y'-— îMy"-^y. 
noiui  eu  tir^iQQS  : 

!/— y 

Soit,  par  exemple,  la  droite  D  (^fig.  150),  sur  laquelle  on  demande  de  trouver 
le  point  ayant  pour  cote  S"*.  Ayant  porté  la  distance  m^nt!*'  sur  l'échelle  {fig.  1 46), 
supposons  qu'on  la  trouve  de  0™,005,  ce  qui  donnea:'=0",5  (n**  161),  on  a  en 
outre  :  y  =  1 6-^,30,  y'=  1 3^,70,  y"—  8~,00. 

D'oùy"— y=8'"— 16'-,30=8"S30ety'— y  =  13'",70  — 16"S30=:2'",60;ces 
valeurs  étant  substituées  dans  la  formule  précédente ,  leur  signe  ( — )  disparaîtra , 
mais,  on  peut  l'éviter  à  priori ,  car  si  dans  la  fig.  1 48  la  cote  y  eût  été  supposée 
plus  grande  que  la  cote  y'  et  que  la  cote  y" y  il  est  facile  de  reconnaître  que  les  mâmes 
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constructions  auraient  conduit  à  la  formule  a;"=— ^^ — ^  dans  laquelle  il  faut 

substituer  à  (y — y")  et  à  (y— ^V)  les  valeurs  pooitivas  S'^ySO  et  2",60;  on  a 
alors  : 


ou  à  très*peii  près,  x"2^4'^j60'y  réduite  à  Téchelie,  cette  valeur  devieil'0''yf6. 
Nous  la  prendrons  sur  Téchelle,  et,  la  portant  de  m^  en  m"''  du  côté  des  cotes  dé- 
croissantes, le  point  m^  sera  le  point  demandé. 
Si  Ton  demandait  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  de  comparaison  ou  le  point 

ayant  pour  cote  zéro,  il  suffirait  de  faire  t/"=:0*  d'où  x"s=s  ■■^-  ■■■,  U  feutikivœr  mu 

y— y 

de  porter  les  distances  négatives  d'un  côté  opposé  à  celui  sur  lequel  on  porte  les 
distances  positives. 

164.  Problème  3.  Trouver  CmcUnaison  (Cune  droite  sur  le  plan  de  comparcàtn. 
On  sait  que  cette  inclinaison  est  mesurée  par  Tangle  de  la  droite  avec  sa  projec- 
tion sur  le  plan,  elle  sera  donc  donnée  parla  j!^.  (448)  de  laquelle  on  tire  : 

-f^      /m'      \f—y 
tang  Imm  ^  ---  =&       .  » 

Si  nous  supposons  quMl  s'agisse  de  la  droite  D  (fig.  1 49) ,  nous  aurons  : 

y  '  —  y  =  4«,/i0 ,        et        af  —  2^00 

donc  posant  : 

Imm  =  a ,  on  a  :  tang  «  =  ———  =  2",20 

d'où 

log  tang  a  =  log  2,20  =s:  0,3424227  ^  log  tang  (65%  33', 22") 

donc  :  a  =  65%  33',  22". 

165.  Problème  4.  Trouver  sur  une  droite  donnée  la  distance  de  deux  points.  Im 
triangle  rectangle  mlm!  (fig.  1 48)  donne  : 


mtfi 


'  =  \^mr  +  lm"  ou  A  =  I/o;*  +  (y  — y')* 


Soit  demandée,  par  exîemple,  la  distance  des  points  m  et  m'  (fig,  1 49),  nous  avons 
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(n*  162)  x'^iiT^y' — yss  4", i  ;  ces  valeara,  sobetitaées  dans  la  formole,  donneront 
mm'  ou 

A  =  K2'+(ft,4)'=  |/4  + 19,36  =  l/ïîjè 

ou  enfin  A  =4",  8382. 

166.  PaoBLÈMB  5.  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  ^tant  d'un  point  donné, 
iune  quantité  déterminée.  Supposons  que  m"  soit  le  point  demandée,  il  faut  connaître 
mW*  on  x"  et  m"'^m"  ou  y"  ;  pour  cela  nous  avons  déjà  trouvé  (  n"  1 62  ) 

puis  le  triangle  rectangle  mm"k  donne  : 


d'où 


*   =    ..  ,  .  , rr  et  a?  = 


puis  (n^  462): 


y"  =  »=t 


|/a?'"+(y'— y)' 


Soit  demandé  de  porter  sur  la  droite  D  {^fig.  151  )  et  à  partir  du  point  m  une 
longueur  égale  à  6".  Ayant  porté  la  distance  horizontale  m^m^  sur  l'échelle  (Jig.  1 46), 
supposons  qu'on  l'ait  trouvée  de  0",027,  d'où  a; =2",70  ;  on  a  d'ailleurs  j/=1 8",00 
et  j^'r=:25™y00.  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précédentes,  elles 
donneront 

V(1ylT+0y    V/56,29  56,29  56,29  5629 

Portant  donc  de  part  et  d'autre  de  m*  une  longueur  0",0215,  mesurée  sur  l'échelle 
{fig.  147),  on  aura  deux  points  m"*  et  m'"*  qui  seront  les  projections  horizontales 
des  points  satisfaisant  à  la  question  ;  pour  en  avoir  les  cotes ,  puisque  nous  con- 
naissons x\  nous  emploierons  la  formule 

f  =  y± -y-^ 


~  105  — 
qai  donne 

y"  =  18- .-t  3î^|i^  =  18- d:  i^ = 18  ±  5,57 


donc'la  cote  du  point  m"  sera  y"F3  23",57,  el  celte  du  point  m'"  sera  5"'= 12",  43, 
à  très-peu  près. 

n  y  a  deux  vateurs  égales  et  de  signes  contraires  de  x'\  parce  que  i*on  peut 
prendre  le  point  m"*  de  part  et  d'autre  de  m*»  et  les  deux  valeurs  de  y"  répondent 
respectivement  à  ces  deux  points  qui,  évidemment,  doivent  avoir  des  cote9  dif- 
férentes. 

167.  Pour  que  deux  droites  soient  parallèles,  il  est  évident  que  leurs  projections 
horizôÂtales  doivent  être  parallèles,  les  cotes  de  leurs  points  doivent  croître  dans 
le  même  sens,  et  les  distancés  horizontales  de^eux  points  de  chaque  droite  doivent 
être  propocCip^neHês  ftux  diffl^ences  de  letfrs  cotes  (n""  22). 

Réciproquement,  si  ces  conditions  .sont  remplies,  les  diroites  sont  évidemment 
parallèles.  Ifeajt  donô/acilei^de  mener  par  un  point  donné  ufte  droite  parallèle  à  une 
droite  donnée.     .     •  , 

468.  Problèiéë  6.  Trouver  P angle  de  deux  droites.  Si  les  droites  proposées  ne  se 
coupent  pas,  on  leut  mènera,  par  un  point  quelconque,  des  parallèles  (n""  167), 
dontrangle  sera  celui  demandée  Pouf  avoir  eet  angle,  on  peat  employer  plusieurs 
procéééa;  ains>,  par  exemple,  on  peut  : 

1\Prendre  sur.  Tes  deux  dco^  A  et  B  {Jign  152),  deux  points  ayant  mêmes 
cMei;  pour*  cela  on  cherche  sur  la  droite  BJe  point  p,  dont  la  cote  est  égale  à  la 
cote  connue^  du '{Joint  m 'de  la  droite"  A,  la  droite  mp  est  alors  horizontale  et  par 
conséquent  égale  à  sa  projection  mV  (ï^*  56,  4"),. Si  Ton' cherche. les  longueurs 
P  et  M  (n""  1B3)  des  portions  dm  et  dp  des  droites  A  et  B,  on  connaîtra  les  trois 
côtés 'du  triangle  dmpj  on  pourra  donc  conclure  Tangle  cherché  mdp.  Soient  1"*  la 
droite  A  donnée -par  le  point  d  ayant  la  cote  (3", 5)  et  par  le  point  m  ayant  la  cote 
(2",g3>  et  supposons  que  d*m*=i: 0",02,  et  2"*  la  droite  B  donnée  par  le  point  d  ayant 
la  eore  (3",^j.et  par  le  point  n  ayant  la  cote  (1  ",24),  et  supposons  que  rf^n* = 0",045. 
Nous  aurons  d'abord  le  point  p*  par  la  formule  (nM  63  )  : 

.  .0,045(3,5—2,8)       3,15      ^    x../.  .x 

^P'  '^      8,5  -  1,24      -  -^  °  ^"'^^'^  ^^  ^-P^'  P'^^ 

Puis  nous  aurons  (nM  65  )  : 


i4 
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La  trigonométrie  donne  ensuite  les  formules  : 

« 

V/SfS— D)  .  ■.      K(S  — M)(S— P) 

'^°^-'^=         MP  ^^^g^'^-  S(S-D) 

en  désignant  par  d  l'angle  des  deux  droites  et  en  faisant  S  = ■  * 

En  substituant  lea  valeurs  précédentes  M=:1"*,56,  Vs^iT^M^  Ji^^i^^iOf 
nous  aurons  ; 


»      r 


1  564-2  12-1-1  &0 


(Toù 


(     • 


^'         5^4xM(i 
donc  >  .   ■     .         . 

log  tang  id=i  log  0,98  -}- 1  log  0,42  +  ^  comp'  log  2,54  -|-  i  comiJ'  loè  1,14  =  î,995«1804  + 
-fî,811«2ft64-t-M9T58314 +  4,97154757  «s  9,8763684  =  logtaiig(20«W  27")    ' 

donc 

d  =  41'18'54'  -        •  .     .      *  - 

•  * 

2*  On  pourrait,  sur  les  deux  côtés  A  et  B  de  l'angle  cherché ,^  prendre  des  lon- 
gueurs égales;  pour  cela  on  prendra  sur.  A*  un  j^int  m*^  on  cherchera  laC  vraie  lon- 
gueur de  la  droite  dm.  (n*  165),  puis  on  .déterminera  sur  B*  «n  point  u*  Id  ^e 
dbi=r(/m  (n*  166),  et  joîgnanl  mV,  on  cherchera  encore  la  vraie  lon^eur  de  mn^ 
ou  connaîtra  les  trois  côtés  du  triangfe  dmn ,  on  calculera,  donc  Tangle  d  par  les 
formules  que  fournît  la  trigonométrie;  je  n'appliquerai  pas  cette  méthode  à  un 
exemple ,  on  pourfa  facilement  s*y  exercer.  .  .   ,  . 

469^  Problème  7.  Étant  donné  m  plan  par  spn  échelle  de  pente  et  la  projectioif 
(Tun  point  de  ce  plan ,  trouver  m  cote  (fig,  1 53) .  L'échelle  de  pente  étant  détermi* 
née  par  sa  projection  E*,.et  les  cotes  de  deux  points  m  et  n  étant  pour  le  premier 
(3-,54),  et  pour  le  second  (8",1Sl),  etl'intervalte  in^a*  étwl  égala  0-,05,  on  cher- 
chera d'abord  deux  points  p  et  q  dont  les  cotes  soîent  respectivement  les  nombres 
entiers  3  et  8  (tf  1 62) ,  on  mesurera  l'intervalle  p*9*,  et ,  divisant  cet  intervalle 
en  cmq  parties  égales ,  on  cotera  les  points  de  divisions  4^  S,  6i,  7^  il  Mra  dès  lors 
facile  de  prolonger  ces  divisions  et  de  trouver  tel  point  que  Ton  voudra  ;  mais  on 
peut  se  dispenser  t,  si  Yom  vesit,  de  ftm  cette  opértHion  |unéaI4>i0f  3  suffira  de 
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remarqua*  que  le  pointa  eet  âtoé  sur  use  horizositale  du  plan  dont  la  projection 
P  est  perptodiQukire  à  Ë*,  elle  coupe  Ë  en  un  point  r  dont  nous  chercherons  k 
oito  (n""  4  63)  I  elle  seca  en  même  temps  celle  du  ppint  eu 
SOppoflohe ,  p<r  exemple ,  que  r^  tombé  entre  les  points  in\  h\  et  que  Von  ait 

iïi*>^=:0",036;  dans  la  formule  {n*  162)  tr=:y+    ^^  ,  ^^ ,  nous  connaissons  : 


k     * 


difnc  en  substétiatent  nonsaufons  ;  -    :  '      ^         .  ' 


•        o  *  •  *  *  - 


•» 


donc  enfin  la  ccfte  cherchée  du  point  a  est y/3=;  6",8à76.        . 

On  écrit  Féchelle  de  pente  d'un  plto)  {>ar  ^enx  .initia  parallèles  très**rapprochés , 
et  OQ  k  divise  toujours  en  parties  égales  de  manière  que  les  cotes-  des  points  de 
division  fonnet^  k'  série  dés  nombres  [entiers ,  parce  qu'il  est  ak>rs  plus  facile  de 
trouver  les*eo(e«  des  d^ers  points  du  pkn. 

470.  PaoBLÈim  8.  Trouifer  tinierseetton  de  deux  plans.  Ce  problènie  a  été  résolu 
(nT  4  00)  à  l'aide  de  deux  projections ,  nous  suivrons  donc  les  mêmes  construc- 
tions en  remplacent  les  projections  verticales  par  des  cotes. 

4*  Si  les  projections  E*  ef  E'*  (fig.  154)  des  échelles  de  pente  ne  sont  pa's  pa- 
rallèles, nous  prendrons  deux  poin(;^  m  et  n  sur  E  dont  les  cotes  soient  les  nombres 
entiers  8r  et  3*"  (n^  163) ,  et  nous  mesurerons  la  distance  horizontale  wf'n^  que  je 
suppose  de  0*,072;  nous  chercherons  sur  E'  deux  points  m' et  ri  ayant  les  mêmes 
cotes  S^  et  3*"  et  nOQs  mesurerons  la  distance  horizontale  tnf^'n^  que  je  suppose  de 
0*",043;  puis  des  pofnts  m  et  m  nous  conduirons  deux  horizontales  K  et  E'  se 
coupant  en  un  point  k  ayant  la  cote  S*',  et  ce  point  k  appartiendra  à  Tintersection  t 
cherchée  ;  des  points  n  et  n'  nous  conduirons  deux  autres  horizontales  6  et  Gr'  se 
coupant  en  un  second  point.  ^  ayant  la  cote  3*^  et  qui  appartiendra  encore  à  Tin- 
tersectîon  I ,  des  deux  plans  ;  Tintarsection  I  est  ainsi  déterminée. 

2"  Sî  les  projections  E*  et  E'*  {fig.  155>  sont  parallèles,  alors  K'^  et  K'\  G^  et 
G^  ne  se  coupent  plus ,  mais  dans  ce  cas  P  doit  être  parallèle  à  E'^  et  E''^  puisqu'elle 
doit  passer  par  leur  point  de  concours  situé  à  Tinâni  ;  pour  en  avoir  un  point , 

■ 

nous  prendrons  sur  E  et  E'  deux  points  arbitraires  k^  et  k'  que  nous  unirons  par 
une  droite  A,  puis  sur  6  et  6'  novtt  appliqueront  uane  droite  B  parallèle  à  A ,  ces 
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droites  A  et  B  seront  dèax  ^horizontales  d^nn  troisième  plan  coupant  les  plans  pro* 
posés  suivant  les  droites  gh^t  gk'  lesquelles  se  coupent  en  un  point  x  de  Fintersec- 
tion  I  demandée*  Menant  par  le  poipt  a^  une  parallèle  aux  projections  dfiè  horison* 
taies  des  deux  plans  donnés  (ou  y  une  perpendiculaire  à  leurs  échelleà  de  pente  quf  sont 
parallèles  ) ,  on  aura  P  ;  pour  avdir  la  cote  du  point  x  j  on  peut  Ja  calculer  sur  1  oiae 
des  droites  gk  et  g'k!  ;  on  peut  aussi  remarquer  que  l  étant  harLBOntale'rençojitre  E 
et  E'  en  des  points  qui  doivent  avoir  la  mépe  coiéj  laqpelU  sera  celle  du,  point  x. 

3*  Il  est  évidQpt  qu'en  menant  d'autres  dcoites  guelcoûques  telles  que  À  et  F, 
on  peut  trouver  autant  de  points  que  Ton  veut  \ie  I ,  de  portjp,  que  cette  solution 
conviendra  encore  au  cas  oà  les  projections* E^  et  È'^,'  sans  être  parallèles ,  fout  un 
angle  très-petit,  auquel  cas  les  droites  K*'et  K'*,«G*j6t  G'*  ne  se  croiseijj.  qu'au  delà 
des  limiteç  du  dessin  ;  on  trouvera  deux  pohxts  tomme  dans  le*  second  cas ,  on  les 
unit  Qt  l'on  à  ï*  ;  pour  avoir  les  cotes  des  points  x  et  «'ou  peut  par  ces  points  mener 
des  horizontales  de  l'un  des  plans  ^  et  chercher  le»  cote»  des  points  où  elles  ren(X)n- 
tr&kt  l'échelle  de  pente  du  plau  considéré. 

174.  Problème  9.  Trouver  Cinieriecjionulme  droite  et  tCun^plm  {fig.  56).  Par 
un  point  de  la  droite  donnée  D,  menons  une  droite  quelconque  K-,  que  nous  con- 
sidérerons comme*  une  horizontale  d'un  plan  passant'  par  la  dfoiteD/puis  dans  le 
plan  donné  ^  menons  une  horizontal^  G  ayant  la.içôme  cote  que  là  droite,  K  j  les 
droites  E  et  G  seront  dans  un  plan  horizontal  y  :eV  se  couperont  en  un  point  a  de 
l'intersection  I  du  plan  donné  et  du  plan  (D^E).  Menant  deux  autres  horizontales 
Kr  et  G'  ayant  alissi  même  cote  y  eHes  se  couperont  en  un  second  j^ojnt  a'  de  cette 
intonjpction  I,  qui  sera  ainsi  déterminée  ;  la  droite  I  ira  couper  ja  droite  D,  en  un 
point  z ,  qui  sera  le  point  demandé. 

i72.  Problème  10;  Par  un  point  donné  abaisser  une  perpendiculaire  sûr  ^  plan 
donné.  La  projection  de  la  perpendiculaire  N  devant  être  perpendiculaire  à  celle 
d*une  horizontale  du  plan  P,  sera  parallèle  à  E*  (en  désignant  par  E  l'é'chdle  de 
pente  du  plan  donné  P).  Déplus,  les  cotes  des  droites  Net  E  croilront  en  sens  inverse, 
et  les  inclinaisons .  de  ces  mêmes  droites  seront  complémentaires.  En  effet ,  par 
le  point  où  la  normale  N  perce  le  plan,  concevons  une  ligne  de  plus  grande 
pente  A  ♦  le  plan  (A,N)  sera  verticaJ  ;  prenons-le  pour  plan  vertical  de  projection 
(Jg.  157)  A*  et  N*  seront  situés  sur  LT,  les  droites  A  et  N  se  coupent  en  un  point 
a  et  sont  perpendiculaires  entre  elles  :  donc  les  angles  qu'elles  font  avec  LT  sont 
complémentaires.  Ou  aura  donc  tang  6==cot  «,  mais  ayant  abaissé  sur  LT  la  per- 
pendiculaire ac/"  et  mené  les  horizontales  pt,  119,  on  a  : 

•  *  ■ 

pi  ^       XQ 

^*"^a/*      ^        nq 
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donc  Ton  a  :pl:  al  ::  xq  :  nq;  de  sorte  que  si  on  prend  i»/=a/,  on  aura  aq:=pL  Si 
donc  on  a  spr  E^  {Jig.  158)  la  distance  mW^rrrî^yôS  (en  la  prenant  sur  l'échelle) 
et  la  différence  des  cotes  y' — 2^=  5"",  prenant  à  la  môme  échelle  sur  N^  la  distance 
p*y*=*5"'^  on  auray,~i//=?325',65etparoon8éqaent;y/=y,--2l»,65=7",18  — 

173.  Problème  1 1  •  Par  un  point  donné  mener  une  perpendiculaire  à  une  droite  don- 
née^  Par  le  point  p  je  mènerai  d'abord  un  plan  perpendicsnlaire  à  la  droite  donnée 

*D^  son  échelle^  de  pente  aura  sa  projection  E*  parallèle  à  D*.  Cherchant  ensuite 
rinté^ôtioB  a  de  la  droite  J)  et  du  plan ,  ce  sera  le  pied  de  la  perpendiculaire  de- 
mandée  :  ddbc  cette  perpendiculaire  .sera  la  droite  qui  unira  le  point  trouvé  a  au 
point  donné  p.  * 

174.  Probcèhç  12.  Trouver  C angle  (F une  droite  et  d^un  plan.  Par  un  point  de  la 
droite  y  on  abaissera  une  perpendiculaire  sur  le  plan  (n""  172),  puis,  cherchant 
4-angle  dç  cette  nora\9le  et  de  la  droite  donnée  (  n""  1 68  ) ,  il  sera  le  complément  de 
l'angle  chèrché*( n*  1 1 9,  2^  ). 

1 75.  PROBL]foiE  1 3.  Trouver  C  angle  de  deux  plans.  Par  un  point  arbitraire  m,  nous 
abaisserons  des  perpendiculaires  liet  P  (n"*  172)  sur  chacun  des  deux  plans  don- 
nés ,  et  l'angle  de  ces  perpendiculaires  (  n*  1 6'8  )  mesuvera  l'angle  des  deux  plans 
(tf157,8"). 

1 76.  pROBLàiOE  -1 4.  Par  unB  droite  donnée  .mener  un  plan  qyi  fasse  avec  le  plan  de 
tomparaison  un  angle  donné.  L'inclinaison  d'un  plan  syc  le  plan  de  comparaison' 
est  ^ale  à.  celle 'de  son  échielle  de  pente  sur  le  même  plan  de  comparaison.  Soit 
donc  7  l'inclinaison  donnée  du  plan  cherché  sur  le*  plan  de  comparaison ,  si  par  le 
pomt  m  {fig.  1 59  )  on  mène  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  cherché,  et  si 
l'on  suppose  que  Ton  connaisse  la  trace  Ijorizontale  a  de  cette  ligne  de  plus  grande 
pente ,  on  aura  un  triangle  ommMiems  lequel  mm''  :  am'^  :  :  5 :  4  ;  or ,  mm''=:  1 3",  donc 
2im'^=1 0,4.  Cette  distance  réduite- à  l'échelle  convenue  (  n*  1 61  )  sera  de  0"',1 04  ;  il 
faudrait  donc  du  point  m*  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  0"',104  décrire 
une  birconférenc^  de  cercle  ;  puis  sachant  que  la  trace  horizontale  du  plan  doit 
passer  par  les  tracés  horizontales  de  la  droite  donnée  et  de  la  ligne  de  plus  grande 
pente ,  et  que  de  plus  elle  doit  être  perpendiculaire  à  la  projection  horizontale  de 
la  ligne  die  plus  grande  pente ,  elle  ne  pourra  être  autre  qu'une  droite  tangente  au 
cercle  ci-dessus  tracé,  et  passant  par  la  trace  horizontale  de  la  droite  D.  Or,  il  peut 
arriver  que  cette  trace  horizontale  soit  hors  des  limites  du  dessin,  et  aussi  que  le 
rayon  du  cercle  soit  trop  grand  ;  mais  on  peut  rapporter  la  figure  à  un  plan  paral- 
lèle au  plan  de  Comparaison,  et  choisir,  par  exemple,  celui qoi passe  parle  point n, 
dont  la  coie  est  7'',00  ;  alors  la  cote  du  point  m  rapporté  à  ce  nouveau  [dan  ne  sera 
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qrie  :  48"'«>*-7'"=r6"y  ce  aéra  la  hauteur  k  do  trianglo  rectangle,  on  aura  donc  la 
bace  ^  de  ce  triante  ou  le  rayon  du  cerda  par  la  proportton  : 


»  * 


5 

puis  le  plan  mené  par  Te  point  n  coupant  le  plan  cherché ,  suivant  une  hore^ûnn 
taie  dont  la  *'projectien  horizontale  doit  être  perpendiculaire  à  celle  de  la  ligue 
de  plus  grande  pente ,  si  du  point  m^  comme  centre  et  avec  un  rayon,  égal  à 
O'^jOiS  on  décrit  une  circonférence  de  cercle  C*,  que  du  point  n*  on  luitnçne 
une  tangente  qui*  la  touche  en  p^,  la  droite  m^*  sera  la  projection  da  l'échelle 
de  pente  du  plan  cherché.  Du  point  n  on  peut  mener  une  secondo  tangente  «ai) 
cercle  C*,  et  sî  Ton  joint  le  point  de  contact  p^  au  pomt  tn!'  on  aura  la  projeclîçu. 
de  Téchelle  de  pente  d'un  second  plan  qm  résout  pareillement  le  problème  pro* 

posé.  '  •.*''.•* 

Si  le  point  n'hélait  sur  le  cercle,  c'est-à-dire  si  mV  était  égal  à  0*^,48 ,' 

il  n'y  aurait  qu'une  solution  :  la  droite  D  serait  elle-même  l'échelle  de  pente  du 

plan.  En  effet,  dans  ce  cas,  la  pente  de  la  droite  D  serait  exprimée  par  le  ràp*- 

43--7      60      5     •  '  •  • 

II  n*y  aurait  pas  de  solution  si  n*  était  flans  le  cercle ,  ou  si  mV  était  moindre 
que  O^^OiS  ;  en  effet  alors  la  penie  de  la  droite  D  serait  plus  grande  que  {  et  ^ar, 
conséquent  elle  ne  pourrait  se  trouver  sur  un  «plan  dqpi  la  ligne  de  plus  grande 
pente  n'aurait  sur  le  plan  de  comparaison  qu'une  inclinaison  égaie  à.;. 


Des  projéctUm  oblique»  ei  de$  ombreê  p&rtéei. 


471.  Si  Ton  projette  un  point  de  l'espace  orthogonalement  et  obliquemeiàt  sur 
ou  plan  ^  la  droite  qui  unit  les  deux  projections  est  évidemment  la  projection 
orthogonale  de  la  droite  qui  projette  obliquement  le  point  Si  donc  on  a  dans  l'es* 
pace  nu  système  de  points ,  les  droites  qui  les  projettent  obliquement  étant  pa«' 
rallèlés,  leurs  projections  sont  aussi  parallèles  :  donc  les  deux  projecticms  de 
diaque  point  du  système  sont  sur  des  droites  qui  sont  toutes  parallèles  entre 
eBesw  Cela  posé  ^  conmassant  les  projections  d'une  droite ,  et  sur  ces  projections 
celles  d'un  poiiili  il  sera  facile  de  trouver  les  projections  de  tout  autre  point  de 
Mtte  droite. 
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II  est  évident  que  la  trace  d'une  droite  sur  le  plan  de  projection ,  que  wms 
considérerons  comme  horizontal,  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  les  deux  projections 
de  la  droite^  et  par  conséquent  elle  est  au  point  ou  ces  deux  projections  se  croî» 
sent* 

Lorsqu'une  droite  est  horizontale  ses  deux  projections  sont  parallèles;  si  la 
droite 'est  vjertîcale,  la  projection  orthogonale  se  réduit  à  un  point,  mais  la  pro- 
jection oblique  est  une  di^oite  passant  par  ce  point  et  parallèle  aux  droites  qui 
unissent  les  deux  projections  d*un  même  point;  si  la  droite  était  parallèle  à  la 
droite  projetant  obliquement  un  point ,  sa  projection  oblique  se  réduirait  à  un 
point ,  et  sa  projection  orthogonale  serait  une  droite  passant  par  ce  point  et  paral^^- 
lèle  aux  drdites  qui  unissent  les  deux  projections  d'un  même  point. 

En&n  y  si  deux  droites  %ont  parallèles^  leurs  projection  de  même  nom  sont  parai- 
J^Ies.     ,,'•.. 

178.  La  trace  horizontale  d'un  plan  est  perpendiculaire  à  la  projection  ortho^ 
gonale  de  sa  ligne  de  p}us  ^ande  pente  ^  et  les  dau^  projectiojis  d'une  horizontale 
de  ce  plan  soni  parallèles  à  cette  trace  (n*  <75)  j  d'après  cda  on  peut  résoudre  If 
..  problème  suivant-  ;  • 

FRO«Làii£  1  S«  Ètafit  cÔwêm  la  profectiàn  orthogonaU  d^im  pm9i  ^Uué  sur  m  plm^ 
Jrvuver  saptnjectiim  MUfHc  wr^elprpquement  {fig»  460)  (*)• 

l""  Soient  A  Ia  Ugne  dé  pli)s  grande  pente  d'un  plan ,  o  un  point  de  cette  droite 
(ce  j)oiaC  n'ejt  >éyfdemKient  déterminé  datas  Pespace  que  lorsqu^on  oonnâtt ,  oe 
qa'il  faut  toujours  supposer,  rinclinaison  des  lignes  projetantes  obliques),  et  x^  kt 
projection  orthogonale  d'un  point  x  du  plan)  par  ce  point  et  dans  le  plan  on  peut 
concevoir  une  horizontale  B;  sa  projection  borizontalo  B'^  passera  par  a^  et  sera  * 
perpendicnlaire  à  D^  ;  les  droites  B  et  l)^tant  di^QS  un  même  plan  se  coupent  en  un 
point  m  dont  la  projectipn  orthogonale  est  en  m^  à.  l'intersection  de  D^  et  de  B^  ; 
.  donc  si  de  m^  on  mène  une  parallèle  à  la  direction  cl'U'  des  lignes  projetantes  obU<- 
qiws,  le  ppint  vpP  où  elle  rencontrera  Tf  sera  la  projection  oblique  du  point  m  de 
la  droite  B ,  mais  cetto  droite  6Mtnt  honacmtale ,  B*"  sera  parallèle  à  B*  (n*  4  76)  { 
puis  le  point  prêtant  sur  la  droite  B,  si  de  x^  on  iBène  une  parallèieà«V,  eHeeou» 
pera  B*  au  point  demandé  of. 

^  Soient  D  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan ,  a  un  point  de  cette  droite , 
et  ûd*  la  projection  oblique  d'un  point  x  situé  sur  ce  plan  ;  par  le  point  x  passeTioe 

(*)  Nous  désignons  la  projection  oblique  d'an  point  m  par  m**  et  d*une  droite  D  par  D*  (cette  pro- 
jection cMique  étant  située  sur  le  plan  bortnmlal  des  prc^ections  orOtogondes}* 
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horizontale  B  du  plan,  le&  deux  projections  (l'une  orthogonale  et  l'autre  oblique)  de 
cette  horizontale  sont  parallèles  et  B*  est  perpendiculaire  à  D*;  donc  B""  est  aussi  per- 
pendiculaire à  D^  et  passe  par  le  point  x""  ;  puis  les  droites  B  et  D  étant  dans  un  même 
plan,  se  coupent  en  un  point  m  dont  m''  intersection  de  D"  et  de  B^  est  la  projection 
oblique,  on  en  conclut  m'*;  menant  ensuite  par  ce  point  n)^  une  parallèle  à  B"",  on  aura  B^; 
enfin,  menant  de  x""  une  parallèle  àaV,  elle  viendra  couper  B^  au  point  cherché  o^. 

179.  Problème  16.  Connaissant  les  projections  orthogonales  (Tun  point  j  la  ftbrec^ 
lion  et  rinclinaison  des  droites  projetantes ,  trouver  la  projection  pblique  de  ce  fotn£., 
«tir  le  plan  horizontal  (fig.  461).  Par  le  point  donné  m  il  faudi^  jnefaer  une  droite  B 
parallèle  à  la  droite  donnée  D  (n"*  S 4)  et  en  chercher  la  trace  horizontale  qui  seraT 
la  projection  m!"  demandée.  On  pourrait  aussi  par  un  changement  de  plan  se  ra- 
mener au  cas  où  D  serait  parallèle  au  plauivertical  et  Toi^peut  faife  casser  la  po«r 
velle  ligne  de  terre  par  m^  ;  alors  la  droite  B  sera  dans  le  plsKi  \ertical ,  elle  fera 
avec  L'T'  l'angle  que  D  fait  avec  le  plap  horizontal,  et  elle  coupera  LT'^au  point 
m^  demandé. 

Cette  dernière  solution  est  celle  que  l'oi^  e^t  obli^  d'employer  quand  oû.  donne 
le  point  m  par  sa  projection  horizontale  et  sa  cote  de  hauteur  ^g.  162)  et  qu'en 
même  temps  la  droite  D  est  donnée  par  sa  prqjeetion  horizontale  eC  son  inclinaison  a, 
ou  par  les  cotes  de  deux  de  ses  points,  d'où  l'on  peut  conclure  cette  inclinaison  a  ; 
alors  de  m^  on  mène  B^  parallèle  à  D^,  on  élève  m^m  perpçndicuTaire  à  B^  et  égala 
à  la  cote  du  point  m  réduite  à  l'échelle  convenue  (lor^u'on  n'e^cute  pas  un«dessin 
de  grandeur  naturelle),  du  point  m  on  mène  une  droite  BL faisant  avbc  B^  un'^gle 
a,  et  le  point  m"*  intersection  de  B  et  B*  est  la  projection  oblique  demandée.       » 

Si  la  droite  D  représentait  la  direction  d'un  rayon,  de  lumière  ^  ce -point  m^  sera 
t ombre  portée  du  point  m  sur-  le  plan  horieontal.  On  aurait  de  même  son  ombre 
portée  sur  le  plan  vertical.  ;  -^ 

180.  Problème  17.  Connaissant  la  projection  et  C ombre  portée  dfuh  point ,  et-Vm- 
clinaison  du  rayon  de  lumière  j  trouver  la  cote  de  hauteur  du  point  (fig.  162  )•  Si  l'ôa 
joint  les  projections  m''  et  m""  du  point  m]  par  une  droite,  eHe  représentera  la  pro- 
jection orthogonale  de  la  droite  B  projetant  obliquement  le  point  m;  donc  si  au 
point  m^  on  mène  une  droite  B  faisant  avec  B*  l'angle  a  égal  a  l'inclinaison  connue 
du  rayon  de  lumière ,  et  si  de  m^  on  élève  une  perpendiculaire  à  B^  jusqu'à  sa 
rencontre  m  avec  B,  la  droite  m^m  sera  égale  à  la  cote  de  hauteur  cherchée  du 
point  m. 

181.  Problème  18.  Trouver  C ombre  portée  d'un  polyèdre  quelconque  sur  le  plan 
horizontal.  Soit,  par  exemple,  un  tronc  de  pyramide  à  bases  non  parallèles  (Jig.  1 63) 
dont  on  demande  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal.  Supposons  que  le  plan 
horizontal  soit  précisément  le  plan  de  la  base  abcde  de  la  pyramide ,  les  points  de 
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la  flection  peuvent  être  donnés  par  deox  projections  orthogonales  j  ou  simple- 
mmt  par  leurs  projections  horizontales  et  leurs  cotes  de  hauteur ,  et  comme  ces 
dernières  données  conduisent  immédiatement  à  la  détermination  de  la  projection 
verticale ,  je  suppose  le  tronc  pyramidal  donné  par  ses  deux  projections  et  de  plus 
je  prends  le  plan  vertical  de  projection  perpendiculaire  au  plan  de  la  section ,  cas 
auquel  on  pourra  toujours  se  ramener  par  un  changement  de  plan  vertical  ;  puis 
donnant  la  droite  R  (direction  des  rayons  de  lumière)  par  sa  projection  R^  et  son 
inclinaison  a  sur  le  plan  horizontal ,  nous  en  conclurons  sa  projection  verticale  R*. 
Gela  posé ,  nous  déterminerons  les  projections  obliques  (n*1 79)  des  sommets  a'j  b\ 
c\  d'y  c'y  de  la  base  supérieure  du  tronc  de  pyramide  et  unissant  ces  projections 
par  des  droites,  nous  aurons  la  projection  oblique  de  cette  base  supérieure;  unis- 
sant de  même  ces  projections  respectivement  aux  sommets  correspondants  de  la 
base  abcdey  nous  obtiendrons  les  projections  obliques  des  arêtes  du  tronc  de  pyra* 
mide  et  par  suite  les  projections  des  diverses  faces  de  ce  tronc. 

Pour  trouver  maintenant  l'ombre  portée  du  tronc  de  pyramide  sur  le  plan  hori- 
zontal ,  remarquons  d'abord  que  tous  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  à  R , 
ceux  qui  passent  par  les  divers  points  de  l'arête  bb'  forment  un  plan  dont  bb'""  est  la 
trace  horizontale  y  de  sorte  que  bb'^  est  l'ombre  portée  de  cette  arête  ;  de  même 
A'^a'"*  et  00!""  sont  les  ombres  portées  des  arêtes  b'd  et  aa  y  et  la  droite  ab  étant  sur  le 
plan  horizontal ,  est  à  elle-même  son  ombre  portée  ;  il  résulte  évidemment  de  là 
que  l'ombre  portée  d'un  point  quelconque  de  la  face  abb'ci  est  toujours  dans  le 
quadrilatère  aby^'d^'y  ou,  en  d'autres  termes,  que  ce  quadrilatère  est  l'ombre  por- 
tée de  la  face  abb'd\  on  verra  de  même  que  aa'^c'^e,  eeW,  dtfW,  cc^'^'b  sont  les 
ombres  portées  des  faces  ade'ey  ee'd'dy  ddîccy  ccb'by  et  que  a'^éW^e'*  est  l'ombre 
portée  de  la  base  supérieure  db*cd!e*  ;  mais  comme  l'ombre  portée  doit  être  évi- 
demment au  delà  de  la  pyramide ,  il  est  évident  qu'elle  sera  comprise  dans  l'espace 
bacdd''e''aL''b'''b ,  en  supprimant  des  quadrilatères  ci-dessus  les  portions  comprises 
dans  la  base  abcde. 

Mais  dans  la  théorie  des  ombres ,  outre  l'ombre  portée ,  on  se  propose  encore  de 

découvrir  quelles  sont  les  parties  de  la  surface  du  corps  proposé  qui  reçoivent 

des  rayons  de  lumière  ou  qui  sont  éclairées,  et  celles  qui  n'en  reçoivent  pas  ou  qui 

sont  dans  l'ombre,  et,  par  suite,  de  déterminer  la  ligne  de  séparation  de  ces  deux 

parties  et  que  l'on  nomme  ligne  de  séparation  d ombre  et  de  lumière.  Or  y  dans  notre 

exemple ,  il  est  facile  de  reconnaître  que  si  l'on  mène  des  rayons  lumineux  par 

tous  les  points  du  contour  de  la  face  bb'dcy  ce  qui  formera  quatre  plans  ayant  pour 

traces  horizontales  les  droites  bcy  66'*,  6'V*,  ce'*,  tout  rayon  de  lumière  mené  dans 

l'intervalle  compris  entre  ces  quatre  plans  rencontrera  la  face  bb'cc;  donc  cette 

face  est  éclairée  ;  il  en  est  de  même  des  deux  faces  cc'rf'd,  a'b'cde  ;  mais  les  rayons 
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lunîaeax menéapar le» divens  pointa  des aréteft bU  efc 6V ,  pasmit «t  deHu di  lt< 
facea6ÀV,  cette  face  est  d&og  Tonibre,  il  ea  eai  do  méiiie^te»  deuv  «elnss/  Anaii 
aa^'e  et  ee(£4  y  a'est  poarqiioi  nous  le&avons  ombfnies;  enflalaligoe  brisée  bb-aVd'd^ 
forme  la  ligne,  de  séparatioa  d'ombre  et  de  lumière  de  la  surface: piv^osée. 

Remarquons  que  la  série  des  plans  formés  par  les  rayons  luimneox  menés  par 
les  divers  points  de  la  li^ie  brisée  bb'aed'dy  le  plan  horizontal  et  les  dens  faces 
bb'cc  et  ec'd'dj  déterminent  un  polyèdre  qui  cache  les  droites  «ro!Wa;"'6V,  «V"* , 
que  nous  avons,  par  cette  raison,  ponctuées  ;  de  sorte  que  Tombre  portée  de  la  lîgee 
de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  a  seule  été  tracée  en  %iie  plebuê.  C'est  toujonie: 
ainsi  que  l'on  doit  ponctuer  quand  on  résout  une  question  d'onibm  portée;  mais  si 
l'on  s'était  proposé  une  simple  question  de  projection,  alors  les  autres  lignes  étaaft 
les  projections  de  lignes  vues ,  auraient  dû  aussi  être  tracées  en  plein. 

182.  Si  Ton  connaissait  la  projection  horizontale  et  l'ombre  portée  d'un  po-- 
lyèdre  sur  le  plan  horizontal ,  en  même  temps  qae  Tinclinaison  des  payons  lumi^ 
neux,  il  serait  facile  de  trouver  la. projection  verticale  du  polyèdre,  ou  les  cotet  de 
hauteur  de  tous  ses  sommets,  et  par  conséquent  le  polyèdre  serait  complètement 
connu.  En  effet,  soient  données  la  projection  horizontale  atocfea'*é'*e*d'*e'*  d'un 
tronc  de  pyramide  pentagonale ,  son  ombre  portée  l>aedd!''e''a%%  sur  le  plan  ho** 
rizontal,  et  l'inclinaison  a  du  rayon  de  lumière;  prenant  R'^  parallèle  à  a^a^  oa  à 
b%''' ,  etc. . . ,  celte  droite  nous  représentera  la  projection  horizontale  du  rayon  de  lof 
mière  ;  menant  la  droite  R,  faisant  avec  R^  l'aDgle  a ,  on  aura  ce  rayon  dans  son  plan 
vertical  projetant,  nous  pourrons  en  conclure  sa  projection  R"  sur  un  plan  vertical 
quelconque  LT  ;  puis  les  points  6'%  a'%  e'%  d""  étant  les  traces  horizontales  de  droites 
parall^es  à  R  et  menées  respectivement  par  les  sommets  6',  a',  e ,  d'  dn  trône  de 
pyramide,  si  on  les  projette  sur  la  ligne  de  terre  en  |3,  a,  e,  d,  et  si^  de  ces  points 
on  mène  des  parallèles  à  R%  les  points  6'%  a'%  c%  d'"  seront  les  intersections  de 
ces  droites  et  des  perpendiculaires  à  LT ,  abaissées  des  points  6'\  a\  e'*, d'*.  Poiir 
avoir  le  cinquième  sommet  c,  nous  remarquerons  que  si  l'on  connaissait  c'** on 
trouverait  c*"  comme  on  a  trouvé  les  projections  verticales  des  autres  sommets; 
on  peut  se  procurer  ce  point  c'"*,  car  il  est  évident  que  les  droites  on'^,  W*,  dd'^'y  ec'% 
projections  obliques  des  arêtes  de  la  pyranxide,  concourent  en  un  point  s"" ,  pro- 
jection du  sommet  ^  de  ce  polyèdre  ;  donc  c"*  doit  être  sur  la  droite  es""  ;  il  est  d'ail- 
leurs sur  une  parallèle  à  R*  et  menée  de  c'*;  donc  il  est  à  l'intersection  de  ces  deux 
lignes.  Le  point  ^""y  que  nous  avons  considéré,  sera  souvent  hors  des  limites  du 
dessin  et  la  construction  précédente  ne  fournira  plus  dès  lors  œ  point  c'"*  ;  maie 
dans  ce  cas,  menons,  par  c'^  une  parall^e  kcbel  rencontrant Afr'*  ea  oo  point  ^^ 
la  droite  cf'a/'  sera  la  projection,  horizon  taie  d'une  droite  c'^^  située  dans  le  plant  de 
la  face  bccV  et  parallèle  h  bc^et  par  conséquent  d!ane  horizontale  de.  ee  plau:;'el 


nm  ptBùA  la  ^ivoleclimi  oblique  af  an  poiat  x  {t^  i7T),  «t  «i  de  x*  cm  BÎène 
parallèiBè^(/^tHi  à  6c,  cette  droite  sera  la  projection  obliq«e  de  ârc' (n**  t7?), 
elle  contiendra  donc  le  point  c'%  qui  setroave  anssi  eor  mie  parallèle  à  R^  menée 
eu  fMDi  c^.  On  trouverait  de  la  même  inaDière  la  projection  oblique  de  tout  antre 
•«nBiiBet:noD  situé  sur  la  ligne  de  Bépmaûm  d ombre  tt  ée^  lumière. 

Si  l'on  suppose  que  le  rayon  de  lumière  est  iaebiié  à  45'  snr  le  plan  borizoïilal, 
Jtî  pDOÎeatioo  oithogonale  sur  ce  pbm  et  TofiBlnre  portée  sur  œ  même  plan  d'un  po- 
^(yèdre^itiié  dans  l'espace,  sufiiseiit  pour  fixer  la  position  de  ce  corps;  et  Ton  pevt 
i4n»*fnBÎk8Dent  trouver -au -moyen  de  Gesdeux  projections  snr  on  même  'pkm,  «la 
whttilswrîdô^aeon  des  sonuDets  du  polyèdre  au-dessus  de  œ  plan  de  projection , 
pMsçfue  '.œlte  bauteiir  aeca  égale  à  la  distanee  de  la  ^wojectîon  offtbogmuib-d^mi 
nMamit'àîaa  projectiou  <  oblique. 

On  a  -deoc  dan&  ce  ^sième  de  projecthm  oblique  <quelq«e  cfaose  qai  offre  de 
l'analogie  avec  le  s^Btàmà  des  plans  cMSfOb  Toii  ii'.a  aussi  qu'un  Mnl^ifatmaor  m 
mak  pémiÂlepi^ygciioB. 

fSmymjMioas  wnùfMn^l  de  lapenfmeikm* 

iSSL  ËUAt  .donné .un  point  £xeo  dasis  l'espace,  et  on  .point  quelconque  m,  b 
<dioiio^m.8ûra  une  ligne  prqjetaate  dUipoint  m.,  et  le  point  où  elle  ira  rracontrer 
;an  ;plan  donné  sera  la  projection  coAiçue^  ou  eenisoU,  ou  poUàre  diu  point  m,  <le 
point  0  étant  le  eattire  ou  le  pdiedes  prc^ections.Si  Ton  projette  de  même  tous 
les  points  d'un  corps,  la  projection  conique  ainsi  obtenue  sera  l'ombre  portée  du 
izocps  sur  le  plan  de  projection ,  si  le  point  a  est  un  poini  iaotmenx,  et  elle  en  sera  Jki 
.perspective,  si  le  poini.o  estXœil  d'un  observateur.  Jl  faut  cependant,  pour  avoir 
l'ombre  portée,  que  le  corps  éclairé  soit  placé  entre  le  point  luminenx  et  le  plan 
de  projection ,  sans  quoi  ce  serait  une  simple  projection  conique.  Dans  la  théorie 
de  la  perspective ,  le  plan  qui  reçoit  la  projection  conique  et  que  l'on  nomme 
tableau^  est  ordinairement  placé  entre  le  corps  et  l'œil  de  l'observateur,  mais  ûen 
n'empâcberait  de  le  placer  au  delà  du  corps  projeté  coniquement  sur  ce  plan. 

184.  Les  droites  jprojelaat  coniquement  les  divers  points  d'un  système,  passant 
4oQtespar  le  pôle  a,  il  estévident  que  les  projections  orthogonales  dexes  droites  sur 
Ifàféomélral  {if  159),  que  .nous  considérerons  comme  plan  horizontal  de  projection, 
«passeront  toutes  j[)ar  le  point  (^,  et  leurs  projections  sur  le  la^leoii  passeront  toute&par 
'^  C)y  pî^d  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  4^  surie  plan.sermat  dfà^iablem. 

(*)  Désignant  par  op  la  projection  polaire  ou  centrale  sur  le  plan  du  tableau,  ou,  en  d*aatres 
lemes,  ia  perspeciWe  «u  poiM^  de  l^spses,  tt^r^H»  la  fn-ô^ien  H3e«tra)eMrai>olaire,  ou,  en 

4'aatres  termes»  la  perspective  d*une  droite  D  de  l'espace  sur  le  même  plan  t  c'efiMMire; wrie  UMeau . 

■ 
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Les  projections  horizontale  et  polaire  d'an  point  m  sont  telles,  qae  si  Ton  joint 
m*  et  0^  par  une  droite  D^,  elle  ira  rencontrer  la  base  da  tableau  aa  pied  de  la  per* 
pendiculaire  abaissée  de  nF  sar  cette  base. 

185.  La  projection  conique  d'une  droite  est  une  droite  qui  est  Tintersection  da 
tableau  et  du  plan  mené,  par  la  droite  donnée  et  le  point  o.  Tous  les  plans  pro- 
jetants passant  par  le  point  o  se  coupent ,  donc  si  Ton  a  deux  droites  parallèles  D 
et  D' leurs  plans  projetants  se  couperont  suivant  une  droite  K  parallèle  à  D  et  D\ 
qui  ira  rencontrer  le  tableau  en  un  point  b ,  par  lequel  passeront  les  intersections 
de  ces  plans  et  du  tableau  ;  donc  les  projections  coniques  ou  les  perspectives  de 
deux  droites  parallèles  se  coupent.  Quel  que  soit  le  nombre  des  droites  parallèles, 
leurs  plans  projetants  se  couperont  tous  suivant  une  même  droite  K,  et  par  consé* 
quent  les  perspectives  de  toutes  ces  droites  passeront  par  un  même  point  6,  que 
Ton  nomme  point  de  concoure  ou  point  de  fidte.  Si  Ton  a  plusieurs  systèmes  de 
droites  parallèles,  il  existe  un  point  de  concours  pour  chaque  système. 

Si  les  droites  parallèles  sont  perpendiculaires  au  tableau ,  la  droite  E  est  aussi 
perpendiculaire  au  tableau,  et  le  point  de  concours  b  n'est  autre  que  o^.  Si  les 
droites  proposées  sont  parallèles  au  tableau,  la  droite  K  est  aussi  parallèle  au  ta* 
bleau,  et  le  point  b  est  transporté  à  l'infini;  donc  les  perspectives  de  droites  parai* 
lèles  entre  elles  et  au  tableau  sont  parallèles.  Si  les  droites  données  sont  inclinées 
à  45^  sur  le  tableau,  la  droite  E  fera  aussi  un  angle  de  45*  avec  le  tableau,  et  elle  le 
percera  en  un  point  b ,  de  sorte  que  le  triangle  ob(fj  rectangle  en  o**,  sera  isocèle,  et 
Ton  aura  o''b=o<f.  Enfin  si  dans  ce  cas  les  droites  parallèles  sont  de  plus  horizon-^ 
taies,  la  droite  E  sera  aussi  horizontale,  le  point  de  concours  b  et  le  point  (f  seront 
donc  sur  une  même  parallèle  à  la  base  du  tableau,  et  dans  ce  cas  le  point  de  con- 
cours prend  le  nom  de  point  de  distance.  Il  y  a  deux  points  de  distance  situés  de  part 
et  d'autre  de  o^,  parce  que  l'on  peut  mener  deux  droites  E  et  E'  horizontales  et 
inclinées  à  45*  sur  le  tableau. 

186.  Un  plan  indéfini  est  déterminé  par  ses  traces  sur  le  géométrat  et  sur  le  ta^ 
bleau^  comme  nous  allons  le  démontrer  en  résolvant  le  problème  suivant  : 

PaoBLÈME  1 9.  Connaissant  la  projection  orthogonale  d'un  point  situé  sur  un  plan  donné 
par  ses  traces^  trouver  sa  projection  conique  y  et  réciproquement  {fig.  164). 

1*  Soient  H*  et  P*  (*)  les  traces  d'un  plan  R,  et  a^  la  projection  d'un  point  de  ce 
plan  sur  le  géoméiral;  par  ce  point  x  passe  une  horizontale  D  du  plan  R ,  sa  pro* 
jection  D*  est  parallèle  à  H",  et  elle  perce  le  plan  du  tableau  en  a,  ce  point  a  est 
un  point  de  D**;  pour  connaître  la  seconde  projection  de  la  droite  D,  il  suffirait 


n  Noos  désignons  par  P  la  trace  d*im  plan  sur  leroMeo»;  le  plan  étant  désigné  parRiSa  trace 
sur  le  tableau  sera  P*. 


d'avoir  le  point  de  concours  des  horizontales  dn  plan  B;  or,  parmi  ces  horizon- 
taies,  il  y  en  a  une  D'  située  avec  le  point  o  sur  un  plan  horizontal ,  et  dont  la  pro- 
jection D"*  est  par  conséquent  parallèle  à  LT  ;  elle  perce  le  plan  du  tableau  au 
point  a  qui  se  projette  en  d^,  d*où  Ton  conclut  D'^;  pais  les  plans  projetants  de 
D  et  D' se  coupent  suivant  une  droite  K  qui  leur  est  parallèle,  et  coînme  elle  passe 
par  le  point  o^  elle  est  tout  entière  dans  le  plan  (D',  o),  menant  donc  E^  parallèle 
à  D^,  et  K''  parallèle  à  LT,  la  trace  6  de  cette  droite  K  est  le  point  de  concours 
demandé;  puis  joignant  a  et  b  par  une  droite,  on  a  ly.  Si  maintenant  on  unit 
d"  Qiaf  par  une  droite  B^,  et  qu'on  la  prolonge  jusqu'à  LT  en  a,  que  par  ce  point  a 
on  élève  une  perpendiculaire  à  LT  jusqu'à  sa  rencontre  avec  D' ,  on  aura  a^. 

Bemarquons  que  si  l'on  joint  (fetaf^  par  une  droite  B*",  les  deux  droites  B*  et 
B^  seront  les  projections  orthogonales  l'une  sur  le  géométral  et  l'autre  sur  le 
tableau  de  la  droite  B,  qui  projette  coniqnement  le  point  x. 

%""  Si  l'on  donne  af'y  pour  avoir  a}"  nous  remarquerons  que  par  ce  point  x  passe 
une  horizontale  D  du  plan  B  ;  D*^  doit  passer  par  le  point  de  concours  des  projec- 
tions polaires  des  horizontales  du  plan  »  nous  le  construirons  comme  précédem- 
ment; puis  unissant  cfb^  nous  aurons  la  projection  conique  IM"  de  Thorizontale  D  ; 
ly  rencontre  P*"  au  point  a,  trace  de  la  droite  D  sur  le  tableau  ;  projetant  ce  point  a 
sur  la  base  du  tableau  en  a^,  et  menant  par  d"  une  parall^e  à  H*,  on  aura  D^; 
le  point  cherché  a^  se  trouve  sur  cette  droite  D*  et  aussi  sur  la  projection  horizon- 
tale B'^  de  la  droite  B  qui  est  menée  du  point  o  au  point  x  ;  mais  cette  droite  B  perce 
le  plan  du  tableau  au  point  a?,  qui  se  projette  en  a  sur  LT  ;  joignant  ad'\  on  aura 
une  droite  coupant  D^  précisément  au  point  s^. 

187.  Problème  20.  Connaissant  les  projections  ortlwgonales  (Cun  point  et  celles  du 
pôle,  trouver  la  projection  conique  du  premier  point  sur  un  plan  donné  (fig.  1 65).  Soient 
oie  pôle,  m  le  point  donné,  et  supposons  le  plan  du  tableau  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre  et  rabattu  sur  le  plan  horizontal.  La  projection  du  pôle  sur  le  tableau 
doit  toujours  être  orthogonale ,  nous  la  trouverons  par  un  simple  changement  de 
plan  vertical  (u""  44)  en  o*^,  puis  la  question  proposée  revient  à  mener  la  droite  om , 
et  à  chercher  sa  trace  sur  le  plan  dn  tableau ,  cette  trace  a  pour  projection  hori- 
zontale le  point  a  dont  la  hauteur  verticale  est  égale  à  iV  ;  élevant  donc  par  a^ 
une  perpendiculaire  à  L'T^,  et  prenant  al'vffzrzto!'^  on  aura  le  point  cherché  nf. 

Si  les  points  o  et  m  étaient  donnés  par  leurs  projections  horizontales  et  leurs 
cotes j  on  chercherait  sur  la  droite  om  la  cote  du  point  qui  se  projette  en  J"  (n""  1 62) , 
et  l'on  prendrait  aiW  égale  à  cette  cote. 

4  88.  PnoBLàHE  21 .  Connaissant  les  prtjectums  horizontale  et  conique  d^un  point 
et  celles  du  pôle ,  trouver  la  projection  verticale  du  premier  point.  Le  tableau  est  un 
plan  vertical  sur  lequd  la  droite  am  est  projetée  orthogonalement  (n*  186  1*);  or 
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oa  conaait  les  iMrûjeetîons  horBontales  V  et  t^  de  demL  pûiilB  de  «Ile  droite,  et 
leoTB  hauteurs  a>V  et  al'm^j  donc  abaisaaiit  de  o^  et  de  a^  des  peqpendiculaireB 
LT^et  prenant  (a9''s=ttV,î«*==ct^m%et  joi^DttBt  oV,  il  n'y  aura  plus  qa*à 
de  «n^  uee  perpendiculaire  sur  LT»  eteUe  ira  couper  B**  an  point  dierchém*. 

489.  PBOBLiiifi  22.  Trouver  laperêpediae  d*M  folyèére qmitmêqm.  Soît  demandéD 
iaperspective da  polyèdre  {fig.  166)  cempoeé d'nn  paraUéMpipède  reetai^le  Teriî- 
oal  sannonté  d'une  pyramide  quadrangulaire.  Supposons  le  tableau  perpendiculaiie 
à  LT,  et  rabattons -le  sur  le  plan  vertical  en  le  fusant  tonraer  autour  de  n 
trace  verticale  Y^  ;  ce  qui  revient  à  prendre  le  pian  vertical  de  projectîen  pour  la 
géoméiral.  Pour  obtenir  ensuite  la  perspective  demandée^  nous  diercherons  h 
j^rtyeclion  du  point  de  vue  sur  le  taJDiean  e&  abaiaaant  du  point  e  sur  le  ftai  F 
une  perpendicolaire  qui  viendra  le  couper  an  poètt  o'  ;  pu»  iorsqne  le  >pkan  9 
tourne  autour  de  V,  ce  point  o'  reste  éiridenunent  à  la  a^ne  distance  la'''  da 
plan  horizontal  et  à  la  même  distance  aussi  zo"  de  Taxe  Y'^  no»  pcendroos  donc 
jttr  oV^  une  kmgueur >o'V.=:W^^  et  noua  aurons  le  point  o'  demandé;  on  voit 
qfie  eda  revient  à  décrire  :dtt  eenlre  s  et  du  rayon  W^  an  arc  de  cercle  ipd  "vîMt 
couper  LT  au  point  a  et  à  élever  par  ce  point  .une  perpandîeulaire  a  îLT  jnsqn^àte 
rencontre  de  oV"  ;  tous  les  anties  poînlfi's'eblÎBnBMit  de  la  tnâme  manJère.  9<mr 
le  point  o,  on  pouvait  aussi  effectuer  un  ainiple  changenkentr de  (dan  bonaoalal  en 
considérant  Y'. comme  la  nonvdle  ligne  de  terre. 

La  droite  oa  rencontre  le  tableau  en  un  point  «  que  nous  ramènerons  comme 
le  point  o  sur  k  perspective,  en  menant  par. a'*'  une  parallèle  a  LT,  et  prenarit 
a''(fz=^%a^^  on  obtiendra  de  même  tons  les  autres  .points  If  y  (f^...  de  la  persp«o- 
tive.  Ayant  obtenu  les  perspectives  cF  AV  des  pûînts  a  et  b,  la  droite  €plf  sera  la 
perspective  de  la  droite  eb  et  ainsi  des  autres.  Nous  avons  ainsi  en  efififéf  la 
perspective  de  la  base  inférieure  du  paralléiipipède,  en  àftfp^^  b^<^{fP^  ^^^^^ 
cPdFFé^  les  perspectives  de  ses  quatre  laces  bttérales  verticales,  et  en  ^f^^V  la  psp- 
apective  de  sa  base  supérieure  ;  puis  on  a  en  ykfVwF  la  perspective  de  la  base  de 
la  pyramide  et  en  ^/A^,  $^VP,  f^PmFy  ^aff  les  perapectives  de  ses  quatre  faces» 

U  est  évident  que  Tc^iservateur  plaoé  eno  ne  .peut  voir  que  la  face  ùbfe  dn 
paraliélipipède,  toutes  les  arêtes  qui  n'appariieaaent  pas  à  cette  face  lui  sont  c»- 
chées  y  c'est  pourquoi  nous  les  avons  pmc/uéra.Biur  la  figure.  Quant  a  la  pyramide, 
il  est  évident  que  Tarôte  9^  est  entièrement  vue  et  Taréte  ai  entièrement  cacbée , 
mais  les  arêtes. afc  et  «m  sont  vues  au-dessns  de  leurs  points  d'interseetien  par  te 
plan  {efo)j  points  dont  nous  n'avons  représenté  que  ks  projections  ^rorticales  ^ 
et  if  tet  dont  les  pecapectivea  sont  éûdamme^t  .aux  .îoierseclioas  ^iP  t^t  ^  des 
droiles  ^in'  et  ê^P,  avec  e^  ^ 
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an  taM^nr,  iMr»  pcriyw<ivw  cfV\  ^Nt^  «^,  /^f^cjbi^eaf  étiv  pttnl-^ 
à  LZ  fn*  1^)7  t^^  droites  aif,  bûj  rf^j^  étant  perpendicalaires  au  taèleaa^ 
perspectif»  ^i^^i*^,  6V,  «'F,  /'j^  doivent  concourir  au  point  o*';  par  la  méjoie 
les  poiDtBj^y./^  0^  doivent  être  ^en  ligne  droite;  il  est  évident  que  les  cMés 
jk^  Uy  tm^nq  éa\9L  base  de  là  pyramide  sont  inclinés  à  45**  sur  le  tablean  et  que 
ta»  côtés  opposés  sont  parailètes  ;  si  donc  on  prend  p^r''=dV*  (de  sorte  que  r^  sera: 
on  poînc  ife  dfeinnoe)*  les  perspectives /m''  et  k^V  des  c6tés  jm  et  kl  iront  concoorir 
«■  poifit  r'^;  les  perspectives /fc*"  et  fm^  des  deux  autres  côtés  iraient  concourir  en 
«D  antre  point  r'^  situé  de-  Tautre  côté  de  0^  et  à  une  distance  égale  à  o^r*. 

Bnfin ,  nous  terminerons  par  cette  dernière  remarque  :  par  chaque  point  que 
V<m  veut  mettre  en  perspective ,  on  peut  concevoir  deu%  horizontales ,  i*une  per^ 
pencKculaire  au  tableau ,  et  Tautre  inelmée  à  4>S^  ;  on  les  prolonge  jusqu'à  leurs 
iotecseetions  avec  le  tableau ,  et  il  est  évident  que  ces  points  appartiennent  res^ 
pectivement  aux  perspective  de  ces  herizontates  ;  donc ,  en  unissant  le  premier 
de  ces  points  aveco^,  et  Taulre  avec  le  point  de  distance  correspondant ,  ces  deux 
dnntes  se  croiseront  à  la  perpective  du  point  donné.  Cette  manière  de  trouver  la 
perspective  d'un  point  est  en  général  très-prompte. 

490.  Ordinairement  pour  rendre  la  figure  j^us  intelligible ,  on  ne  construit  pas 
la  perspective  au  lieu  où  nous  l'avons  placée ,  mais  avant  de  rabattre  le  tableau, 
on  le  suppose  transporté  à  une  certaine  distance ,  ou  bien  on  prend  sur  le  tableau 
devx  axes  perpendtcuiaires  entre  eux ,  et  l'on  peut  prendre  ces  deux  traces  sur 
une  autre  feuille  de  dessin  que  celle  oà  l'on  a  tracé  X^gémkéiralj  et  l'on  rapporte 
tas^jbstMces  de  chaque  point  de  la  perspectiiw  à  ces  axes»  C'est  ce  que  nous  allons 
montrer  clairement  dans  le  problème  suivant. 

Problème  23.  Trouver  la  perspective  d'un  polyèdre  et  de  son  ambre  portée  sur  le 
plan  horizontal  (Jg.  167).  Connaissant  les  projections  du  polyèdre  et  celles  du 
rayon  de  luaîère,  nous  trouverons  d'abord  l'ombre  portée  (n""  181)  et  la  ligne  de 
s^aration  d'ombre  et  de  lumière  ;  par  suite ,  nous  connaterons  les  faces  éclairées 
et  les  faces  qui  ne  reçoivent  aucun  rayon  de  lumière.  Ces  choses  étant  obtenues, 
soit  le  plan  P  du  tableau  perpendiculaire  à  LT,  en  menant  par  le  point  de  vue  Oy 
ésB  rayons  visuels  aux  divers  sommets  d«  polyèdre  proposé ,  ces  rayons  rencon- 
treront le  tableau  P  en  des  points  dont  nous  fixerons  la  position  en  les  rapportant  à 
deux  axes  rectangulaires  situés  dans  ce  plan,  et  pour  plus  de  simplicité ,  nous  choi« 
SNToas  les  traces  mêmes  du  plan  pour  axes ,  nommant  X  l'axe  horizontal  H',  et  T 
l'axe  vertical  Y';  et  nous  construirons  à  p»rt  la  figure  située  sur  le  tableau  P,  ou  la 
perspective  du^  polyèdre.  Menons  paro^deux  horizontales  D^  et  D'^  inclinées  à  iS^'sur 
H^f  elles  iront  couper  c^te  trace  en  deux  points  r^  et  r^,  projections  horizontales 
des  deux  poinî9  ée  J&sêmiœ;  ayant  donc  construite  les  axes.X  et  Y,  nous  prendrons 
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:^o/s=sio^,  nous  élèverons  au  point  a/  une  perpendicolaire  sor  X,  et  nons  pren- 
drons u^o^ssonV  et  nous  aurons  le  point  de  vue;  puis  menant  par  o'  une  paral- 
lèle à  X  y  et  prenant  o'r''  =  o  V  s=  o V*,  nous  aurons  les  deux  points  de  distance. 

Cela  posé ,  considérons  d*abord  la  face  abcd  par  laquelle  le  polyèdre  repose  sur 
le  plan  horizontal  ;  pour  avoir  la  perspective  du  point  a ,  concevons  par  ce  point 
deux  droites  horizontales,  l'une  perpendiculaire  au  tableau  et  l'autre  inclinée 
à  45^  sur  le  tableau  ;  la  perspective  de  la  première  passera  par  le  point  o^j  celle 
de  la  seconde  par  le  point  r"  ;  de  plus ,  la  première  perce  le  tableau  en  un  point 
distant  du  point  z  d'une  quantité  aa^j  et  la  seconde  en  un  point  distant  de  %  de  la 
quantité  za  ^  et  comme  ces  deux  droites  sont  dans  le  plan  horizontal ,  si  nous 
prenons  sur  Y  les  longueurs  zV  =:aa'',  z^a^:=^zoLy  et  si  nous  menons  les  droites 
a^o^j  oL^r^f  elles  se  croisent  au  point  aF  qui  sera  la  perspective  du  point  a.  La  droite 
ob  perce  le  tableau  en  un  point  b'  distant  de  l'axe  Y  de  la  quantité  z6'^,  et  de  l'axe  X 
de  la  quantité  z6'^;  prenant  donc  z^b*^z=L%b'^  et  élevant  sur  Taxe  X  la  perpendicu- 
laire bH''=^  zb''^f  le  point  b^  sera  la  perspective  du  point  b.  Pour  avoir  le  point  c^^ 
nous  prendrons  z^y'^  =  cd'y  et  nous  joindrons  y^o^  ;  et  Ton  aura  la  perspective 
d'une  perpendiculaire  abaissée  du  point  c  sur  le  tableau  ;  puis  la  droite  oc  perce  le 
tableau  en  un  point  c  élevé  verticalement  de  la  quantité  ic'''  ;  prenant  donc  z^c''=z 
«c''  et  menant  par  c'**  une  parallèle  à  X ,  elle  va  couper  la  droite  y'^o'  au  point  c' 
demandé.  Quant  au  point  cC",  la  droite  cd  étant  horizontale  et  parallèle  au  tableau, 
il  se  trouvera  à  l'intersection  de  la  même  horizontale  et  de  la  droite  Po^^  perspec- 
pective  d'une  perpendiculaire  au  tableau  et  menée  par  le  point  d. 

Passant  à  la  face  cdefg^  nous  avons  obtenu  les  perpectives  des  trois  sommets 
^9  /?  9)  P^i*  d^s  constructions  identiques  à  celles  employées  pour  trouver  la  per« 
spective  du  point  b. 

Pour  le  sommet  t  de  la  face  bcgi^  nous  avons  mené  deux  horizontales  îky  tk'  in- 
clinées à  45**  sur  le  tableau  :  leurs  perspectives  passent  respectivement  par  les 
points  de  distance  r^  et  r'^  et  se  croisent  au  point  t''  cherché  ;  pour  obtenir  la  per- 
spective de  iXj  il  faut  prendre  sur  Y,  à  partir  de  z^j  une  longueur  égale  à  (î% 
mener  par  le  point  ainsi  obtenu  une  parallèle  à  X ,  prendre  sur  cette  parallèle  et 
en  arrière  une  longueur  égale  à  zX^,  puis  joindre  ce  dernier  point  avec  r'  ;  mais 
si  l'on  conçoit  que  toute  la  construction  descende  verticalement  d'une  quantité 
égale  à  Çf,  nous  aurons  à  prendre  z'X'  =  zX*,  zy  =  $t%  à  joindre  X'p',  et  il  né 
nous  restera  plus  qu'à  mener  par  r^  une  parallèle  à  p'^''  ;  on  construira  de  même  Ta 
perspective  de  ïk\  et  ces  deux  perspectives  se  croiseront  au  point  i'. 

Les  perspectives  des  trois  sommets  de  la  face  ade  étant  connues,  et  toutes  les 
autres  faces  concourant  au  point  s^  il  ne  nous  reste  plus  qu'à  trouver  la  perspec* 
tive  de  ce  sommet  s  du  polyèdre;  pour  cela,  remarquons  que  la  droite  os  coupe  le 
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tableau  en  un  point  «',  dont  la  hauteur  verticale  est  égale  à  ««'%  prenant  z^s^  =  %s'* 
et  menant  par  s^  une  parallèle  à  X,  cette  parallèle  contient  s^,  puis  concevant 
par  $  une  perpendiculaire  au  tableau ,  elle  le  percevra  en  un  point  dont  les  dis- 
tances aux  axes  X  et  Y  sont  as"*  et  a«*  ;  prenant  donc  %^o^  =  es"',  menant  par  a'*  une 
parallèle  à  X,  et  prenant  a'^'a'*  =  (j«*  et  joignant  o^o^^  cette  droite  contient  ausal  le 
point  $^y  qui  se  trouve  ainsi  déterminé. 

Ayant  obtenu  les  perspectives  de  tous  les  sommets  du  polyèdre,  il  n'y  a  plus 
qu'à  les  unir  par  des  droites  pour  avoir  la  perspective  demandée.  Pour  avoir 
maintenant  la  perspective  de  l'ombre  portée  {as^^fg^'cda),  nous  obtiendrons  celle  du 
point  s""  en  prenant  d'abord  la  perspective  ^V  d'une  perpendiculaire  au  tableau 
abaissée  de  ce  point  comme  nous  l'avons  déjà  fait  plusieurs  fois ,  puis  remar- 
quant que  la  droite  os"*  coupe  le  tableau  en  un  point  l' distant  de  Y  d'une  quan- 
tité z^'*,  il  faudra  chercher  sur  ^^o^  le  point  situé  à  cette  distance  de  Y,  ce  que 
l'on  obtiendra  évidemment  en  prenant  «''^''=z^'*,  et  menant  par  l'^  une  parallèle 
à  Y,  elle  ira  couper  $V  au  point  cherché,  que  nous  aurions  dû  noter  <^, 
d'après  les  conventions  précédentes,  et  que,  pour  plus  de  simplicité,  nous 
notons  seulement  s'^.  Nous  obtenons  de  même  le  point y^ ,  en  remarquant  que  la 
droite  «y»  doit  être  parallèle  à  X  ;  enfin ,  nous  avons  obtenu  le  point  j«  de  la 
même  manière. 

Nous  avons  varié  dans  cette  épure  les  moyens  employés  pour  obtenir  les  per* 
spectives  de  tons  les  sommets  du  polyèdre ,  afin  d'enseigner  toutes  les  méthodes 
connues,  laissant  au  dessinateur  le  choix  de  la  méthode  qu'il  jugera  préférable 
dans  chaque  cas  particulier. 

191 .  Il  nous  reste  à  faire  quelques  observations  sur  la  ponctuation  de  la  figure. 
Remarquons  d'abord  que  la  projection  d'un  corps  sur  un  plan  est  la  perspective  de 
ce  corps  pour  un  observateur  dont  l'œU  serait  placé  à  l'infini  sur  une  droite  per- 
pendiculaire à  ce  plan  de  projection  ;  on  sous  un  autre  point  de  vue  géométrique, 
chaque  projection  sera  V ombre  portée  pour  une  direction  de  rayons  lumineux 
perpendiculaire  au  plan  de  projection  ;  les  faces  du  polyèdre  concourant  au  point  s 
seraient  seules  vues  :  donc ,  sur  la  projection  horizontale ,  les  droites  qui  forment 
le  contour  de  ces  faces ,  devront  être  pleines  ;  les  autres  lignes  sont  ponctuées , 
et  la  ligne  brisée  abigfea  serait  pour  cet  observateur  le  contour  apparent  du 
polyèdre. 

Pour  un  observateur  dont  l'œil  serait  placé  à  une  distance  infinie  sur  une  per- 
pendiculaire au  plan  vertical ,  on  trouvera  facilement  que  le  contour  apparent  est 
la  ligne  brisée  absfedoj  de  sorte  que  ce  contour  et  les  lignes  sa,  se,  ae,  doivent 
être  tracées  en  lignes  pleines. 

Î6 
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€eite  poicUiation  des  cteax  projections  eet  sans  pr^ndice  des  parties  eachées 
pur  les  plâms  de  projecticm  ^  ce  qui  poiirrail  obliger  d'écrire  en  ^e  pemctuée 
(|UQl(|iiea  portions  de  celles  qm  nous  Tenons  d'indiquer  comme  devant  être  pleines. 
Les  principes  préoédents,  appliqués  k  tons  les  corps  que  nous  considérerons  dans 
kl  snite  de  ce  cours,  complètent  ce  qui  concerne  la  ponctuation  des  projections 
des  figures  de  l'espace  que  Ton  vent  représenter ,  et  dont  la  partie  la  {dus  simple 
a  été  exposée  précédemmeait  (a""  46)« 

Relativement  aux  ombres ,  le  polyèdre  porte  ombre  sur  la  partie  adcg'^f8''a  du 
plan  borizontal,  de  sorte  que  si  le  corps  était  enlevé  et  que  Fombre  restât,  elle 
aurait  la  forme  représentée  {Jig.  ^68),  mafe  pour  l'observateur  regardant  la 
projection  korizontale,  le  corps  cache  une  partie  de  cette  ombre,  et  elle  lui 
parait  avoir  la  forme  a^f'kg'^f's''a;  c*est  pourquoi  nous  n'avons  haché  que  cette 
partie  du  plan  par  les  hachures  affectées  à  Fombre  portée.  Quant  aux  faces  ombrées  » 
3  est  faeile  de  reconnaître  que  la  ligne  brisée  abcgfsa  est  la  ligne  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière;  donc,  les  faces  abcdj  edefg^  efsy  ade,  aesy  sont  dans 
fombre.  Mais  Tobservateur ,,  qui  regarde  la  projection  horizontale,  ne  voit  que 
tes  faces  sef^  sae\  c'est  pourquoi  nous  n'avons  ombré  que  ces  deux  faces  sur  la 
projection  horizontale ,  et  nous  avons  eu  soin  de  diriger  les  hachures  dans  des 
sens  différents.  L'observateur  qui  regarde  la  projection  verticale  ne  voit  que  les 
feces  seff  adej  sae;  ce  sont  donc  les  seules  faces  que  nous  ayons  dû  ombrer  en 
projection  verticale. 

Enfin ,  sur  la  perspective ,  il  évident  que  pour  l'observateur  placé  en  o  le  con- 
tour apparent  du  polyèdre  est  abiseda;  il  ne  voit  donc  que  les  faces  sab^  sbi,  sae  y 
adey  les  deux  premières  éclairées,  les  deux  autres  ombrées.  Les  droites,  qui 
forment  le  contour  des  quatre  faces ,  sont  seules  tracées  en  lignes  pleines.  Enfin , 
il  fSwt  hacher  toute  la  partie  de  la  perspective  de  l'ombre  portée ,  qui  est  située  en 
dehors  de  )a  perspective  du  polyèdre. 

494  {bis).  Les  Anglais  ont  imaginé  un  genre  particulier  de  projection  auqud  ife 
ont  donné  le  nom  de  projection  isométrique.  Dans  les  ouvrages  publiés  en  Angle- 
terre sur  la  technologie ,  on  fait  un  usage  presque  constant  de  ce  genre  de  projec- 
tion lorsqu'il  s'agit  de  représenter  des  machines.  D'après  les  Anglais,  ce  genre  de 
dessin,  ou  plutôt  ce  mode  de  projection  a  été  adopté  par  les  Allemands.  La  projec- 
tioa  isométrique  est  une  projection  orthogonale  sur  un  certain  plan.  Elle  déforma  les 
dsgets  d'une  manière  désagréable  pour  le  lecteur  qui  a  un  dessin  de  ce  genre  soos 
les  yeux ,  et  l'avantage  que  ce  système  de  projection  présente  peut  facilement  être 
obtenu  dans  la  perspective  oblique  dite  militaire,  et  les  dessins  en  perspective  mi- 


—  «23  — 

iitaire  sont^  personne  ne  peut  affirmer  le  contraire^  très-Uâibles  et  bien  aatreBaent 
agréables  à  l'œil  que  les  dessins  isométriques  (*). 

Projection  isométrique  (**). 

I.  Concevons  trois  axes  rectangulaires  entre  eux  X ,  Y ,  Z ,  se  coupant  en  un 
point  0  {fig.  168  a.). 

Etant  donné  un  point  m  dans  l'espace,  on  aura  ses  trois  coordonnées  xtraa, 
y:=:b,  z=c^  et  le  point  m  sera  complètement  déterminé  de  position  dans  l'es- 
pace, en  supposant  que  cette  position  est  rapportée  aux  trois  axes  fixes  X<,  Y,  Z. 

Cela  posé  : 

Menons  par  le  point  o  un  plan  P  de  position  arbitraire  par  rapport  aux  trois 
axes  X,  Y,  Z.  Nous  pourrons  tracer  dans  le  plan  P  et  par  le  point  o  deux  droites 
X',  Y'  quelconques,  faisant  entre  elles  un  angle  quelconque,  et  dès  lors  nous  pour- 
rons regarder  ces  droites  X',  Y'  comme  étant  les  projections  obliques  sur  le  plan 
P,  des  axes  X ,  Y.  Dès  lors  faisant  passer  par  les  droites  X  et  X'  un  plan  X,  et  par 
les  droites  Y  et  Y'  un  plan  Y, ,  ces  deux  plans  X,  et  Y,  se  couperont  suivant  une 
droite  D  passant  par  le  point  o.  Nous  pourrons  donc  dire  que  les  axes  X  et  Y  sont 
projetés  sur  le  plan  P  en  les  droites  X'  et  T  par  des  plans  parallèles  à  la  droite  D. 

Dès  lors  la  projection  Z'  du  troisième  axe  Z  sur  le  plan  P  n*est  plus  arbitraire, 
il  faut  la  construire,  et  elle  sera  donnée  par  un  plan  Z,  passant  par  Taxe  Z  et  la 
droite  D. 

Nous  aurons  donc  sur  le  plan  P ,  et  passant  par  le  point  o,  trois  axes  X*,  Y,  Z', 
dont  deux  sont  arbitraires,  mais  dont  le  troisième  a  une  position  déterminée  ep 
vertu  deTangle  que  les  deux  axes,  arbitrairement  choisis,  font  entre  eux. 

Cela  posé  : 

(*)  Prenons  aux  Anglais  ce  qui  est  bon ,  mais  point  d*engouement,  et  rejetons  oe  qui  chez  eux  est 
manraiS'OU  médiocre.  £n  Angleterre  on  n*étndie  pas  la  géométrie  descriptive  comme  scieDoe^  on  ne 
renseigne  que  dans  un  petit  nombre  d'écoles  et  encore  n*y  enseigne-tt-^n  que  les  élémeats*;  t^est  .une 
science  ignorée  de  la  plupart  des  ingénieurs  et  mal  connue  de  ceux  qui  s'ea  servent,  car,  pour 
eux,  elle  n'est  pas  encore  autre  chose  que  l'art  des  projections.  Th.  0. 

r*)  î>e  système  de  projection,  connu  sous  le  nom  de  Perspective  isométrique^  u  été  proposé  par 
M.  William  Farish,  ncumné,  en  18t3,  piofesseur  à  l'Université  de  Cambridge  Omort  <en  A857).  iLe 
professeur  Farish  a  publié  son  Mémoire  sur  la  perspective  isométrique  .dans  le  vûlum^  I^'.des  trau^ 
actions  de  la  Société  philosophique  de  Cambridge  (  Transactions  of  the  Camin^idge  philosofiàical 
vxHety), 

On  trouve  dans  Y  Aide  mémoire  général  des  ingénieurs  (3  vol.  in-8*)  un  résumé  du.ttémoire  de 
H.  Farish ,  et  des  développements  que  l'auteur  n'a  pas  donnés  et  qui  tendent  à  faciliter  Jes  tracas  de 
ce  mode  de  projection. 

(Cette  note  m*a  été  oonmiuntquéa  par$l.  7om fliebard.)  Ta.  O. 
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Si  l'on  porte  respectivement  et  à  partir  de  Torigice  o  sur  les  trois  axes  X ,  Y ,  Z 
les  distances 

les  trois  points  n^  p^  q  seront  respectivement  projetés  obliquement  et  parallèle* 
ment  à  la  droite  D ,  en  les  points  n',  p'  q'  sur  les  axes  X',  Y',  Z',  tracés  sur  le 
plan  P. 

On  aura  donc 

Dès  lors  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  m  rapportées  aux  axes  rectan- 
gulaires X,  Y,  Z  étant  x,  y,  z,  et  les  coordonnées  de  la  projection  m!  du  point  m 
sur  le  plan  P  étant  x\  y\  z,  on  aura  : 


X  =  ax'j     y  =  ^\/j     x^i-ix'. 

oc,  6,  y  étant  des  coefficients  constants  et  dépendants  de  l'inclinaison  du  plan  P  par 
rapport  aux  axes  X,  Y,  Z,  et  de  l'angle  que  deux  des  trois  droites  X',  Y',  Z'  font 
avec  ces  mêmes  axes. 

On  conçoit  donc  qu'étant  donné  sur  le  plan  P,  un  point  m',  on  aura  ses  trois 
coordonnées  x\  y\  «'  (toutes  trois  situées  sur  le  plan  P),  et  dont  on  pourra  con- 
clure les  trois  coordonnées  x,  y^  z  du  point  m  de  l'espace  en  le  supposant  rap- 
porté à  trois  axes  rectangulaires  entre  eux  et  vice  versa. 

II.  Dans  les  constructions  graphiques  on  sera  obligé  de  se  servir  d'une  échelle , 
et  l'on  voit  que  pour  passer  des  coordonnées  planes  x\  y',  z'  aux  coordonnées  rec- 
tangulaires et  dans  l'espace  x,  y,  z,  il  faudrait  trois  échelles;  l'une  réduisant  les 

coordonnées  x au  moyen  du  rapport  a,  l'autre  réduisant  les  coordonnées  y 

au  moyen  du  rapport  6 ,  la  troisième  enfin  réduisant  les  coordonnées  z au 

moyen  du  rapport  y. 

Il  serait  donc  avantageux  de  choisir  X',  Y'  sur  le  plan  P ,  et  par  suite  de  con- 
clure Z'  de  manière  à  ce  que  l'on  eût  a =6 =7. 

C'est  ce  que  l'on  obtient  en  supposant  que  le  plan  P  est  perpendiculaire  à  la 
diagonale  d'un  cube  construit  sur  les  trois  axes  X,  Y,  Z  comme  arôt^  se  coupant 
au  sommet  0  de  ce  cube  ^  et  dès  lors  la  droite  D  est  la  diagonale  de  ce  cube ,  et  le 
plan  P  est  perpendiculaire  à  cette  diagonale  D. 

Par  cette  hypothèse  les  trois  axes  X',  Y',  Z'  tracés  sur  le  plan  P  font  entre  eux 

des  angles  égaux,  et  l'on  a  )fr===rZ^=Y?^=120^ 

Par  cette  hypothèse ,  on  peut  prendre  sur  les  axes  X' ,  Y' ,  Z'  les  coordon- 
nées x',  y\  J  de  la  projection  m' du  point  m  égales  aux  coordonnées  réelles  x^  y,  z 


de  ce  point  m  de  l'espace.  En  sorte  qu'ayant  sur  le  plan  P  une  suite  de  points 
m'y  a' y  b\....  on  aura  tout  de  suite,  par  de  très-simples  opérations  graphiques,  la 
longueur  des  coordonnées  rectangulaires  x^y^z  des  divers  points  mya^by....  de 
Tespace,  par  hypothèse  les  points  m'ja\b'....  sont  supposés  être  les  projections 
non  plus  obliques  mais  orthogonales  sur  le  plan  P  (^)» 

Et  c'est  parce  que  par  ce  choix  des  axes  X',  Y\  Z'  et  de  la  direction  du  plan  P, 
on  a  :  ac=s6c=y,  que  Ton  a  donné  à  ce  genre  de  projection  le  nom  de  prqjeciion 
isoméirique. 

III.  Mais  dans  la  projection  oblique,  dite  perspective  militaire  ou  cavalière  y  on 
peut  obtenir  des  résultats  analogues ,  et  en  effet  :  dans  ce  genre  de  projection , 
étant  donné  (Jig.  4  68  b.)  les  trois  axes  rectangulaires  entre  eux  X ,  Y,  Z  auxquels 
on  rapporte  la  position  des  divers  points  m....  d'un  relief  y  on  prend  le  plan  (Z,  X) 
pour  le  plan  P  de  projection  et  l'on  trace  dans  ce  plan  les  trois  axesX,  Y',  Z,  tels 
que  X  et  Z  sont  deux  des  axes  rectangulaires  primitifs  et  le  troisième  Y^  qui  passe 

par  l'origine  o  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  Z ,  X. 

Il  s'ensuit,  évidemment,  que  les  faces  d'un  cube  construit  sur  les  trois  axesX,  Y,  Z 
comme  arêtes  et  ayant  l'un  de  ses  sommets  à  Torigine  o,  se  projettent  sur  le  plan  P 
ou  (Z,  X)  de  telle  manière  que  les  carrés*faces  situés  dans  des  plans  parallèles  au 
plan  P  ou  (Z,  X)  se  projettent  sur  ce  plan  suivant  des  carrés  et  que  les  carrés  ou 
faces  parallèles  au  plan  (  Z ,  Y)  ou  au  plan  (X ,  Y)  se  projettent  sur  le  plan  P  suivant 
des  losanges  de  mêmes  dimensions  y  et  étant  par  conséquent  superposables. 

Tandis  que  dans  la  projection  isométrique  y  les  faces  d'un  tel  cube  se  projetteraient 
toutes  suivant  des  losanges  identiques. 

lY.  La  droite  D ,  dans  le  système  de  projection  militaire  est  telle  : 
Que  si  l'on  prend  (Jig.  168  b.)  sur  l'axe  Y  un  point  p  tel  que  l'on  ait  op  =  y 
et  si  l'on  prend  sur  l'axe  Y'  [situé  sur  le  plan  P  ou  (Z,  X)]  un  point  p'  tel  que  l'on 
ait  op'  =.t/r=:i/',  en  unissant  les  points  p  et  p'  par  une  droite  D',  la  droite  D  (qui 
passe  par  l'origine  o)  sera  parallèle  à  D'.  Il  est  évident  que  la  droite  D' est  inclinée 
sous  l'angle  de  45*"  par  rapport  au  plan  (Z,  X),  on  a  donc  sur  ce  plan  (Z,  X)  une 
projection  oblique  ;  ainsi  la  projection  militaire  est  une  projection  oblique ,  et  la 
projection  isométrique  est  une  projection  orthogonale. 

Imaginons  un  cube  ayant  Tun  de  ses  sommets  au  point  o  origine  des^axes 

rectangulaires  X,  Y,  Z  et  ayant  ses  arêtes  respectivement  parallèles  à  ces  trois  axes. 

Traçons  sur  les  faces  de  ce  cube  des  cercles  inscrits  aux  carrés  qui  déterminent 


(*)  Nous  verrons  plus  loin  que  les  points  m\  a\  b\ ne  sont  pas  réellement  les  projections 

orthogonales  des  points  m,  a,  b, de  Tespace. 
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«6  facm.  On  «ara  %\x  cerdes  de  mène  rayon  et  atvés  donc  à  den  dan  des  plan 
paraHèies  aii!^  plans  { 2^  X) ,  {£^  Y)  et  t(X^  ¥). 

En  ppeiKust  la  TJnjeaâm  ismnéttique ,  oes  six  onoles  n  pmjdttBat  ma  le  pUn  P!, 
frdvvDt  ^hc  «llipses  identiques  tracées  chacune  sor  son  sysbèfme  de  <âianètreB  «m- 
jugués  égaux  ;  ces  diamètres  oonjagaés  seroiit  égaux  en  Jangaear  et  an  diainèÉre 
Au  cercle /et  canprendrantenftre 'eux  xm  angle  de 'GO*  on  4S)0V 

En  pnenant,  au  tconoftrafire,  ia  frejecAên  militmre,  deux,  des  six  cercles  «e  proîi*- 
teront  sur  le  plan  P  ou  (Z,  X)  suivant  des  cercles  égaux  et  de  même  raymiet  ies 
quatre  autres  cercles,  savoir  :  les  deux  parallèles  au  plan  .(Z,  Y)  et  les  deux  paraËèles 
an  plan  (X,  Y)  suivant  des  eUipses  identiques  et  construiies  chaicuae  sur  sonsystèaie 
de  diamètres  conjugués  ^égaux^  ces  dianaètres  conjugués  seront  égaux  ^qb  longueur 
et  au  diamètre  du  cercle',  et  comprendront  entre  eux  «n  angle  ^de  iS""  ou  135*, 

y.  Jusqu'à  préseut  nous  ne  voyons  pas  que  l^uprojectionimméiri^ue  r.eii^orte.flv 
la  fr-qjeotitm  nnUudrs. 

La  direction  des  axes  de  £  ellipse  isométrique  comme  ceux  de  f  ellipse  militaire 
ae construisent  facilement,  puisque  pour  Tune  et  Vautre,  cette  direction  est  donnée 
par  les  diagonales  du  losange  circonscrit  à  Feiripse  et  dont  les  côtés  sont  respectif 
vement  parallèles,  et  deux  à  deux,  aux  diamètres  conjugués  égaux  de  cette  einpse. 

Les  avaiitages  dont  pourrait  jouir  Telfipse  isométrique  par  rapport  à  Tellipse 
militaire,  ne  peuvent  donc  dépendre  que  de  ceci ,  savoir  :  que  pour  la  première 
ellipse,  les  diamètres  conjugués  égaux  se  coupent  sous  un  angle  de  60%  tandis  que 
pour  la  seconde  ellipse ,  les  diamètres  conjugués  égaux  se  coupent  sous  un  angle 
de45*n. 

Mais  examinons  la  question  sous  un  point  de  vue  plus  général. 

VL  II  est  évident  qu'*ayant  un  soViie  à  trois  dimensions ,  et  dont  les  divers  points 
«ont  rapportés  à  trois  axes  X,  Y,Z  rectangulaires  entre  eux  ou  non ,  on  veut^  au 
moyen  d'un  seul  dessin  ou  d'une  seule  projedion  sur  un  plan ,  pouvoir  reconduire 
ce  solide. 

On  veut  donc  n'employer ,  pour  ce  mode  de  projection ,  qu'un  «eul  dessm  au 
lieu'de  deux ,  et  non  comme  on  le  feit  dans  le  système  ordinaire  où  Ton  nnne  pro- 
jection liorizontale  (ou  ptoi),  etune  projection  verticale  (ou  élévation). 

Pour  arriver  à  n'avoir  qu'un  seul  dessin  (ou  une  seule  prc^ectiori),  on  supposeqm 


(•)  Hais  la  projccfion  milîtaire  permet  âe  construire  *très-fccîîement1es  sonnnets  BeTelHpse/oar 
\^.  VOS  â.  )  <0D  -voit  '916  les  «ommecs  de  Tellipse  projeetioa  sur  le  [dan  (Z,  X)  4xk  oenle  tracé  sur  la 
Aice  du  cube  qui  est.parallèle  au  plan  (Z,  T)  sont  donnés  par  les  quatre  points  en  lesquels  les  diagonales 
de  la  face  carrée  située  sur  le  plan  (Z,  X)  coupent  le  cercle  inscrit  à  ce  carré ,  et  cela  au  moyen  de 
imrâlfèles  àiadlagtmaleduiosaBgeprojeotioa^ur  l6i>lft0  (E,7C)  Ae'lafaorcanrêie  âavttiB  sltoéa  snr  le 
plan  (Y,  X). 


Iw  trois  MLCB  reetangutaires  o»  non  X,  Y,  Z  (qui  forment  mt  sjsl^so  solide)  y  aonl 
prijetés  sur  un  pfam  P  en  des  axes  X'',  Y',  ï\  qui  forment  dès  lors  un  sjsièrae  flmm. 

Ném.  Cette  idée-  a  de  Tanalogie  avec  ceHe  qui  fait  recoucher  le  plan  Tertical  de 
projection  sur  le  plan  horizontal  de  projection ,  pour  arriver  à  bransformer  le  pro-» 
blême  solide  en  un  problème  plaH. 

VII.  Concevons ,  d'après  ce  qui  précède  ,  un  dessin  B'  tracé  sur  un  plan  P ,  et 
chaque  point  de  ce  dessin  B'  étant  rapporté  à  trois  axes  X',  Y',  Z'  tracées  sur  ce 
pfetn  P  et  se  coupant  en  un  point  o. 

Nous  pourrons  par  le  point  o  mener  une  droite  D ,  qui ,  située  hors  du  plan  P, 
lui  sera  oblique  ou  orthogonale,  et  nous  pourrons  mener  par  le  point  o  une  droite 
arbitraire  Y  dans  le  plan  (D,  Y) ,  une  droite  arbitraire  X  dans  le  plan  (D,X),  et 
enfin  une  droite  arbitraire  Z  dans  le  plan  (D,  Z). 

An  moyen  de  b  projection  B'  nous  pourrons  coostniire  dans  l'espnce  les  divers 
points  d'un  solide  B ,  chacun  de  ces  points  étant  rapporté  aux  trois  axa»  X^  Y,  Z 
(qui  forment  un  système  solide). 

Or ,  Ton  peut  faire  varier  la  position  des  axes  X,  Y,  Z  d'une  infinité  de  manières 
en  conservant  la  même  droite  projetante  D. 

Or,  l'on  peut  faire  varier  d'une  infinité  de  manières  la  direction  de  la  droite  pro- 
jetante D ,  par  rapport  au  plan  P. 

On  voit  donc  que  la  figure  B'  pevt  être  considérée  comme  étant  la  projection 
cylindrique  sur  le  plan  P  d'une  infinité  de  systèmes  B solides. 

Ainsi  :  nne  fignre  B'  tracée  sur  un  plan  P  peut  être  la  projection  cyliitdrique 
d'une  infinité  de  systèmes  <oii(/e«  B situés  dans  l'espaoe. 

Ainsi  :  un  système  solide  B ,  situé  dans  l'espace ,  peut  avoir  une  infinité  de 

projections  planes  B' en  changeant,  soit  la  direction  du  plan  P,  soit  la  dire^ 

tion  de  la  drc^te  D ,  ou  Tune  et  l'antre  en  même  temps. 

NotM  retrouvons  encore  ici  le  principe  énoncé  précédemment  :  H  faut  savoir 
rgwuMer  dupUm  dams  l'espaee  et  descendre  de  l'espace  sur  le  plan. 

ViH.  Se  noQs  reprenons  les  trois  axes  rectangulaires  entre  eux.  X,  Y,  Z  se  cou- 
panien  un  point  o>  et  si  noos  reprenons  le  plan  P  passant  par  le  point  o,  les  trois 
axes  X',  Y',  Z'  tracés  sur  ce  plan ,  et  la  droite  D  qui  projette  obliquement  un  relitf 
anr  le  plan  P,  nous  devons  nous  rappeler  qu*un  point  m  du  relief  ayant  pour 
coordonnées  rectangulaires  a:=a,  9=69  «=c,  a  sur  le  plan  P  pour  projecticm 
oblÀ^ne  un  point  m  ayant  pour  coordonnées  â/ = aor,  y'zrrgjf,  a'=7«,  en  sorte 
fn'en  définitive  les  coordonnées  du  point  ut'  rapportées  aux  trois  axes  X',  Y',  V 
(tracés  snr  le  plan  P),  sont  :  x'=:««,  y'=êfr  et  z=y€. 

Si  donc  snr  le  plan  P  on  trace  nn  dessin  B'  tel  que  pour  chacun  de  ses  points 
nij  mx  fovte  snr  les  aoLesX',  Y',Z%  ncm  les  valeurs  ci-dessus  trouvées  pour 
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sl^  y'  et  2'  9  mais  les  valeurs  des  coordonnées  x^  t/,  z  da  point  m  (lequel  point 
appartient  au  relief  B) ,  la  figure  B'  ne  sera  pas  la  projection  oblique  sur  le  plan  P 
du  relief  B,  mais  celle  d'un  autre  relief  B,  dont  Tun  des  pointe  m,  aurait  pour 
coordonnées  rectangulaires 

a  h  e 

a  6  Y 

De  sorte  que  si  le  relief  B  est  une  surface  ayant  pour  équation  /(a;,  y,  2)=^, 
le  relief  B^  sera  une  surface  ayant  pour  équation 

m 

Ainsi  j  si  par  exemple  le  relief  B  est  une  sphère  ayant  son  centre  en  0  ^  et  ayant 
dès  lors  pour  équation 

-+^+-=1 

le  relief  B,  sera  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux ,  et  ayant  pour  équation 

JI L  _£ L  ___  —  4 

En  sorte  que  le  dessin  B'  ne  sera  pas  la  projection  oblique  sur  le  plan  P  de  la 
sphère  B,  mais  la  projection  oblique  de  Tellipsoïde  B,. 

Toutefois  le  dessin  B'  permettra  de  construire  le  relief  ou  sphère  B,  parce 
que  Ton  trouvera  en  les  coordonnées  Xy  y\  z  d'un  point  tn  du  dessin  B',  la 
longueur  des  coordonnées  rectangulaires  Xy  y,  2  d'un  point  m  de  la  sphère  B. 

On  est  donc  conduit  à  ne  considérer  la  figure  B'  que  comme  un  dessin  servant 
à  construire  un  certain  relief,  et  non  plus  comme  étant  la  projection  de  ce  relief. 

IX.  On  voit  apparaître  dans  ce  qui  précède  le  principe  très-fécond ,  en  géomé- 
trie descriptive ,  de  la  transformation  d'un  relief  en  un  autre  relief,  d'une  figure 
en  une  autre  figure  ,  d'une  surface  en  une  autre  surface*  Nous  devons  cependant 
faire  remarquer  que  lorsque  l'on  emploie  la  projection  isométrique ,  dans  laquelle 
on  a  :  a=6=7,  la  figure  B'  n'est  plus  la  projection  du  relief  B,  mais  d'un  relief  B. 
semblable  au  relief  B,  et  ayant  l'origine  o  pour  pôle  de  similitude,  de  sorte  que.^  le 
relief  B  est  une  sphère ,  le  relief  B,  serait  aussi  une  sphère.  C'est  une  des  propriétés 
do  la  projection  isométrique  de  ne  pas  altérer  dans  sa  nature  la  forme  géométrique 
du  relief  B  que  l'on  veut  construire  au  moyen  de  la  figure  ou  dessin  B\ 

X.  Maintenant  y  en  vertu  de  tout  ce  qui  précède,  l'on  pourra  comprendre  les 
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raisons  qui  nous  font  préférer  la  projection  militaire  à  la  projection  isométrique  ; 
en  effet  : 

L'auteur  anglais  qui  a  imaginé  la  projection  isométrique,  y  a  été  conduit  pour 
arriver  à  représenter  une  machine  au  moyen  d'un  seul  dessin ,  et  par  suite  de 
pouvoir,  au  moyen  de  ce  seul  dessin  (c'est-à-dire  au  moyen  d'une  seule  projection), 
construire  une  machine. 

Sous  ce  point  de  vue ,  il  a  raison  ;  mais  comme  ce  genre  de  projection  déforme 
les  objets,  il  est  difficile  de  se  faire  (en  regardant  le  dessin  d'une  machine  exécuté 
d'après  le  mode  de  projection  isométrique)  une  idée  exacte  des  formes  de  l'objet 
représenté  par  le  dessin  ;  car  toutes  les  faces  d'un  cube  sont  projetées  sur  le  plan  P 
isométrique,  suivant  des  losanges  {fig.  168  c);  rien  donc  dans  cette  figure  ne 
rappelle  à  l'œil  que  les  faces  sont  des  carrés. 

Tandis  que  dans  la  projection  militaire  {fig.  168  d.)  Ton  voit  de  suite  à  l'œil  que 
deux  des  faces  du  cube ,  celle  située  sur  le  plan  de  projection  (Z,  X) ,  et  celle  qui 
est  parallèle  à  ce  plan,  sont  des  carrés,  ce  qui  amène  tout  naturellement  l'obser- 
vateur à  penser  que  le  dessin  représente  la  projection  d'un  cube.  D'ailleurs  une 
machine  repose  toujours  sur  un  sol  horizontal  ;  ses  diverses  pièces  principales 
sont ,  le  plus  ordinairement ,  les  unes  horizontales  et  les  autres  verticales. 

Il  existe  toujours,  pour  une  machine  donnée  en  position,  un  plan  vertical  qui 
est  parallèle  à  un  grand  nombre  de  pièces  horizontales  et  verticales ,  et  c'est  ce 
plan  que  l'on  peut  prendre  dans  la  projection  militaire  pour  plan  (Z,X)  de 
projection. 

La  plupart  des  roues  dentées  qui  existent  dans  une  machine  ont  ordinaire- 
ment leur  plan  soit  horizontal ,  soit  vertical ,  et  pour  les  unes  et  les  autres ,  per- 
pendiculaire au  plan  (Z,  X) .  11  nous  semble  donc  que  la  projection  militaire  doit 
être  préférée  à  la  projection  isométrique  pour  le  dessin  des  machines,  lorsque  Ton 
veut  n'employer  qu'un  seul  dessin  ou  projection  pour  les  représenter  d'une 
manière  complète ,  et  ainsi  de  manière  à  ce  qu'au  moyen  de  ce  seul  dessin  on 
puisse  construire  la  machine. 


17 
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CHAPITRE    VI. 


njE  LA  tràn^ormation  ctlirdriode  et  CONIQine. 


^p^ 


i;niiiif^«ifaCtaK/<''ictteiëroîl«  «en  urne  ^amire  Hvétêe,  et  dtAinpIan  m  un  eMre  plan. 

4WI.  *Si  Ton  a  une  droHe  f)  dans  Tespace  et  an  plan  H,  si  par  la  flroite  D  on 
4Bk  passer  on  plan  P  coupant  le  plan  H  suivant  une  droite  D,  on  peut  dire  que 
la  droite  ©,  est  la  transformée  sur  le  plan  H  de  la  droite  D  deTespace. 

Le  plan  P  que  nous  faisons  passer  parla  droite  D  peut  être  considéré  :  V  comme 
engendré  par  une  droite  G  se  mouvant  parallèlement  à  elle-même  et  à  une  droite 
'K  située  dans  ce  pîan  P  et  aflors  l'on  regarde  le  plan  P  comme  engendré  cylindri" 
quement  ;  2*  comme  engendré  par  une  droite  J  passant  par  un  point  s  situé  sur  ce 
plan  P  et  se  mouvant  sur  une  droite  L  située  aussi  dans  ce  plan  P ,  et  alors  Ton 
regarde  le  plan  P  comme  engendré  coniquement.  Dans  le  premier  cas  la  droite  D, 
est  la  projection  cylindrique  ou  oblique  de  la  droite  D  ;  dans  le  deuxième  cas  la 
droite©,  est  la  projeétion  conique  on  centrale  de  la  droite  D; 

Dans  le  premier  cas  :  si  l'on  mène  une  droite  G  parallèle  à  K  et  coupant  les 
droites  ï)  et  D,  respectivement  aux  points  d  et  d^ ,  ces  deux  points  d  et  d,  seront 
deux  points  homologues  et  nous  dirons  que  le  point  d ,  est  le  transformé  du  point  d 
dans  le  mode  de  transformation  cylindrique  y  et  les  droites  G...  sont  dites  droites  de 
transformation  cylindrique. 

Dans  le  deuxième  cas  :  si  l'on  mène  par  le  point  s  une  droite  J  coupant  les 
droites  D  et  D,  respectivement  aux  points  6  et  6, ,  ces  deux  points  b  et  b^  seront 
deux  points  liomologues  et  nous  dirons  que  le  point  b^  est  le  transformé  du  pointa 

dans  le  mode  de  transformation  conique;  et  les  droites  J divergentes  du  point  s 

sont  dites  droites  de  transformation  conique. 

n  est  évident  que  dans  le  mode  de  transformation  cy li  ndrique  y  le  point  milieu 
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d'iiae  droite  D  se  transforme  en  le  point- miliea  de  la  transfortnée  D;^  etiqaeoebi* 
n'a  pas  lien  généralement  dans  le  mode  de  transformation  conique^  m*  (Tautresy 
termes ,  que  cela  ne  pent  avoir  lien ,  lorsque  Ton  emploie  le  mode,  de  transibraia** 
tion  conique ,  que  dan»  quelques  cas  très-particuliers; 

Si  Ton  a  un  plan  P  dans  l'espace  et  deun  droites  A  et  B' situées  sur  ce  plan  P 
et  que  par  A  et  B  on  fasse  passer  des  plans  A'  et  B'  parallèles  à  une  même  droite  J 
arbitrairement  située  dans  l'espace ,  et  que  Ton  coupe  le.  système  par  un  plan  Q , 
on  pourra  dire  que  le  plan  Q  est  transformé  du  plan  P ,  car  les  deux  droites  A,  et 
B.  suivant  lesquelles  seront  coupés  par  le  plan  Q  les  plans  A'  et  B',  seront  lea^ 
transformées  cylindriques  des  droites  A  et  B ,  les  droites  de  transformation  étant 
parallèles  à  J. 

Si  l'on  a  un  plan  P  dans  l'espace  et  deux  droites  A  et  B  situées  sur  ce  plan,  et  si 
par  ces  droites  A  et  B  on  fait  passer  des  plans  A'  et  B'  assujettis  à  passer  l'un  et- 
l'autre  par  un  même  point  s  de  l'espace,  et  si  Ton  coupe  le  système  par  un  plan 
quelconque  Q,  on  pourra  dire  que  le  plan  Q  est  le  transformé  du  plan  P,  car  les 
deux  droites  A,  et  B,  suivant  lesquelles  seront  coupés  par  le  plan  Q  les  plans  A'  et 
B'  seront  les  transformées  coniques  des  droites  A  et  B ,  les  droites  de  transformation 
divergeant  du  point  s. 

Dans  le  premier  cas  :  on  dira  que  le  plan  Q  est  le  transformé  cylindrique  dix 
plan  P. 

Dans  le  deuxième  cas  :  on  dira  que  le  plan  Q  est  le  transformé  conique  du  plan  P  ; 
cela  posé  : 

Traçons  dans  un  plan  P  deux  droites  D  et  Y  se  coupant  un  point  a>. 

Par  les  divers  points  m,  m',  m'\...  de  D  menons  des  parallèles  à  une  droite  J 
située  dans  le  plan  P  et  coupant  la  droite  Y  en  les  points  p,  p',  p",...  puis  par  les 
points  p,p',p", ...  menons  des  parallèles  à  une  seconde  droite  J,  et  prenons  sur 
ces  parallèles  des  points  m, ,  m\ ,  m", , ...  tels  que  Ton  aie  : 

mp  :  m'p  :  m' Y •  etc.,  ::  m^  :  m/p'  :  m/y  :  etc. 

lesTpoints  m, ,  m',,  m",..-  seront  sorr  une  droite  D,  passant  par  le  point  o. 

On  pourra  dire  que  la  droite  D,  est  la  transformée  cylindrique  de  la  droite  D; 
mais  elle  ne  sera  plus  sa  transformée  d'une  manière  directe,  car  pour'  passer  dé 
la  droite  D  à  la  droite  D,  on  s'est  appuyé  sur*  la  droite  Y;  c'est  pourqttor  on  doit 
donner  à  la  droite  Y  le  nom  d'axe  de  transformation  cytindriqmg: 

Ce  qae  non»  venons  de  faire  dans  un  pkia^  uQiM.pouTOi&fi  1  effisctucr  dliiia^  l'es* 
pace  et  de  la  manière  suivante. 

Rar  une  dcoite  Y  mnons*  deux. plans  P  et  P,;  oouptoflfi  les  deiu^plflu»? P  etP, 
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suivant  les  droites  J  et  J,  par  un  plan  quelconque  Q;  cela  fait,  traçons  dans  le 
plan  P  une  droite  D  coupant  la  droite  Y  au  point  o ,  puis  menons  par  les  divers 
points  m,  m',  m", ...  de  D  des  parallèles  à  J,  lesquelles  couperont  Y  aux  points  p, 
p',  p", . . .  enfin  menons  par  les  points  p,  p,  p", ...  des  parallèles  à  J^  et  prenons  sur 
ces  parallèles  des  points  m,,  m/,  m'\  etc. ,  tels  que  Ton  aie  : 

mp  :  frip'  :  miy  :  etc.,  ::  m,f  :  m/p'  :  ml'p"  :  etc. 

les  divers  points  m,,  m/,  m/',  seront  sur  une  droite  D,  située  dans  leplan  P,  et 
passant  par  le  point  o. 

Il  est  évident  que  si  l'on  prend  sur  la  droite  D  deux  points  x  et  1/ ,  le  point  q 
milieu  de  xy  aura  pour  transformé  sur  D,  le  point  7,  qui  sera  le  milieu  de  la  droite 
ar,i/, ,  les  points  x,  et  y.  étant  les  transformés  sur  la  droite  D,  des  points  o;  et  y  de  la 
droite  D. 

Gela  posé  : 

Remarquons  que  les  droites  mm^,m'm\jm"m"^y..*  seront  toutes  parallèles 
entre  elles  et  situées  dans  le  plan  X  passant  par  les  droites  D  et  D.,  et  de  plus  on 
aura  : 


mm,  :  m'm,'  :  m"m"  :  etc.  ::mp:  m^p'  imy  :  etc.  ::  m,p  :  m/p'  :  m/p'  :  etc. 

On  aura  aussi  : 

mm,  :  m'm,'  :  m"mj'  :  etc.  iimoim'o:  m"o  :  etc.  ::  mft  :  m,'o  :  ml'o  :  etc. 

on  peut  donc  regarder  les  deux  droites  D  et  D,  (en  tant  que  situées  dans  le  plan  X) 
comme  étant  l'une  D,  la  transformée  cylindrique  directe  de  l'autre  droite  D. 

Si  Ton  a  deux  plans  P  et  P,  se  coupant  suivant  une  droite  Y  et  si  l'on  trace  dans 
le  plan  P  deux  droites  D  et  D'  on  pourra  déterminer ,  en  s'appuyant  sur  la  droite  Y 
comme  axe  de  transformation,  deux  droites  D,  et  D',  qui  situées  sur  le  plan  P,  se- 
ront les  transformations  des  droites  D  et  D'.  On  peut  donc  dire  que  le  plan  P,  est 
le  transformé  du  plan  P  au  moyen  de  Taxe  Y  de  transformation. 

D'après  ce  qui  précède  on  voit  :  1*  que  si  l'on  a  un  prisme  S  coupé  par  deux 
plans  P  et  P,  se  coupant  entre  eux  suivant  une  droite  Y ,  on  peut  dire  que  la  section 
(P,  S)  a  pour  transformée  cylindrique  la  section  (P, ,  S),  l'axe  de  transformation 
étant  la  droite  Y. 

2*  Que  si  l'on  a  une  pyramide  S  coupée  par  deux  plans  P  et  P,  se  coupant  entre 
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eux  suivant  une  droite  Y ,  on  peut  dire  que  la  section  (P,  S)  a  pour  transformée 
conique  la  section  (P, ,  £) ,  Vaxe  de  transformation  étant  la  droite  Y  et  le  centre  de 
la  transformation  étant  le  sommet  s  de  la  pyramide  donnée  2. 
Appliquons  ce  qui  vient  d'être  dit  à  quelques  exemples. 

Transformation  dans  C espace  dCtm  polygone  plan  en  un  autre  polygone  plan. 

192  bis.  Si  V  nous  traçons  sur  un  plan  H  une  droite  D  ^  et  si  nous  prenons  sur 
le  plan  H  deux  points  a  et  6  arbitraires ,  la  droite  qui  les  unit  coupant  la  droite  D 
en  un  point  p  (fig.  1 69). 

Si  2"*  nous  dirigeons  dans  l'espace  une  droite  R  venant  percer  le  plan  H  au 
point  X, 

Si  S""  nous  prenons  sur  la  droite  R  deux  points  arbitraires  s  et  s\ 


is  et  a 

.  .    ]s  et  b\ 


Si  4*  nous  joignons  les  points  (  ,        >  par  quatre  droites. 

s'  et  b 

Si  5*  nous  prenons  sur  la  droite  R  un  point  arbitraire  z. 

Si  6*  nous  joignons  les  points  xet  a^  xetb  par  deux  droites  venant  couper  la 
droite  D ,  la  première  au  point  a  et  la  seconde  au  point  p. 

Si  7*  nous  joignons  les  points  s  et  a ,  z  et  |3  par  deux  droites ,  savoir  : 

%  a  coupant  sa  en  d 
%  (3  coupant  sb  en  b' 

o-  o«  11    ..      i^a'  coupant  s'a  en  a". 

Si  8*  nous  menons  les  droites  <   , ,       ^        ,,       , ., 

( xb  coupant  sb  enb  . 

Je  dis  que  les  trois  points  a\6\  p,  sont  en  ligne  droite ,  ainsi  que  les  trois  points 
a  ,0  ^p. 

Je  dis  aussi  que  les  droites  aal'j  ^b'\  étant  prolongées  se  coupent  en  un  point  y 
situé  sur  la  droite  R. 

En  effet,  la  droite  abp  peut  être  considérée  comme  la  trace,  sur  le  plan  H ,  d'un 
plan  X  coupant  la  droite  R  au  point  s.  La  droite  abp  peut  encore  être  consi- 
dérée comme  la  trace,  sur  le  plan  H,  d^un  plan  X'  coupant  la  droite  R  au 
point  s'. 

Les  droites  ax^  ^x^  peuvent  être  considérées  comme  les  traces ,  sur  le  plan  H , 
de  deux  plans  A  et  B  passant  par  la  droite  R. 


—   134  — 

Ui<  droite  D  peut  ^re  considérée  comme  la  trace^  sur  le  plan  H,,  dfmi  jrian  P 
oQunaQt»  la  dnoite  &.  au  pointi  z*. 
Ainsi  y  la  droite  a'6'p.  est  rinterseotioii'deB'deuK  plans  P  et  X.- 

Par  les  trois  points  a',  ft',«,  on  peut  fttire  passer  un  plan  Z;  ce  plan  Z'  coupera 
le  plan  A  suivant  la  droite  xa'b'  et  le  plan  B  suivant  la  droite  xb'b"j  et  le  plan  X' 
suivant  la  droite  a'b". 

Or  :  les  droites  ab',  a"b"  étant  dans  le  plan  Z ,  et  ab'  coupant  la  droite  D  an 
point  p ,  la  trace  sur  le  plan  H  du  plan  Z  sera  ocp  ;  donc  la  droite  a"b'*  passe  par  le 
point  p. 

Les  trois  droites  (xa\  p6",  a"b"pj  déterminent  un  plan  Q  ayant  la  droite  D  pour 
trace  sur  le  plan  H„  et  oe  plan  Q  coupera:  la  droite  R  en  un  point  y  tel  qne  les 
droites  «a",  (Î6"  devront  passer  par  ce  point  y ,  puisque  les  droites  «a"  et  (36''  sont 
les  intersections  de  ce  plan  Q  avec  lea  plana  A^  et  B,  lesquels  passent  par  la 
droite  R. 

On  peut  supposer  que  la  droite  R  ne  perce  paa  le  plan  H ,  mais  lui  soit  parallèle 
{fig.  169,  e). 
Alors  le  point  x  est  situé  à  Tinfini. 
Alors  les  droites  R ,  aa^  (36,  aa\  b^b'\  sont  parallèles  entre  elles. 

Le  reste  des  constructions  subsiste  sans  autre  modification. 

Nous  pouvons  étendre  ce  qui  précède  à  trois  points  a,  6,  c,  pris  arbitrairemeni 
sur  le  plan  H  {fig.  1 69 ,  a)  • 

Ainsi ,  la  droite  R  perçant  le  plan  H  en  un  point  x ,  on  pourra  considérer  le 
triangle  abc  comme  la  base  commune  à  deux  pyramides  ayant,  Tune  son  sommet 
en  8  et  l'autre  en  s'. 

Le  plan  P ,  dont  la  trace  sur  le  plan  H  est  là  droite  D ,.  coupera  la  pyramide 
(«,  abc)  suivant  le  triangle  a'6V,  et  la^-  dtxî'ite  R'  au  point  z. 

Si  roft  considère  le  point  a^comme  le^sovDmet  d^une*  pyramide  ayant  le -triangle 
a'6V  pour  base,  cette  pyramide  {x^a^b'c)  coupera  la  pyramide  (sjobc),  suivant 
le  triangle  «i?6'VV  dont  la  plan  Q  passerai  par  la  droite  D» 

*  Ainsi  Ton  peut  dire  : 

Ayant  ,.{)ouF  deux,  pointa  a  et  6,  déterouAé  lespoints  %  et«y,  lapyramide  {s\  abc) 
seta.QOupée  par  le  pteniP  0111(29. D):?  suivant :1a  triangle  a 6 V^'.. 

La<  pyramide.  («'yAfe:)  sera  coupée,  par  le:  plan  Qou((y,.D),  suivant  le  triangle 
a  0  c  * 

Le^  deuxx^ triantes.  aW,a/6V,. seront  aur  une  pyras^ide  dont  le  somiBet.  sera 
en  x. 
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Cài9L  anra  iîeu  four  «n  ffvtygocie  d'an  nombre  vide  côtôs ,  i|ue  les  côtés  soient 
ikûifr  ou  infinhoeiit  petits* 

Ainsi  l'on  peut  dire  : 

Étairt  donnés  sur  un  plan  H ,  tin  polygone  C  eft  une  droite  D  ; 
Btaift  dirigée  dans  Tespace ,  tme  droite  H  coupant  le  plan  H  en  un  point  ^; 
Faisant  passer  par  la  droite  D  un  plan  P  coupant  la  pyramide  (s,  C) ,  suivant  un 
polygone  C. 

La  pyramide  {xjC)  coupera  la  pyramide  (sj  C) ,  suivant  un  polygone  C"  qui 
sera  plan ,  et  dont  le  plan  passera  par  la  droite  D. 

Si  la  droite  R  est  parallèle  au  plan  H ,  le  point  x  sera  situé  à  Tinfini ,  et  dès  lors , 
les  triangles  ab'c\a"b''c\  seront  sur  un  prisme  dont  les  arêtes  aa!'^b'b"^cc'\ 
seront  parallèles  à  la  droite  R  {fig.  469,  b). 

Cela  aura  lieu  pour  un  polygone  d'un  nombre  arbitraire  de  côtés  finis  ou  infi* 
aiment  petits. 

Dès  lors  on  peut  dire  : 

Si  Ton  a  une  droite  R  parallèle  au  plan  H^  un  polygone  C  et  unie  droite  S  tra« 
ces  sur  ce  plan  H; 

Si  Ton  prend  deux  points  arbitraires  s  et  $'j  sur  la  droite  R  ;  si  Ton  fait  pMser 
par  la  droite  D  un  plan  arbitraire  P ,  ce  pla*  coopéra  la  pyramide  («,  €)^  suivant 
«a  polygone  C\ 

Si  Ton  regarde  G'  comme  la  base  d'un  prisme  £  ayant  ses  génératrices  parallèles 
k  la  droite  R ,  ce  prisme  S  coupera  la  pyramide  {s'j  C) ,  stflvant  on  polygone  C"  qui 
sera  plan  et  dont  le  plan  passera  par  la  droite  D. 

De  ce  qui  précède,  on  peut  déduire  certaines  propriétés  de  transvefrmles ; 
ainsi  : 

Si  Ton  suppose  un  plan  V  perpendiculaire  au  plan  H  et  à  la  droite  D ,  ce 
plan  y  coupera  la  droite  D  en  un  point  d,  le  plan  H  suivant  une  droite  K 
{fig.  169 ,  c). 

Les  sommets  du  polygone  tracé  sur  le  plan  H  se  projetteront  sur  la  droite  K  en   ^ 

les  points  a^b^c La  droite  R  se  projettera  suivant  R,  les  sommets  des  deux 

pyramides  se  projetant  en  s  et  /,  et  le  point  x  en  lequel  R  perce  le  plan  H,  se 
projettera  sur  K  en  x. 

Le  plan  P  sera  coupé  par  le  plan  V  suivant  la  droite  rfP. 

Les  sommets  a',  b\  c'  du  polygone  se  projetteront  en  les  points  a',  6',  c',  situés 

sur  la  droite  P  et  sur  les  droites  sa,  sb^  se 

n  est  alors  évident  que  : 
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1'  Si  Ton  mène  les  droites  xd^xh^océ ,  elles  couperont  les  droites  sa^sbj 

s'c ,  en  des  points  a",  6",c',  qui  seront  en  ligne  droite,  et  la  droite  Q  qui  les 

contient  passera  par  le  point  d. 

2*  Si  la  droite  R  était  parallèle  à  la  droite  K  (fig.  1 66 ,  d) ,  les  droites  a  a",  6'6", 

c'c" ,  seraient  parallèles  entre  elles  et  à  la  droite  R,  et  les  points  a,  b\  c\  étant 

sur  une  ligne  droite  dP,  les   points  â\y\c ,   seront  aussi  sur  une  ligne 

droite  dQ. 

Nous  pouvons  considérer  toutes  les  lignes  droites  tracées  dans  les  figures  (169; 
169,  a;  169,  6),  comme  étant  les  projections  sur  le  plan  H  de  toutes  les  figures 
considérées  dans  l'espace;  on  serait,  par  ce  qui  précède,  facilement  conduit  aux 
propriétés  si  remarquables  et  appartenant  à  trois  polygones  ou  à  trois  courbes  (*) 
situées  sur  un  plan  H,  dont  chacun  des  sommets  ou  des  points  sont  liés  entre  eux 
et  aux  droites  R  etD,  ainsi  que  le  sont  [^g.  169,  a  et  169,  b)  les  trois  points 
a,  a',  d\ 

On  pourrait  supposer  que  la  droite  D  fût  située  à  l'infini ,  alors  les  plans  P  et  Q 
deviendraient  parallèles  entre  eux  et  au  plan  H. 

La  figure  (169,  /)  fait  voir  en  effet  :  (la  droite  R  perçant  le  plan  H  en  x)  que  le 
plan  P  ou  (aVz),  et  que  le  plan  Q  ou  {a"b"y)  seront  parallèles  au  plan  H  ou 
(abx). 

La  figure  (  1 69 ,  gf  )  fait  voir  en  effet  •  (  la  droite  R  étant  parallèle  au  plan  H  ) 
que  les  plans  P  et  Q  sont  parallèles  au  plan  H ,  et  de  plus  se  confondent  en  un  seul 
et  unique  plan. 

3**  Dès  lors  {fig.  169, 'A),  si  sur  les  droites  «a,  sb,  «c,  on  prend  les  points  a%b\c'j 
situés  sur  une  droite  P  parallèle  à  la  droite  K;  si  l'on  mène  xa\xb\  xcy  les  points 
a",  b'\  c ',  intersections  i*especlives  de  ces  droites  concourant  au  point  x  avec  celles 
«a,  s'bf  s'c^  concourant  au  point  s\  seront  sur  une  droite  Q  parallèle  à  K. 

4*  Et  (Jig.  169,  /c)  les  droites  R  et  K  étant  parallèles,  on  doit  avoir  les  points 
a ,  b\ c',  et  a",  b"^  c'y  situés  sur  une  seule  droite  P  ou  Q  parallèle  à  K. 

(*)  £d  considérant  une  courbe  comme  élant  un  polygone  d*un  nombre  infini  de  côtés,  chaque 
côté  étant  infiniment  petit. 
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PRÉFACE  DE  LA  DEDXIÈME  ÉDITION  (ISiS). 


La  première  édition  de  la  seconde  partie  du  Cours  de  géométrie  descriptive 
parut  en  <  844  ;  j'avais  écrit  cet  ouvrage  en  vue  de  montrer  que  la  géométrie 
descriptive  avait  une  puissance  qui  lui  était  propre  et  que,  sans  savoir  l'analyse 
de  Descartes ,  on  pouvait  rechercher  et  démontrer  les  propriétés  principales  des 
sections  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre  en  n'employant  que  le  principe 
des  projections ,  principe  plus  fécond  qu'on  ne  paraissait  le  croire. 

Dans  cet  ouvrage ,  j'avais  pris  à  tâche  de  faire  connaître  toutes  les  méthodes 
qui  sont  à  la  disposition  de  celui  qui  veut ,  par  la  géométrie  descriptive,  rechercher 
les  vérités  géométriques  relatives  aux  relations  de  position. 

J'avais  donc  exposé  la  méthode  du  changement  des  plans  de  projection  et  celle 
du  mouvement  de  rotation  d'un  système  autour  d'un  axe;  la  méthode  des 
transformations  cylindriques  et  coniques  d'un  système  en  un  autre  système  ;  la 
méthode  toute  projective ,  qui  consiste  à  passer  du  plan  dans  l'espace  et 
réciproquement. 

J'avais  été  par  là  conduit  à  faire  voir  que  les  principales  propriétés  polaires  des 
sections  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre,  pouvaient  facilement  être 
recherchées  et  démontrées  par  la  géométrie  descriptive,  sans  avoir  besoin  de 
recourir  à  l'analyse  ou  aux  rapports  harmoniques,  etc.,  etc. 

Dans  cette  réimpression ,  j'ai  dû  laisser  à  mon  travail  le  caractère  particulier 
que  j'avais  eu  l'intention  de  lui  donner,  et  dès  lors  je  me  suis  contenté  de  corriger 
seulement  le  style  pour  le  rendre  plus  clair. 

On  ne  trouvera  donc  rien  de  nouveau  dans  cette  deuxième  édition ,  seulement 
je  me  suis  efforcé  de  la  rendre  moins  incorrecte. 

En  géométrie  descriptive ,  nous  sommes  forcés  de  considérer  une  courbe 
comme  étant  la  trace  d'un  point  matériel  et  mobile;  or  en  vertu  de  l'inertie  de  la 
matière  qui  force  un  point  matériel  à  se  mouvoir  en  ligne  droite  et  à  ne  changer 
de  direction  que  lorsqu'une  cause  nouvelle  vient  infléchir  cette  direction ,  nous 
sommes  forcés  d'admettre  comme  vérité  géométrique  qu'une  courbe  n'est  autre 
chose  qu'un  polygone  infinitésimal  ayant  un  nombre  infini  de  côtés,  chacun 
d'eux  étant  infiniment  (ou  indéfiniment)  petit  ;  on  est  alors  conduit  à  admettre 
comme  vérités  géométriques  toutes  les  conséquences  qui ,  logiquement ,  découlent 
de  cette  manière  de  considérer  une  courbe. 

Juillet  lS5d. 


AVANT -PftOPOS  DE  LA  PREMIËRE  ÉDITION  (ItAi). 


Dans  la  première  partie  de  ce  Cours  (du  point ,  de  la  droke  et  du  plaA), 
j'ai  exposé  en  détail  la  méthode  des  projectioils ,  et  j'ai  en  même  temiNi  doiné 
complètement  (dans  les  planches)  la  solution  graphique  des  diverses  qoestioM; 
en  sorte  que  cette  première  partie  est  un  traité  complet  de  qéamétni.  4êêerifAvt 
théorique  et  graphique.  Dans  la  seconde  partie  ^  j'applique  la  méthod»  des 
projections  à  la  recherche  des  propriétés  générales  dont  jouissent  les  goui1>€8 
et  les  surfaces,  en  vertu  de  leurs  divers  modes  de  génération»  et  je  me  sois 
surtout  proposé  de  rechercher  et  de  démontrer  par  la  seule  méthûde  des  prQ<> 
jections,  ou,  en  d'autres  termes^  par  la  géométrie  descriptive,,  les  divecsAs 
propriétés  dont  jouissent  les  ^ectionA  coniqttes  et  les  surfaces  du  secomL  ardre. 

Tai  indiqué  toutes  le»  méthodes  graphiques  qui  peuvent  servir^  avivant  les 
données  particulières  de  la  question,  à  déterminer  les  projections  des.  coiuIms 
intersections  des  surfaces  entre  elles  ;  mais  je  n'ai  jamais  dans  V épure  construit 
qu'un  seul  point  de  chaque  courbe  :  car,  dans  ma  pensée ,  autre  chose  est  de 
faire  un  Cours  en  décrivant  point  à  point  et  ligne  à  ligne  une  épure  de  géométrie 
descriptive,  autre'  chose  est  d'exposer  les  méthodes  de  solution,  et  de  faire  voir 
dans  quels  cas  et  pour  quelles  causes  telle  méthode  graphique  doit  être  pré- 
férée aux  diverses  autres  méthodes  que  l'on  pourrait  employer,  et  qui  seraient 
vraies  et  exactes  géométriqnement  parlant ,  et  ainsi ,  en  les  considérant  seulement 
du  point  de  vue  théorique  j  sans  songer  aux  applications  à  l'art  de  l'ingénieur» 

Pour  moi ,  il  y  a  deux  choses  distinctes  dans  un  cours  de  géométrie  descrip- 
tive :  aussitôt  que  les  préliminaires ,  c'est-à-dire  tout  ce  qui  est  relatif  au  point ,. 
à  la  droite  et  au  plan,  se  trouvent  exposés,  il  y  a  la  partie  théorique  et  la  partie 
graphique. 

La  partie  théorique  n'exige  comme  dessins  que  des  croquis.  Ces  croquis  servent 
à  aider  le  lecteur  ou  Fauditeur  à  mieux  voir  dans  l'espace  et  à  se  placer  de  suite 
au  point  de  vue  de  l'auteur  ou  du  professeur. 

La.  partie  graphique  consiste  en  la  construction  complète  de  la  solution  du 
problème  proposé,  et  ainsi  en  une  épure  complète. 


Vill    

Un  cours  de  géométrie  descriptive  doit  donc  être  divisé  en  deux  enseignements 
diflférents  entre  eux. 

Le  premier  enseignement  est  oralj  et  ainsi  dans  les  leçons  on  explique  la 
théorie. 

Le  second  enseignement  est  manuel ^  et  ainsi ,.  dans  la  salle  de  dessin,  on  fait 
exécuter  les  épures. 

A  la  leçon ,  Félève  doit  prendre  des  croquis. 

Dans  la  salle  de  dessin ,  Télève  doit  exécuter  complètement  une.épure. 

Je  considère  donc  l'enseignement  de  la  géométrie  descriptive  comme  devant 
être  établi  ainsi  qu'est  établi  celui  de  la  chimie ,  et  ainsi  comme  devant  être 
composé  9  pour  être  complet ,  de  leçons  orales  et  de  manipulations. 

Dès  lors  :  1  "*  exposition  de  la  théorie  dans  les  leçons  j  et  2""  construction  de 
V épure  (ou  manipulation  graphique)  dans  la  salle  de  dessin. 

Et  par  suite  :  i""  autant  de  leçons  orales  qu'il  est  nécessaire  pour  exposer 
complètement  les  diverses  tliéories  relatives  à  la  science  de  l'espace  figuré; 
et  i"*  un  nombre  limité  de  manipulations  ou  d'épurés ,  puisque  l'on  n'a  en  vue , 
par  le  travail  graphique  j  que  d*apprendre  à  l'élève  :  premièrement  à  dessiner 
exactement  et  à  manier  avec  habileté  sa  règle,  son  équerre,  son  compas  et 
son  tire-ligne  ;  et  secondement  à  exécuter  complètement  et  dans  tous  ses  détails 
la  solution  graphique  d'une  question,  afin  de  le  mettre  par  là  à  même  d'exécuter 
avec  intelligence  les  épures  nécessaires  à  la  rédaction  d*un  projet  ou  d'un  lever, 
lorsque  plus  tard  il  sera  ingénieur. 


—  <  — 
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CHAPITRK  PREMIER. 

DES   COURBES   ET   DES   SUftPACBS   EN   GÉNÉRAL. 


1 93.  Une  ligne  est  en  général  engendrée  par  un  point  se  mouvant  d'une  manière 
continue 9  suivant  une  loi  donnée,  et  laissant  dans  Tespace  les  traces  de  ses  diverses 
positions  successives.  On  peut  aussi  engendrer  une  courbe  par  le  mouvement  d'une 
droite  dont  les  positions  successives  se  coupent  deux  à  deux,  de  sorte  que  la  série 
des  points  d'intersection  forme  une  ligne.  Enfin  on  peut  à  la  droite  substituer  un 
plan  mobile,  dont  les  positions  successives  se  coupent  successivement  deux  à  deux 
suivant  des  droites  qui,  elles-mêmes  se  coupent  deux  à  deux  en  des  points  dont 
l'ensemble  forme  en  général  une  ligne.  Il  est  évident  que  ces  trois  modes  de 
génération  rentrent  l'un  dans  l'autre,  et  qu'en  réalité,  c'est  toujours  par  le 
mouvement  d'un  point  qu'une  ligne  est  engendrée. 

La  ligne  engendrée  par  le  mouvement  d'un  point  est  dite  le  lieu  géométrique  des 

positions  successives  occupées  par  le  point  mobile.  Lorsqu'elle  est  engendrée  par 

le  mouvement  d'une  droite  ou  d'un  plan,  on  dit  qu'elle  est  Yenvetoppe  des  posi- 
Û'  Partis.  I 
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lions  successivement  occupées  par  cette  droite  ou  par  ce  plan.  Il  est  bien  évident 
que  toute  ligne  et  toute  surface  pourraient  engendrer  une  ligne,  qui  serait  égale- 
ment l'enveloppe  de  leurs  positions  successives,  et  cette  ligne  ou  celte  surface 
généiali'ice  prend  le  nom  d'enveloppée.  On  ne  considère  presque  jamais  les  lignes 
comme  engendrées  par  le  mouvement  des  surfaces,  mais  très-souvent  comme  pro- 
venant de  rintersection  de  deux,  surfaces. 

494.  On  distingue  deux  sortes  de  courbes  :  les  courbes  planes  et  les  courbes 
gauches;  tous  les  points  des  premières  se  trouvent  dans  un  même  plan,  que  Ton 
obtient  en  le  faisant  passer  ))ar  trois  quelconques  d'entre  eux;  tous  les  points  des 
dernières  ne  peuvent  jamais  se  trouver  dans  un  même  plan.  On  les  nomme  aussi 
respectivement  courbes  à  shuple  courbure  et  courbes  à  double  courbure.  Pour  en- 
tendre ces  dernières  dénominations,  considérons  une  droite  D  (fig.  i70),  suppo- 
sons qu'on  la  brise  en  un  point  m  et  que  la  partie  à  droite  de  ce  point  vienne  en  D', 
qu'on  brise  encore  cette  droite  en  m"  pour  faire  prendre  à  la  partie  de  droite  la 
position  D''  sans  qu'elle  sorte  du  plan  déterminé  par  les  fragments  de  droite  D 
et  D'  et  ainsi  de  suite ,  la  ligne  D  cesse  d'être  droite  et  acquiert  une  seule  courbure , 
tous  les  brisements  étant  faits  suivant  une  même  loi;  mais  si  maintenant  on  sup- 
posait que  la  partie  m  ni 'm'" m"  tournât  autour  de  D'  pour  venir  prendre  une 

position  voisine,  qu'ensuite   la  partie  m"m'" m'extournât  autour  de  D",  que 

in"V^ m"  tournât  autour  de  D'",  et  ainsi  de  suite,  la  courbe  C  acquerrait  une 

seconde  courbure  résultant  des  brisements  successifs  de  son  plan  le  long  des 
droites  D',  D",  D'",  etc. 

i  95.  Lorsqu'un  point  se  meut  et  décrit  une  courbe  C ,  trois  positions  successives 
du  point  ne  sont  pas  généralement  en  ligne  droite,  mais  deux  le  sont  toujours,  de 
sorte  que  chaque  point  forme  avec  celui  qui  le  suit  immédiatement  une  droite  infi- 
niment petite,  composée  de  deux  points  juxta-posés  ou  successifs  y  c'est-à-dire  tels 
qu'entre  deux  de  ces  poinis  considérés  comme  étant  successifs  et  infiniment  voi- 
sins on  ne  peut  pas  placer  un  troisième  point,  en  vertu  de  la  même  loi  de  mouve- 
ment, ou  du  même  mode  de  génération  qui  sert  à  déterminer  ou  à  engendrer  la 
courbe  C  considérée.  Quelquefois  il  se  rencontre  plus  de  deux  points  successifs 
en  ligne  droite,  mais  alors  la  courbe  offre  des  affections  (*)  particulières.  Cela 
posé,  on  peut  évidemment  considérer  une  courbe  comme  un  polygone  formé  d'un 
nombre  infini  de  côtés  infiniment  petits.  Deux  points  juxtaposés  forment  la  plus 
petite  ligne  que  l'on  puisse  concevoir,  et  que,  par  cette  raison,  nous  nommerons 


(*)  Fayez  dans  le  chapitre  VFI  de  Touvrage  qui  a  pour  titre  :  Développements  de  géométrie  des- 
crvpiive^  et  que  j*ai  publié  eo  1843 ,  les  paragraphes  dans  lesquels  on  traite  De  la  manière  d^envisa'^ 
gei^  les  infiniment  petits  en  géométrie  descriptive. 
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élément  rectUigne ,  ou  infiniment  petit  rectiligne  on  enfin  peint  Hgne.  Il  eit  évident 
que  les  éléments  reclilignes  ne  sont  pas  égaux  dans  les  diverses  courbes ,  ni  même 
dans  une  même  courbe,  et  qu'ainsi  une  môme  courbe  peut  être  remplacée  par 
divers  polygones  infinitésimaux ,  chacun  d'eu?^  répondante  un  mode  particulier 
de  génération  de  la  courbe. 

Si  Ton  considère  trois  points  successifs,  non  en  ligne  droite,  ils  forment  le  plus 
petit  arc  de  cercle  que  Ton  puisse  concevoir,  et  que  nous  nommerons  élément  ou 
infiniment  petit  circulaire.  Cest  en  même  temps  l'élément  de  toutes  les  courbes , 
quoique  Ton  pàt  pousser  cette  distinction  aussi  loin  qu'on  le  désirerait,  nous  \^ 
nommerons  donc  élément  curviligne.  Les  éléments  curvilignes  diffèrent  Qn|.r@  (3u^ 
comme  les  éléments  rectilignes. 

196.  Cela  posé,  si  par  un  point  m  d'une  courbe  C  on  conduit  une  droite  ou  une 
autre  courbe  qui  ne  contienne  pas  le  point  m'  de  la  courbe  C  successif  du  point  m , 
ces  deux  lignes  sont  dites  sécantes  au  point  m;  mais  si  elle  passe  en  même  temps 
par  le  point  m' successif  de  m ,  ces  deux  lignes  sont  dites  tangentes  au  point  m.  La 
droite  tangente  ou  simplement  la  tangente  à  une  courbe  est  donc  le  prolongement 
d'un  élément  rectiligne  de  la  courbe. 

La  tangente  peut  avoir  deux  positions  distinctes  à  l'égard  de  la  courbe  : 

i*"  Elle  peut  laisser  la  courbe  d'un  même  côté  de  part  et  d'autre  du  point  de 
contact  ; 

S""  Les  portions  de  courbes  situées  de  part  et  d'^ntrç  du  point  de  contact  peuvent 
se  trouver  l'une  d'un  côté,  l'autre  de  l'autre  côté  de  la  tangente;  dans  ce  derniep 
cas  le  point  de  contact  est  ce  que  l'on  nomme  un  point  dCinJlex'ion.  Enfin  dans  les 
deux  cas  la  tangente  en  un  point  m  peut  couper  la  courbe  en  un  poipt  n  situé  à 
distance  finie;  elle  est  alors  tangente  en  m  et  sécante  en  n;  elle  pourrait  être  tan- 
gente en  plusieurs  points  (*) . 

Lorsqu'une  courbe  a  des  branches  infinies,  la  tangente  au  point  situé  à  l'infini 
prend  le  nom  d'asymptote;  mais  cette  tangente  n'existe  pas  toujours,  ou  plutôt 
elle  est  quelquefois  rejetée  tout  entière  à  l'infini  ;  de  là,  la  distinction  des  branches 
infinies  des  courbes,  en  branches  avec  asymptotes  et  branches  sans  asymptotes, 
ou  en  branches  hyperboliques  et  branches  paraboliques.  Nous  verrons  plus  loin  le 
motif  de  ces  dernières  dénominations. 

197.  Une  droite  ne  peut  pas  être  assujettie  à  passer  par  plus  de  deux  points. 


{*)  Voyez  dans  le  chapitre  VII  de  Fouvrage  qui  a  pour  titre  :  Développements  de  géométrie  des^ 
criptive,  les  paragraphes  dans  lesquels  on  traite  Des  diverses  espèces  de  points  singuliers  (fuHme 
courbe  plane  peui  présenter  dam  son  cours. 
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mais  il  n^en  est  pas  de  même  d'ane  courbe;  il  faut  au  moins  trois  points  pour  la 
déterminer;  on  peut  donc  assujettir  une  courbe  à  avoir  trois,  quatre,  etc.  points 
communs  avec  une  autre  courbe  suivant  sa  nature;  on  peut  donc  avoir  des  courbes 
qui  aient  entre  elles  des  contacts  plus  ou  moins  intimes.  Cela  posé ,  on  dit  que 
deax  lignes  ont  un  contact  de  premier  ordre  lorsqu'elles  ont  deux  points  successifs 
m  et  m'  communs,  ou  un  élément  rectiligne  mm  commun;  qu'elles  ont  un  contact 
de  deuxième  ordre  lorsqu'elles  ont  trois  points  successifs  m ,  m\  m"  communs  ou 
deux  éléments  rectilignes  mm',  mW  communs,  et  ainsi  de  suite;  l'ordre  du 
contact  de  deux  lignes  étant  toujours  déterminé  par  le  nombre  de  leurs  éléments 
rectilignes  successifs  communs.  Le  contact  du  second  ordre  prend  le  nom  d'oscu" 
lation,  et  les  courbes  qui  ont  un  pareil  contact  sont  dites  oscutatrices.  Deux  courbes 
qui  ont  un  contact  d'un  ordre  plus  élevé  sont  aussi  osculatrices  entre  elles,  de  là, 
plusieurs  ordres  d'osculation. 

198.  Par  une  tangente  à  une  courbe,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  plans 
qui  sont  tous  dits  plans  tangents  à  la  courbe,  mais  un  plan  assujetti  à  contenir 
deux  tangentes  successives  ou  trois  points  successifs  de  la  courbe  est  déterminé 
de  position  dans  Tespace,  et  prend  alors  le  nom  de  plan  osculateur.  Il  est  évident 
que ,  lorsque  la  courbe  est  plane ,  tous  les  plans  osculateurs  se  confondent  avec  le 
plan  de  la  courbe ,  mais  dans  les  courbes  gauches  deux  plans  osculateurs  suc- 
cessifs font  entre  eux  un  angle  infiniment  petit  que  l'on  désigne  par  le  nom  d'angle 
de  flexion. 

199.  Concevons  une  courbe  C  {fig.  170)  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
droite  D,  deux  positions  successives  D  et  D'  de  la  droite  mobile  seront  telles  qu'on 
ne  pourrait  placer  entre  elles  une  troisième  droite  en  vertu  de  la  même  loi  de 
mouvement  de  la  droite  D,  ou  du  même  mode  de  génération  de  la  courbe  C;  si 
(^onc  on  les  coupait  par  une  transversale  quelconque,  les  points  de  section 
seraient  deux  points  successifs;  il  est  évident  que  la  droite  D  dans  toutes  ses 
positions  est  tangente  à  la  courbe  C,  dont  elle  est  l'enveloppée  (n*  193);  D  et 
D'  sont  deux  tangentes  successives  de  cette  courbe,  elles  font  entre  elles  un 
angle  qu'on  nomme  angle  de  contingence.  Cet  angle  infiniment  petit  n'est  pas  le 
même  dans  toutes  les  courbes,  ni  en  tous  les  points  d'une  même  courbe,  et 
comme  il  mesure  la  quantité  dont  la  ligne  a  tourné  pour  cesser  d'être  droite  et 
acquérir  une  courbure ,  il  était  naturel  de  le  prendre  pour  la  mesure  de  la  cour- 
bure de  la  courbe.  Mais  la  construction  de  cet  angle  est  graphiquement  impos- 
sible, il  était  donc  essentiel  de  trouver  un  autre  moyen  de  mesurer  la  courbure 
d'une  courbe;  or,  si  par  le  milieu  de  l'élément  rectiligne  mm*  on  élève  une  per- 
pendiculaire N ,  à  la  droite  D,  et  si  par  le  milieu  de  l'élément  rectiligne  m'm'*  suc- 
cessif de  l'élément  mm',  on  élève  une  perpendiculaire  N/  à  la  droite  D';  ces 
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droites  N,  et  N/  se  couperont  en  un  point  o,  et  feront  entre  elles  un  angle  égal 
à  Tangle  de  contingence.  Ce  nouvel  angle  ne  serait  pas  plus  facile  à  construire 
que  celui  formé  par  deux  tangentes  successives;  mais  remarquons  que  le  point 
o,  peut  être  pris  pour  le  centre  d'un  cerclé  $  passant  par  les  trois  points  successifs 
m ,  m',  m",  ou  ayant  avec  la  courbe  C  les  deux  éléments  rectilignes  mm  et  m'm" 
communs ,  de  sorte  que  la  courbure  de  la  courbe  G  au  point  m  est  la  même  que 
celle  de  ce  cercle  3;  mais  il  est  évident  que  la  courbure  d'un  cercle  est  la  même  en 
tous  ses  points ,  et  que  les  courbures  de  divers  cercles  sont  en  raison  inverse  de 
leurs  rayons,  donc  les  courbures  des  courbes  en  chacun  de  leurs  points  sont  en 
raison  injgrse  des  rayons  de  leurs  cercles  osculateurs  en  ces  points  (n*  197). 
C'est  àCause  de  cette  propriété  que  le  cercle  osculateur  eu  un  point  d'une  courbe, 
son  centre  et  son  rayon  sont  nommés  cercle  de  courbure ,  centre  de  courbure  et 
rayon  de  courbure. 

La  détermination  graphique  du  rayon  de  courbure  ne  serait  pas  plus  facile  que 
celle  de  l'angle  de  contingence. 

Si  au  lieu  d'élever  les  perpendiculaires  N,  et  N,'  sur  les  milieux  des  éléments 
rectilignes  wm'  et  m'm'\  on  élève  au  point  m  une  perpendiculaire  N  à  la  droite  D 
et  au  point  m'  une  perpendiculaire  N'  à  la  droite  D',  ces  deux  droites  N  et  N'  se 
couperont  en  un  point  o,  et  si  l'on  élève  au  point  m'  une  perpendiculaire  à  D  et 
au  point  m"  une  perpendiculaire  à  D',  ces  deux  droites  N,  et  N/  se  couperont  en 
un  point  o,,  et  les  trois  points  Oy  o,n  o^  peuvent  être  pris  l'un  pour  l'autre,  car  les 
trois  perpendiculaires  N,  N,,  N^à  la  droite  D  peuvent  être  considérées  comme 
n'étant  qu'une  seule  et  même  droite,  et  il  en  est  de  même  des  trois  perpendicu- 
laires N',  N/,  N/ à  la  droite  D'. 

Cela  posé,  si  en  chaque  point  d'une  courbe  donnée  C  on  conçoit  une  perpen- 
diculaire à  la  tangente  correspondante ,  deux  perpendiculaires  successives  se  cou- 
peront en  un  point  qui  sera  le  centre  d'un  cercle  osculateur  ;  trois  perpendiculaires 
successives  donneront  évidemment  deux  centres  successifs  formant  l'élément  recti- 
ligne  d'une  courbe  S ,  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs  et  qui  sera  Y  enve- 
loppe des  perpendiculaires  à  toutes  les  tangentes  de  la  courbe  C. 

Cette  courbe  S  peut  se  construire  approximativement ,  en  menant  des  perpen- 
diculaires  à  des  tangentes  voismes,  mais  non  successives,  de  la  courbe  C,  ou  en 
d'autres  termes  en  menant  en  divers  points  de  la  courbe  C ,  ces  points  étant  situés 
à  distance  finie  les  uns  des  autres,  des  normales  à  cette  courbe  C,  et  inscrivant 
une  courbe  S  au  polygone  fini  déterminé  par  les  intersections  de  ces  normales 
prises  successivement  deux  à  deux. 

200.  La  perpendiculaire  N  à  la  tangente  D  (fig.  <70)  est  dite  normale  à  la 
courbe  C  au  point  m ,  l'on  ne  peut  pas  dans  le  plan  de  la  courbe  et  par  le  point  m 
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meper  une  seconde  normale,  mais  ii  y  en  a  une  infinité  d'autres  situées  hors  de  C0 
plan  ;  elles  sont  toutes  sur  un  même  plan  perpendiculaire  à  la  tangente  D,  et  que 
Ton  nomme  plan  normal.  Quand  on  parle  d'une  normale  menée  à  une  courbe  C  en 
un  point  de  celte  courbe ,  sans  la  désigner  particulièrement,  oq  entend  toujours  la 
normale  située  dans  le  plan  de  la  courbe,  si  la  courbe  est  plane  ou  située  dans  le 
plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  considéré,  si  cette  courbe  est  gauche. 

201 .  L'enveloppe  des  normales  à  une  courbe  plane  C  (n°  1 99)  est  une  courbe  C, 
qui  a  reçu  le  nom  de  développée  de  C;  et  C  est  dite  alors  la  développante  de  C,  Les 
normales  à  la  développante  sont  tangentes  à  la  développée ,  ce  qui  permet  de 
construire  l'une  d'elles  quand  on  connaît  l'autre.  Ainsi  quand  on  donne  la  déve- 
loppante, on  en  conclut  la  développée  par  une  série  de  normales  très- rappro- 
chées; et  si  l'on  donne  la  développée,  en  lui  menant  une  série  de  tangentes  voi- 
sines les  unes  des  autres,  la  développante  devra  les  couper  à  angle  droit. 

Si  l'on  conçoit  un  fil  enroulé  sur  la  développée  et  tendu  de  manière  que  son 
prolongement  soit  tangent  à  cette  courbe ,  et  que  l'on  prenne  sur  ce  fil  le  point  où 
dans  sa  première  position  il  va  rencontrer  la  développante,  et  qu'on  déroule  le  fil 
en  le  tendant  toujours  de  manière  qu'il  reste  tangent  à  la  développée ,  ce  point 
décrir£(  évidemment  la  développante  qui  pourra  être  considérée  comme  formée  par 
une  série  d'arcs  de  cercles  infiniment  petits ,  ayant  successivement  leurs  centres 
située  sur  la  développée  (n""  199). 

Tout  autre  point  de  la  tangente  décrirait  de  la  même  manière  une  déve- 
loppante de  la  courbe  proposée ,  donc  une  développée  plane  a  une  infinité  de  dé- 
veloppantet  dans  son  plan^  et  deux  développantes  de  la  même  développée  sont 
partout  également  distantes  ,  leur  distance  constante  est  celle  des  deux  points 
générateurs  de  la  tangente  primitive.  Au  contraire  la  développée  d'une  courbe 
plane  étant  déterminée  par  les  intersections  des  normales  successives  de  cette} 
courbe^  il  est  évident  qu'une  développante  plane  na  qu'une  seule  développée  dans 

son  plan. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  mène  plusieurs  tangentes  à  la  développée,  et  qu'oq 
les  prolonge  jusqu'à  leur  rencontre  avec  la  développante,  les  longueqrs  de  ces 
droites  diffèrent  entre  elles  d'une  quantité  égale  à  l'arc  de  développée  compris 
entre  les  deux  points  de  contact.  Et  si  la  développante  va  couper  la  développée 
sous  un  angle  droit  en  un  poiqta,  si  l'on  mène  en  un  point  quelconque  m  de  la 
développée  une  tangente  et  qu'on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  au  point  fi 
avec  la  développante,  on  aura  toujours  mn=  l'arc  an  rectifié.  C'est  d'après  cette 
considération  que  l'on  peut  construire  par  points  une  développante  d'une  courbe 
donnée. 

Safin  H0U8  ajouterons  que  toutes  les  développantes  d'une  même  courbe  plane 
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ne  sont  pas  {*)  généralement  des  courbes  de  même  tiature  et  de  même  forme  géo- 
métrique, excepté  les  développantes  d'un  cercle,  qui  sont  toutes  des  courbes 
identiques  ou  superposables. 

20S.  Toute  ligne  qui  se  meut  dans  Tespace  en  y  laissant  les  traces  de  ses  posi- 
tions successives ,  engendre  une  surface  ;  sous  le  rapport  de  cette  génération ,  on 
distingue  les  surfaces  en  plusieurs  classes  ; 

4"  Les  surfaces  réglées^  ou  qui  peuvent  être  engendrées  par  une  droite,  et  2°  les 
surfaces  courbes  proprement  dites,  qui  n'admettent  pas  de  génératrices  recti- 
lignes  ; 

Parmi  les  surfaces  réglées^  on  doit  remarquer  les  surfaces  développables^  et  parmi 
les  surfaces  courbes  on  doit  remarquer  les  surfaces  de  révolution,  qui  sont  engen- 
drées par  une  ligne  quelconque  tournant  autour  d*un  axe. 

203.  Par  un  point  d'une  surface  on  peut  toujours  faire  passer  une  infinité  de 
courbes  qui  soient  toutes  tracées  sur  la  surface  donnée;  si  une  droite  menée  par  ce 
même  point  est  tangente  à  quelqu'une  de  ces  courbes ,  elle  est  dite  tangente  à  la 
surface ,  dans  le  cas  contraire ,  elle  est  dite  sécante. 

Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  qui  est  fondamental  en  géométrie 
descriptive ,  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  situées  sur  la  surface  et  passant  par  un 
point  m  de  cette  surface  sont  contenues  dans  un  même  plan ,  que  Con  nomme  plan  tan- 
gent à  la  surface  en  ce  point  m  ,  qu'on  dit  point  de  contact. 

Si  toutes  les  tangentes  laissent  chacune  la  courbe  à  laquelle  elle  est  tangente 
d'un  môme  côté  et  de  part  et  d'autre  du  point  de  contact ,  le  plan  tangent  laissera 
la  surface  tout  entière  d'un  même  côté.  Une  telle  surface  est  dite  convedce  tout 
autour  du  point  de  contact  ;  mais  elle  pourrait  cesser  d'être  telle  à  une  certaine 
distance  de  ce  point.  Si  quelqu'une  des  tangentes  laissait  au  point  de  contact  la 
courbe  qui  lui  correspond,  partie  d'un  côté,  partie  de  l'autre,  le  plan  tangent 
laisserait  au^si  la  surface  partie  d'un  côté,  partie  de  l'autre,  et  il  serait  en  même 
temps  tangent  et  sécant.  De  là  la  distinction  des  surfaces  en  deux  classes  relative- 
ment au  plan  tangent ,  et  il  faut  démontrer  le  théorème  énoncé  pour  chacune  de 
ces  deux  espèces  de  surfaces. 


(*)  Lorsque  nous  disons  que  deux  courbes  ne  sont  pas  de  même  nature  géométrique ,  nous  enten- 
doDs  dire  par  là  que  les  équations  de  ces  courbes  ne  sont  pas  du  môme  degré  et  qu'ainsi  toutes  les 
développantes  d'une  même  développée  ne  seront  pas  coupées  par  une  droite  en  le  même  nombre  de 
points;  et  lorsque  nous  disons  que  deux  courbes  n'ont  pas  la  môme  forme  géométrique,  nous  en- 
tendons que  lés  unes  peuvent  présenter  des  points  singuliers,  que  les  autres  ne  peuvent  offrir.  Ainsi, 
prenant  la  développée  de  l'ellipse,  parmi  toutes  les  développantes  de  cette  développée,  Tellipse  est 
la  seule  qui  soit  du  second  degré ,  et  plusieurs  de  ces  développantes  présentent  des  points  de  re- 
biDussement, 
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204.  I"*  Pour  les  surfaces  convexes;  supposons  que  Ton  coupe  une  pareille  sur- 
face par  un  plan  suivant  une  courbe  C  {fig.  171),  qu'en  un  point  m  de  cette 

courbe  C  on  lui  mène  la  tangente  T,  et  concevons  d'autres  courbes  K,  K' 

tracées  sur  la  surface  et  passant  par  le  point  m  j  elles  iront  couper  la  courbe  C  en 

des  points  n^  p, et  les  courbes  mn^  mp seront  toutes  dans  un  même  plan 

avec  la  tangente  T.  Si  Ton  fait  tourner  le  plan  sécant  autour  de  la  tangente  T  de 

manière  que  les  points  d'intersection  avec  les  courbes  K,  K' se  rapprochent 

du  point  m  et  viennent  par  exemple  en  n\p la  tangente  T  et  les  sécantes 

mn,  mp'y seront  toujours  dans  un  même  plan,  et  cette  condition  sera  toujours 

remplie  lorsque  le  plan  sécant  coupera  la  surface  successivement  suivant  les 
courbes  C,  C",  C", Donc  à  la  limite,  lorsque  les  points  n^'p^ seront  de- 
venus les  successifs  de  m,  et  que  par  conséquent  les  sécantes  fim,  mp seront 

devenues  des  tangentes  aux  courbes  K,  K' elles  seront  encore  toutes  conte- 
nues dans  un  même  plan ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

S""  Dans  les  surfaces  non  convexes,  on  peut  toujours  trouver  en  un  point  quel- 
conque une  tangente  telle  que  tous  les  plans  sécants  menés  par  cette  tangente 
coupent  la  surface  suivant  des  courbes  telles  que  C  (fig.  17S1).  Si  par  le  point  de 

contact  m  on  fait  passer  d  autres  courbes  K,  K', elles  couperont  C  en  des 

points  n,  p, et  les  sécantes  mn,  mp, seront  toutes  avec  T  dans  un  même 

plan.  Si  l'on  suppose  que  le  plan  lournc  autour  de  T  de  manière  que  les  points 

n,  p se  rapprochent  de  m,  les  sécantes  mn,  mp, et  la  tangente  T  pour 

chaque  position  du  plan  sécant  seront  toujours  dans  un  même  plan;  il  en  sera 
donc  encore  de  même  lorsque  ces  points  seront  devenus  les  successifs  de  m  ^  et 
que  par  conséquent  les  sécantes  seront  devenues  des  tangentes  aux  courbes  E, 
K' ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

205.  Il  suit  naturellement  de  là  que  pour  mener  le  plan  tangent  en  un  point 
d'une  surface ,  il  faudra  faire  passer  par  ce  point  et  sur  la  surface  deux  courbes , 
mener  les  tangentes  à  ces  deux  courbes,  puis  le  plan  de  ces  deux  tangentes.  On 
doit,  dans  chaque  cas,  choisir  les  courbes  les  plus  faciles  à  construire,  ou  celles 
auxquelles  on  sait  mener  les  tangentes  rigoureusement;  par  exemple  des  cercles, 
quand  la  nature  de  la  surface  le  permet ,  ou  bien  des  droites  parce  qu'elles  sont  à 
elles-mêmes  leur  propre  tangente.  Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  réglée 
contient  donc  toujours  la  génératrice  droite  qui  passe  par  le  point  de  contact.  Et 
ces  surfaces  se  distinguent  en  deux  classes  suivant  la  manière  d'être  du  plan  tan- 
gent à  leur  égard.  Dans  les  unes  le  plan  tangent  en  un  point  d'une  génératrice 
droite  est  tangent  en  tous  les  autres  points  de  la  même  génératrice,  dans  les  autres 
le  plan  tangent  en  un  point  d'une  génératrice  droite  n'est  tangent  en  aucun  autre 
point  de  cette  même  génératrice. 
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806.  En  effet  9  1*  consirnisons  un  plan  T  {fig.  173)  et  dans  ce  plan  trois  droites 
G ,  mi^  ni  non  parallèles ,  puis  en  dehors  du  plan  T  deux  courbes  G  et  G' qui  aient 
pour  tangentes  les  droites  mi  j  m'  aux  points  m  et  n  où  elles  rencontrent  G ,  enfin 
supposons  qu'une  surface  réglée  1  ait  pour  génératrices  les  droites  G,  G^ ,  G„  G,,.. . 
s'appuyant  sur  les  deux  courbes  C  et  G';  le  plan  T  contenant  la  génératrice  G  et  la 
tangente  fui  à  G  est  dès  lors  tangent  à  la  surface  2  au  point  m  ;  de  même  ce  plan 
contenant  la  génératrice  G  et  la  tangente  m'  à  G'  est  aus^i  tangent  à  la  surface  1 
au  point  n  ;  je  dis  que  dès  lors  le  plan  T  est  tangent  à  la  surface  2  en  tous  les  au- 
tres points  de  la  même  génératrice  G. 

Pour  le  démontrer,  menons  la  génératrice  G'  successive  de  G  ;  elle  rencontrera 
les  courbes  C  et  G'  en  des  points  m' et  n  successifs  de  m  et  n ,  et  par  conséquent 
appartenant  aux  tangentes  mt  et  nt\  et  par  suite  au  plan  tangent  T,  donc  G  et  G' 
sont  dans  ce  même  plan  T  ;  coupons  maintenant  la  surface  2  par  un  plan  quel- 
conque déterminant  la  courbe  K ,  qui  rencontre  G  et  G'  aux  points  successifs  p  et 
p  qui  sont  dans  le  plan  T,  la  tangente  pô  à  la  courbe  K  est  donc  dans  le  plan  T; 
donc  enfin  le  plan  T  est  tangent  à  la  surface  2  au  point  p  arbitrairement  pris  sur  la 
génératrice  G ,  et  par  conséquent  en  tout  autre  point  de  cette  génératrice. 

Deux  génératrices  droites  successives  de  ces  sortes  de  surfaces  étant  dans  un 
même  plan,  déterminent  une  petite  surface  plane,  qui  est  Y  élément  AeXdi  surface, 
infiniment  petit  dans  le  sens  de  la  largeur,  mais  indéfini  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur. Si  Ton  fait  tourner  Tun  de  ces  éléments  autour  d'une  génératrice  droite  pour 
le  ramener  dans  le  plan  de  l'élément  suivant ,  puis  si  ces  deux  éléments  réunis  tour- 
nant autour  de  la  génératrice  suivante  pour  les  ramener  dans  le  plan  du  troisième 
élément,  et  ainsi  de  suite,  la  surface  sera  tout  entière  déroulée  sur  un  plan  mm 
déchirure  ni  duplicaiure  ;  cette  propriété  les  a  fait  nommer  surfaces  développables. 

2*  Ayant  comme  ci-dessus  un  plan  T,  et  dans  ce  plan ,  trois  droites  G ,  nw ,  r«, 
nous  construirons  hors  du  plan  deux  courbes,  Tune  C  ayant  mt  pour  tangente  au 
point  m,  l'autre  C'  à  laquelle  ns  sera  sécante  au  point  n  ,  de  sorte  que  la  tangente 
nt'  à  G'  sera  située  en  dehors  du  plan  T. 

Cela  posé,  si  Ton  conçoit  une  surface  réglée  2  ayant  pour  génératrices  des 
droites  G,  G,,  G,,  G,, ...  qui  s*appuient  sur  les  deux  courbes  C  et  C,  le  plan  T 
contenant  la  génératrice  G  et  la  tangente  mt  à  la  courbe  C  sera  tangent  à  la  surface 
2  au  point  m  ;  mais  aa  point  n  ce  plan  ne  contenant  pas  la  tangente  itf'  à  la  courbe 
C'  ne  sera  pas  tangent  à  cette  surface  2.  Je  dis  que  dès  lors  le  plan  T  n'est  tangent 
à  la  surface  2  en  aucun  autre  point  de  la  génératrice  G.  En  effet,  la  génératrice  G' 
successive  de  G  rencontrera  C  au  point  m'  successif  de  m,  et  par  conséquent  ap- 
partenant à  la  tangente  mt  et  aussi  au  plan  T  ;  de  même  G'  rencontre  C'  au  point  n' 
successif  de  n,  appartenant  par  conséquent  à  la  tangente  m',  et  par  suite  situé 
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hors  du  plan  T ,  donc  la  génératrice  6'  n'a  que  le  point  w!  sur  le  plan  T  ;  cela  posé, 
ei  Ton  coupe  la  surface  par  un  plan  suivant  une  courbe  E ,  rencontrant  6  et  6'  aux 
points  successifs  p  et  p\  le  point  p  appartiendra  au  plan  T  et  le  point  p'  sera  horp 
de  ce  plan  ;  donc  le  plan  T  ne  contient  pas  la  tangente  pO  à  la  courbe  K  ;  donc  il 
n'est  pas  tangent  à  la  surface  au  point  p. 

L'élément  superficiel  compris  entre  deux  génératrices  successives  G  et  G'  n'est 
plus  plan ,  de  sorte  que  la  surface  ne  peut  plus  se  dérouler  sur  un  plan  ;  on  nomme 
ces  surfaces ,  des  êurfaceê  gaiêches.  Remarquons  que  les  génératrices  successives 
G  et  G'  ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  et  cependant  il  est  impossible  d*en  placer 
entre  elles  une  troisième ,  circonstance  difficile  à  admettre  â  priori,  et  sur  laquelle 
la  démonstration  précédente  ne  peut  laisser  aucun  doute. 

207.  Il  résulte  de  ces  démonstrations  que  dans  une  surface  réglée  :  4*  si  le  plan 
tangent  en  un  point  d'une  génératrice  droite ,  est  tangent  en  tous  les  autres  points 
de  la  même  génératrice  y  deux  génératrices  success^yes  sont  dans  un  même  plan  ; 

2*  Si  le  plan  tangent  en  un  point  d'une  génératrice  droite  n'est  tangent  en  aucun 
autre  point  de  la  même  génératrice,  les  deux  génératrices  successives  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan. 

208.  Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  également  vraies,  c'est-à-dire 
que  dans  une  surface  réglée ,  4"*  si  les  génératrices  successives  sont  dans  un  même 
plan  j  le  plan  tangent  en  un  point  d'une  génératrice  est  tangent  en  tous  les  points 
de  la  même  génératrice  ;  2*  si  les  génératrices  successives  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan ,  le  plan  tangent  en  un  point  d'une  génératrice  n'est  tangent  en  aucun 
autre  point  de  cette  génératrice. 

En  effet,  1*  si  nous  considérons  la  série  des  tangentes  G,  G^  G", {fig.  174) 

à  une  courbe  gauche  C ,  elles  formeront  une  surface ,  et  deux  génératrices  succes- 
sives de  cette  surface  seront  dans  un  même  plan  osculateur  de  la  courbe  G.  Con- 
sidérons une  génératrice  quelconque  G ,  et  menons  les  plans  tangents  à  la  surface 
en  deux  points  n  et  p  ;  pour  cela  sur  la  surface  et  par  le  point  n  nous  ferons  passer 
une  courbe  K  qui  rencontrera  G'  en  un  point  n'  successif  de  n ,  et  l'élément  nn' 
prolongé  donnera  la  tangente  T  à  la  courbe  K,  le  plan  tangent  en  n  déterminé  par 
les  droites  G  et  T  contiendra  les  trois  points  n,  m',  n',  donc  il  contient  les  deux 
génératrices  successives  G  et  G'  ;  de  même  sur  la  surface  et  par  le  point  p  faisons 
passer  une  courbe  X ,  elle  coupera  G'  en  un  point  p'  successif  de  p,  et  l'élément  pp' 
prolongé  donnera  la  tangente  0  à  la  courbe  X ,  le  plan  tangent  en  p  déterminé 
par  les  droites  G  et  0,  contiendra  les  trois  points  p,  m',  p'  ;  donc  il  contient  les 
deux  génératrices  successives  G  et  G'.  Les  deux  plans  tangents  en  n  et  p  se  confon- 
dent donc,  et  il  en  est  évidemment  de  même  des  plans  tangents  en  tous  les  autres 
points  de  la  génératrice  G. 
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2*  Scdent  G  et  G'  {fig.  1 73)  deux  génératrices  sueçessivea  d'une  aurfS»^  réglée  «l 
non  situées  ddns  un  même  plan ,  prenant  deux  points  qqetconques  m  et  n  sur  Tune 
4*eiles  G  j  par  ces  deux  points  et  sur  la  surface  laenons  deux  courbes  C  et  G'  cou- 
liant  G'  aux  pointa  m' et  n'  successifs  de  m  et  9 ,  de  sorte  que  les  éléments  mm'  et  nu 
prolongés  donneront  les  tangentes  mt  et  ni  aux  courbes  G  et  G'  ;  le  plan  tangent  en  m 
est  déterminé  par  les  droites  G  et  ml  ;  il  contient  le  point  m'  de  G  ;  mais  Te  point  n' 
est  en  dehors  de  ce  plan,  donc  »{  n'est  pas  dans  ce  plan  tangent  ;  mais  cette  droite 
est  dans  le  plan  tangent  au  point  11 ,  dQnc  ces  deux  plans  tangents  sont  distincts 
Tun  de  Tautre. 

209.  On  déduit  de  tout  ce  qui  précède  les  deux  caractères  distinetifb  des  deux 
espèces  de  surfaces  réglées ,  savoir  : 

V  Toute  surface  réglée  dont  deux  génératrices  successives  sont  dans  un  même 
plan ,  est  développable  ;  toute  surface  réglée  dont  deux  génératrices  successives  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan  est  gauche. 

*  2*  Toute  surface  réglée ,  pour  laquelle  le  plan  tangent  en  un  point  d*une  généra- 
trice est  tangent  en  tout  autre  point  de  la  même  génératrice,  est  développable ^ 
toute  surface  réglée  pour  laquelle  le  plan  tangent  en  un  point  d'une  génératrice 
n'est  tangent  en  aucun  autre  point  de  la  même  génératrice ,  est  une  surface  gauche. 
On  doit  aussi  se  rappeler  que  réciproquement  : 

S""  Dans  toute  surface  développable ,  deux  génératrices  successives  sept  d^ns^ 
un  même  plan,  et  le  plan  tangent  en  un  point  d'une  génériitrice  çst  taugept  eq  toius 
les  points  de  la  même  génératrice  ; 

4^  Dans  toute  surface  gauche ,  deux  génératrices  successive^  uq  sont  pas  dan% 
un  même  plan ,  et  le  plan  tangent  en  un  point  d*pae  génératrice  n'est  (angept  e^ 
aucun  autre  point  de  la  même  génératrice. 

Nous  avons  répété  ici  ces  principes ,  qu'il  faut  bien  se  graver  dans  Is)  fpémoire , 
parce  qu'ils  sont  d'un  usage  continuel  dans  1^  théorie  des  surfaces  réglées  ;  noqs 
ajouterons  encore  que  plusieurs  surfaces  sont  ^aucl^e^,  suivant  certaines  généra* 
tiens ,  et  développables  suivant  d'autres  génératrices ,  c'est  ce  que  nous  reconnaî- 
trons plus  facilement  en  ayant  recours  au  second  caractère,  quoique  le  premier 
soit  celui  que  l'on  adopte  pour  définir  les  deux  espèces  de  surfaces  réglées. 

21 Q.  Tout  plan  conduit  suivant  une  génératrice  droite  G  d'pne  surlïice  gauche 
est  un  plan  tangent,  car  il  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  G,  dont  il  con- 
tient la  tangente  au  point  »i  (eu  lequel  la  courbe  G  coupe  la  gép^r^trice  G)  en  même 
temps  que  cette  génératrice  G.  On  peut  donc  se  proposer  sur  les  surfaces  gauches 
les  deux  questions  réciproques  suivantes  : 

1°  Par  un  peint  d'un^  surface  gauche  Sûre  passer  aa  plan  langent  ;  ee  plan  est 
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déterminé  par  la  génératrice  et  la  tangente  à  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la 
surface  et  passant  par  ce  point  ; 

2"  Étant  donné  un  plan  P  passant  par  une  génératrice  G ,  trouver  son  point  de 
contact  ;  c'est  celui  où  la  courbe  d'intersection  G  de  la  surface  par  le  plan  P  coupe 
la  génératrice  6. 

'    81 1  •  Une  surface  développable  peut  être  engendrée  de  bien  des  manières  dif- 
férentes f  parmi  lesquelles  nous  distinguerons  les  suivantes  : 

1*  Par  un  plan  roulant  sur  deux  courbes ,  c'est-à-dire  restant  toujours  tangent 
à  Tune  et  à  l'autre  ; 
.  9^  Par  un  plan  roulant  sur  une  courbe  et  sur  une  surface  ; 

3*  Par  un  plan  roulant  sur  deux  surfaces  ; 

4*  Par  un  plan  assujetti  à  se  mouvoir  en  restant  toujours  normal  à  une  courbe  ; 

5»  Par  un  plan  tangent  à  une  courbe  et  restant  toujours  perpendiculaire  au 
plan  osculateur  ; 

6*  Par  un  plan  se  mouvant  sur  une  courbe  en  lui  restant  toujours  osculateur. 

Ces  six  modes  de  générations  peuvent  se  comprendre  sous  ce  seul  énoncé  : 
Tout  plan  se  mouvant  suivant  une  loi  détenninée  engendre ,  par  ses  intersections  suc^ 
cessivesj  une  surface  développable.  Il  ne  faut  donc  pas  que  le  plan  se  meuve  paral- 
lèlement à  lui-même. 

7*  Enfin ,  par  une  droite  mobile  demeurant  toujours  tangente  à  une  courbe  à 
double  courbure. 

Lorsque  ta  surface  est  engendrée  par  le  mouvement  d'un  plan ,  on  dit  qu'elle 
est  Venveloppe  des  positions  successives  du  plan  ,  qui  prend  le  nom  di  enveloppée. 
En  général ,  une  surface  mobile  j  qui  en  engendre  une  autre ,  prend  le  nom  de 
surface  enveloppée ,  et  celle  qu'elle  engendre  et  qui  lui  est  tangente  dans  toutes  ses 
positions  a  reçu  le  nom  d'enveloppe. 

Lorsqu'une  surface  est  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite,  on  dit  qu'elle 
est  le  lieu  des  positions  successives  occupées  dans  l'espace  par  cette  génératrice 
droite.  Les  six  premiers  modes  de  génération  rentrent,  au  reste,  dans  ce  dernier, 
car  les  plans  mobiles  se  coupent  suivant  des  droites ,  qui  sont  précisément  les  gé- 
nératrices de  la  surface ,  et  celles-ci  se  coupent  en  des  points  dont  la  série  forme 
une  courbe  à  laquelle  les  génératrices  droites  sont  toutes  tangentes. 

212.  Le  lieu  des  intersections  successives  des  génératrices  droites  d'une  surface 
développable  est  une  courbe  à  double  courbure ,  à  laquelle  Monge  a  donné  le  nom 
d'arête  de  rebroussement.  La  courbe  à  laquelle  la  génératrice  droite  reste  toujours 
tangente  dans  le  septième  mode  de  génération  (n*211)  est  précisément  l'arête  de 
rebroussement  de  la  surface  engendrée  par  cette  droite. 

Toute  surface  développable  est  séparée  par  l'arête  de  rebroussement  en  deux 
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parties  ou  ttappes^  qui  vont  en  s'évasant  à  mesure  qu'elles  s'éloignent  de  cette 
courbe ,  de  sorte  que  la  surface  éprouve  un  rétrécissement  le  long  de  Taréte  de 
rebroussement.  Mais  pour  que  la  courbe ,  le  long  de  laquelle  une  surface  est  ainsi 
rétrécie ,  soit  une  arête  de  rebroussement ,  il  faut  qu'elle  soit  produite  par  les  in- 
tersections des  génératrices  successives ,  lors  même  que  ces  génératrices  ne  se* 
raient  pas  droites.  On  doit  donc  définir  d'une  manière  générale  Tarête  de  rebrous* 
sèment  d'une  surface ,  la  courbe  enveloppe  des  génératrices  de  la  surface.  Toute 
autre  ligne,  suivant  laquelle  une  surface  éprouve  un  pareil  rétrécissement,  se 
nomme  ligne  de  gorge. 

On  a  aussi  des  rétrécissements  produits  par  les  intersections  de  génératrices , 
situées  à  distance  finie  les  unes  par  rapport  aux  autres ,  ou  plus  généralement ,  par 
rintersection  de  deux  nappes  de  la  surface ,  on  les  nomme  alors  lignes  (f  intersec- 
tion. 

812  bis.  Je  crois  devoir  placer  ici  une  démonstration  très -générale  de  la  pro* 
priété  dont  jouit  le  plan  tangent,  sans  avoir  besoin  de  distinguer  deux  manières 
d^être  d'une  surface  par  rapport  à  son  plan  tangent,  comme  nous  l'avons  fait 
art.  204  ci-dessus. 

Démonstration  de  la  propriété  dont  jouit  le  plan  tangent ,  savoir  :  que  le  plan  tangent 
en  un  point  d'une  surface j  quel  que  soit  le  mode  de  génération  de  cette  surface^  con^ 
tient  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  qui ,  tracées  sur  la  surface ,  se  croisent  au  point 
de  contact. 

Une  surface  £,  quelle  qu'elle  soit,  peut  toujours  être  considérée  comme  engen- 
drée par  le  mouvement  d'une  ligne  C ,  et  de  plusieurs  manières  différentes. 

Ainsi  :  1*  on  peut  prendre  sur  la  surface  £  un  point  m,  faire  passer  par  ce  point  m 
un  plan  R  coupant  la  surface  £  suivant  une  courbe  C  y  mener  à  la  courbe  C  et  au 
point  m  la  tangente  G  et  supposer  que  par  la  droite  0  on  fasse  passer  une  série  de 
plans  R ,  R',  R",  R'",  • . .  coupant  dès  lors  la  surface  £  et  respectivement  suivant  les 
lignes  C ,  C,  C'\  C'\ . . .  qui  seront  évidemment  toutes  tangentes  entre  elles  et  au 
point  m,  la  tangente  qui  leur  est  commune  en  le  point  m  étant  la  droite  9. 

On  peut  donc  supposer  la  surface  £  engendrée  par  le  mouvement  de  rotation  de 
la  ligne  C  autour  de  la  droite  9,  cette  ligne  G  changeant  de  forme  pendant  son  mou- 
vement de  rotation  et  prenant  successivement  les  forunes  C,  C,  C", ... 

2*  On  peut  mener  une  suite  de  plans  R/,  R/',  R/", ...  parallèles  entre  eux  et  au 
plan  R  et  coupant  la  surface  £  et  respectivement  suivant  des  courbes  ou  lignes  C/, 
C/',  €/",.••  c^  l'oïï  pourra  considérer  la  surface  £  comme  engendrée  par  le  mouve- 
ment de  la  courbe  ou  ligne  G  qui,  se  mouvant  parallèlement  à  elle-même,  se  dé- 
forme successivement  pour  prendre  successivement  les  formes  G/,  G/',  G,'",  ... 

3*  On  peut  mener  une  droite  D  coupant ,  perçant  la  surface  S  en  un  point  ou 
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p]i3iftieuP9  points  m  »  et  faire  passer  par  cette  droite  D  une  suite  de  pldU9  R, ,  R/ ,  R/\ 
R/",  • , •  coupant  la  surface  S  et  respectivement  suivant  les  liffnes  C, ,  C/ ,  C/',  G,'",. . . 
qui  toutes  se  croiseront  y  se  couperont  en  le  point  m ,  ou  en  les  divers  points  m- 

fÀ  Ton  pourra  supposer  que  la  surface  S  est  engendrée  par  la  rotation  de  la 
courbe  C,  autour  de  la  sécante  D ,  cette  courbe  G,  prenant  successivement  les  former 

Au  lieu  d'engendrer  la  surface  S  par  des  courbes  ou  lignes  planes ,  on  pourrait 
sans  peine  la  supposer  engendrée  par  des  courbes  à  double  courbure. 

Cela  posé  : 

I^a  démonstration  du  théorème  relatif  au  pUm  tangent ,  savoir  :  que  le  plan  tan- 
gei^t  en  un  point  m  d'une  surface  S  contient  les  tangentes  à  toutes  les  oourbes  qui, 
tracée^  ^ur  cette  surface ,  se  croisent  en  ce  point  m  »  doit  varier  suivant  que  Ton 
considère  tel  ou  tel  mode  de  génération  de  la  surface  S. 

Ci-dessus  (art.  203) ,  nous  avons  considéré  la  surface  £  comme  ei^geudrée  par 
le  premier  mode  indiqué  ci*dessus^  et  le  tbéorèine  a  été  démoptré  direotenieiit, 
eu  ce  sws  que  nous  n'avons  pas  eu  besoin  d'établir,  au  préalable,  ce  tbéorèum 
pour  une  surface  simple,  et  ainsi  pour  une  surface  développable ,  pour  ensuite 
le  faire  passer  sur  la  surface  générale  £. 

Ici ,  nous  allons  supposer  que  la  surface  £  est  déterminée  par  le  second  mode 
de  génération  e&posé  ei*dessu8 ,  et  nous  ferons  passer  le  théorème  du  fdm  im^Ml , 
de  dessus  une  surface  développable ,  sur  cette  surface  générale  £,  et  cela  de  la 
mMÎèpe  suivante  : 

On  sait  qu^ii  n'y  a  rien  de  plus  facile  que  de  démontrer  le  théorème  peiatîf  au 
]^n  tangent  pour  une  surface  développable. 

Et  en  effet  : 

Rappelons-nouft  qu'une  surface  développable  K  peut  être  engendrée  de  émx 
manières  prÙÊcipales  :  ou  4  "^  au  moyen  de  son  arête  de  rebrous^roent  (  dont  toutes 
les  tangentes  forment  les  génératrices  droites  (ou  les  caractéristiques)  de  la  sur-r 
face  K;  ou  S^  au  moyen  d'un  plan  0  roulant  tangentiellemont  sur  detiK  pourh^ 
(Hredrioeê  B  et  B,. 

Si  l'on  considère  le  premier  mode  de  génération  de  la  surface  dévdoppable  K  ^ 
nous  pourrons  considérer  une  génératrice  droite  G  de  cette  surface,  laquelle  sera 
une  tangente  à  Taréte  de  rebroussen^ent  g. 

La  position  voisine  de  6  sera  6'  ;  et  dès  lors  en  menant  par  un  point  m  de  G  une 
suite  de  pkau  ou  de  surfaces  quelconques ,  on  coupera  la  surface  K  suivant  des 
oourbes  planes  ou  à  dwble  courbure  C,  G',  G'',...  qui  se  croiseront  au  point  tu  et 
qui  couperont  l£|  génératrice  G'  et  respectîvemmt  aux  points  n ,  n'y  n"y . . . 

Or  il  e^t  évident  que  mn ,  mn^  mn'y .  .  seront  les  éléments  rectilig^s  des  courbes 
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G ,  G'^  G'', . . .  Ges  éléments  rectilignes  prolongés  donneront  les  tangentes  9  y  9\  9"^ . . . 
à  ces  courbes  G ,  G\  G", . •  *  P^^^  '^  P^i^^  ^  /  ^^  comme  les  génératrices  droites  suc  • 
ceesives  et  infiniment  voisines  G  et  G^  se  coupent  en  uu  point  qui  appartient  à  la 
courbe  $>  il  s'ensuit  que  toutes  les  tangentes  9,  0\  9'V-*  sont  situées  sur  un  même 
plan  @  qui  passe  par  les  droites  6  et  G',  et  c'est  ce  plan  9  qui  a  reçu  le  nom  de 
plan  tangent. 

Ainsi  y  le  théorème  relatif  au  plan  tangent  en  un  point  m  d'une  surface  dé?elop- 
pable  K  se  trouve  démontré ,  lorsque  l'on  considère  cette  surfoce  K  comme  étant 
donnée  par  son  arête  de  rebroussement  l ,  comme  étant  dès  lors  engendrée  par 
une  ligne  droite  G  assujettie ,  par  la  loi  de  son  mouvement  dans  l'espace ,  à  être 
tangente  en  toutes  ses  positions  successives  à  une  courbe  donnée  (. 

Cela  posé  : 

Le  théorème  relatif  au  plan  6 ,  tangent  en  un  point  m  d'une  surface  dévdop- 
pable  E ,  étant  démontré  pour  un  certain  mode  de  génération  de  la  surface  K , 
subsistera ,  qud  que  soit  le  mode  de  génération  de  cette  surface  K. 

Par  conséquent ,  si  nous  supposons  que  la  surface  K  est  engendrée  par  un  plan  6 
roulant  tangentiellement  sur  deux  courbes  directrices  B  et  B,  tracées  sur  cette  sur- 
face K,  le  théorème  subsistant  toujours,  nous  pourrons  en  conclure  ce  qui  suit  : 

Si  la  courbe  B  se  meut  sar  la  surface  K  en  changeant  de  forme  pour  arriver  à  la 
forme  et  en  la  position  B,  (le  changement  de  forme  et  la  loi  du  mouvement  étant 
déterminés) ,  on  conçoit  sans  peine  que  la  courbe  B  passera  en  une  position  infini- 
ment voisine  B'  (B'  ayant  une  forme  modifiée),  et  que  la  surface  K  sera  tout  aussi 
bien  engendrée  par  le  plan  0  roulant  tangentiellement  sur  les  courbes  B  et  B, 
(situées  à  distance  finie) ,  que  par  le  plan  6  roulant  tangentiell^nent  sur  les  courbes 
B  et  B'  (situées  à  distance  infiniment  petite). 

Cela  dit  : 

Les  courbes  G  y  G',  G",,.,  couperont  respectivement  la  courbe  B'  en  les  points  p , 
p\  p",.*.  qui ,  en  vertu  du  nouveau  mode  de  génération  de  la  surface  K,  seront  des 
points  successifs  et  infiniment  voisins  du  point  m  ;  en  sorte  que  mp ,  fnp\  mp*% . . . 
seront  dans  ce  nouveau  mode  de  génération  les  éléments  rectilignes  des  courbes  G  / 
G ,  C  ,•..  (*). 

Or  ces  éléments  rectilignes  prolongés  donneront  les  tangentes  B ,  9',  9'^, . . .  aux 
courbes  C,  G',  G",.-»  «t  nous  savons,  à  priori j  par  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut 
(en  nous  servant  du  premier  mode  de  génération  de  la  surface  développable  K) , 
que  toutes  ces  tangentes  sont  situées  dans  un  même  plan ,  qui  n'est  autre  que  le 
plan  0  tangent  en  m  à  la  surface  E. 


(*)  Voyei  le  chapitre  VII  des  Dévetopfiemenis  de  géomé4He  descripiive. 
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Cela  posé  : 

Si  nous  considérons  une  surface  générale  S  et  un  point  m  sur  cette  surface,  nous 
pourrons  tracer  sur  celte  surface  une  courbe  B  ^  laquelle  passera  par  le  point  m  ; 
puis  supposer  que  cette  courbe  B  se  déplace  sur  la  surface  £,  en  vertu  d'une  cer- 
taine loi  de  mouvement 9  et  qu'elle  arrive ,  en  changeant  de  forme,  en  la  position 
B'  infiniment  voisine  de  B. 

Les  deux  courbes  infiniment  voisines  B  et  B'  comprendront  donc  sur  la  surface  £ 
une  zone  élémentaire  et  superficielle. 

Cela  posé  : 

Si  nous  faisons  rouler  un  plan  0  tangentiellement  aux  deux  courbes  B  et  B', 
nous  obtiendrons  une  surface  développable  K. 

Si  ensuite  nous  faisons  passer  par  le  point  m  une  suite  de  plans  ou  de  surfaces 
arbitraires  P,  P',  P'\...  ces  plans  ou  surfaces  couperont  la  surface  £  suivant  des 
courbes  d ,  d',  d", ...  et  la  surface  K  suivant  des  courbes  A ,  À\  A", ...  et  les  courbes  i 
et  A ,  d'  et  A' . . .  passeront  toutes  par  le  point  m ,  et  de  plus  couperont  la  courbe  B' 
et  respectivement  deux  à  deux  en  les  mêmes  points  p,  p',...  Par  conséquent,  ces 
courbes  d  et  A ,  d' et  A',. •  •  auront  mêmes  tangentes  6,  6 V •  •  ^u  point  m,  puisqu'elles 
auront  deux  à  deux  même  élément  rectiligne  mp,  mp\  mp\... 

Or  nous  savons  que  les  tangentes  9,  B\.,.  aux  diverses  courbes  A,  A',,.,  de 
la  surface  K  sont  dans  un  même  plan  ;  donc  nous  pouvons  affirmer  le  théorème 
suivant  : 

Théorèm R.  Si  l'on  trace  une  série  de  courbes  C ,  C,  C, .  •  •  '«'*  ^tne  surface  quel* 
conque  £ ,  toutes  ces  courbes  se  croisant  en  un  point  m ,  les  tangentes  menées  au  point  m 
à  ces  diverses  courbes  sont  toutes  situées  dans  un  seul  plan ,  auquel  on  donne  le  noni  de 
PLAN  TANGENT  OU  poiut  m  de  la  surface  S. 

Cette  nouvelle  manière  de  démontrer  le  théorème  relatif  au  plan  tangent  offre 
l'avantage  suivant  : 

Ce  que  nous  avons  dit  pour  un  point  m  de  la  courbe  B  tracée  sur  la  surface 
générale  S  peut  se  dire  de  tout  autre  point  de  cette  même  courbe  B. 
»  Par  conséquent,  la  surface  développable  K  jouit  de  la  propriété  d'avoir  en 
commun  avec  la  surface  £  la  zone  élémentaire  et  superficielle  comprise  entre  les 
deux  courbes  successives  et  infiniment  voisines  B  et  B',  et  aussi  d'avoir  en  chaque 
point  de  la  courbe  B  même  plan  tangent  avec  la  surface  £,  propriété  que  l'on 
énonce  en  disant  que  la  surface  développable  K  engendrée  par  un  plan  0  roulant 
tangentiellement  à  la  surface  S  et  sur  la  courbe  B,  est  tangente  à  la  surface  S  tout 
le  long  de  la  courbe  B. 

En  nous  servant,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire,  d'une  surface  simple  (une 
surface  développable)  pour  démontrer  l'existence  d'un  théorème  pour  une  surface 


» 
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générale,  noDS  avons  employé  ane  méthode  très-familière  à  la  géométrie  descriptive 
et  qui  est  très-féconde.  En  effet  :  lorsque  l'on  voudra  plus  tard  chercher  la  con- 
struction des  divers  points  d'une  certaine  courbe  X  tracée  sur  une  surface  géné- 
rale S  9  et  de  manière  à  satisfaire  à  certaines  conditions ,  on  tracera  sur  la  sur- 
face £  une  série  de  courbes  a,  a,  a",...  d'après  une  loi  donnée,  et  l'on  cherchera 
sur  ces  courbes  au  moyen  des  surfaces  développables  A,  A',  A",.-  tangentes  à  la 
surface  S  suivant  ces  courbes  «,  a',  a',.-*  ^^  points  en  lesquels  ces  courbes 
a,  a ,  a",...  coupent  la  courbe  X. 

Ce  ne  seront  pas  toujours  des  surfaces  développables  que  l'on  emploiera ,  mais 
ce  seront  toujours  des  surfaces  plus  simples  que  la  surface  S  proposée ,  et  pour 
chacune  desquelles  on  pourra  facilement  et  presque  immédialement  résoudre  le 
problème  proposé  pour  la  surface  S. 

On  en  trouve  un  exemple  remarquable  dans  la  construction  par  points  de  la 
courbe  de  contact  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  avec  une  surface  de  révolution  quel- 
conque S.  Alors,  pour  chaque  parallèle  de  la  surface  de  révolution  S,  on  remplace 
cette  surface  de  révolution  £  par  un  cône  A  (surface  développable  la  plus  simple) 
ou  par  une  sphère  S  (surface  de  révolution  la  plus  simple),  ces  surfaces  A  ou  S 
étant  tangentes  à  celte  surface  de  révolution  S  tout  le  long  d'un  parallèle. 

Or  il  est  utile,  dans  l'enseignement,  d'employer  le  plus  possible  les  mêmes  idées  y 
pour  ne  pas  surcharger  la  mémoire  des  élèves. 

Je  pense  donc  que  la  manièl*e  de  démontrer  le  théorème  relatif  au  plan  tangent, 
telle  que  je  viens  de  l'exposer,  doit  être  préférée,  puisque  les  idées  géométriques  que 
l'on  emploie  dans  cette  démonstration  se  reproduisent  plus  tard  dans  la  solution  de 
divers  problèmes  importants  où  l'on  fait  usage  du  plan  tangent. 

213.  Nous  allons  démontrer  deux  théorèmes  relatifs  aux  surfaces  développa- 
bles et  dont  nous  aurons  besoin  plus  tard. 

Théorème  1 .  Étant  donnée  une  surface  développable  1  par  son  arête  de  rebrousse- 
ment  G  ,  si  toutes  les  tangentes  T  à  la  courbe  G  s'appuient  sur  une  droite  B ,  la  surface 
développable  2  est  un  p&m,  et  la  courbe  G  est  dès  lors  une  courbe  plane. 

En  eflfel  :  

Prenons  trois  éléments  rectilignes  successifs  mm'  et  m'm"  et  m' W  de  la  courbe 
G,  ces  éléments  prolongés  donneront  les  tangentes  successives  T,  T,  T"  de  la 
courbe  G,  et  ces  tangentes  seront  des  caractéristiques  ou  génératrices  droites  suc- 
cessives de  la  surface  2. 

T^es  deux  droites  T  et  T'  déterminent  un  plan  0  ;  traçons  dans  ce  plan  une 

droite  B  ;  les  deux  droites  T  et  T"  déterminent  un  plan  0';  si  la  droite  T"  s'appuie 

sur  la  droite  B  y  les  trois  droites  T\  T"  et  B  seront  dans  le  même  plan  0'  ;  mais 

la  droite  B  est  déjà  tout  entière  dans  le  plan  0,  il  faut  donc  que  les  deux  plans  O 
2*  PAETu.  s 
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et  &  se  confondent  ;  il  faot  donc  que  les  trois  âéineiits  rectitignes  de  la  courbe  C 
soient  dans  un  même  plan.  On  démontre  donc  de  cette  manière  que  si  toutes  les 
tangentes  à  la  courbe  G  s'appuient  sur  la  droite  B ,  elles  sont  toutes  situées  dans 
un  même  plan ,  et  que  dès  lors  tous  les  éléments  rectiiignes  de  la  courbe  C  sont 
situés  dans  un  même  pian  ;  la  courbe  C  est  donc  plane. 

Théorème  2.  Lorêqu'onfmi  ronler  un  phn  P  «tir  deux  cmaées  G  et  C,  C  enveloppe 
de  t espace  parcouru  par  le  plan  P  est  une  surface  développoMe  1 ,  et  qui  évidemment 
n'est  pas  plane  ;  si  toutes  les  génératrices  droites  de  la  surface  2  s^appment  sur  une 
même  droite  B ,  elles  doivent  nécessairement  toutes  la  couper  en  un  même  pointh. 

En  effet  ;  soient  les  positions  saccessives  P,  P',  P",  P'",  etc.,  de  Tenveloppée  P  ; 
P  coupe  F  suivant  la  génératrice  droite  G  ;  P'  conpe  P"  suivant  G'  ;  P"  coupe  P"' 
suivant  G",  etc.  Les  droites  G ,  G',  G",  etc.,  sont  des  génératrices  successives  et 
infiniment  voisines  de  la  surface  1  ;  dès  lors  G  coupe  G'  en  un  point  m ,  G'  coupe 
G'  an  un  point  m',  etc.,  et  les  points  m,  m',  etc.,  sont  des  points  successifs  et 
infiniment  voisins  qui  déterminent  la  courbe  G ,  arête  de  rehroussemenî  de  la  sur- 
face 2 ,  et  nmi  en  est  l'élément  rectiligne. 

Supposons  maintenant  que  toutes  les  droites  G,  G',  G'\  etc.,  s^appuient  sur  une 
droite  B. 

G  coupera  B  en  un  point  b ,  G'  coupera  B  en  un  point  &',  G"  coupera  B  en  un 
point  b"j  etc. 

Or,  G ,  G'  et  B  seront  dans  un  même  plan  P'  ;  G',  G''  et  B  seront  dans  un  même 
plan  P",  etc. 

Il  est  donc  évident  qu'il  faut ,  pour  que  les  plans  f  et  P"  ne  se  confondent  pas 
(ce  qui  ne  peut  être ,  puisque  la  surface  2  ne  peut  être  un  pian  en  vertu  de  son 
mode  de  génération) ,  et  que  cependant  ce  qui  vient  d*être  établi  subsiste ,  il  faut , 
dis-je ,  que  les  points  b ,  b\  6",  etc.,  se  confondent  en  un  seul  point  b  ; 

Ou ,  en  d'autres  termes ,  il  faut  que  la  surface  développable  2  soit  une  surface 
conique  dont  b  est  le  sommet. 

Parmi  les  surfaces  développables ,  nous  étudierons  d'une  manière  spéciale  les 
surfaces  coniques  et  cylindriques. 

Une  surface  conique  est  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  assujettie 
à  passer  constamment  par  un  point  fixe  qu'on  nomme  le  sommet  (point  qui  dans 
certains  cas  est  le  cenire  de  la  surface),  et  à  s'appuyer  constamment  sur  une 
courbe  donnée  que  l'on  nomme  la  directrice  de  la  surface.  Varête  de  rebroussement 
de  cette  surface  se  réduit  à  un  seul  point ,  qui  est  le  sommet ,  lequel  divise  la  sur- 
face en  deux  nappes.  Ce  point  joue  en  môme  temps  le  rôte  de  ligne  ^intersection  et 
de  ligne  de  gorge. 

Une  surface  cylindrique  est  engendrée  par  le  mouvement  d'une  <lroite  s'appuyant 
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cODstarnooent  rar  uae  eourbe  donnée ,  qra  est  la  directrice  combe  de  la  surface ,  et 
restant  toujours  paraUèle  à  une  même  droite ,  qui  prend ,  elle ,  le  nom  de  directrice 
droite  de  la  surface. 

On  pourrait  remplacer  la  directrice  courbe  des  surfaces  coniques  et  cylindriques 
par  une  surface  à  laquelle  la  génératrice  droite  devrait  rester  tangente  ;  mais  ces 
données  ne  diffèrent  pas  des  précédentes  (sous  le  point  de  vue  théorique),  car  on 
peut ,  à  la  surface  directrice ,  substituer  la  courbe ,  lieu  des  points  de  contact  de 
toutes  les  génératrices  droites  avec  cette  surface. 

214.  Il  résulte  de  là  que  les  surfaces  projetant  horizontalement  et  verticale- 
ment une  courbe  (n**  25)  sont  des  surfaces  cylindriques  ;  il  en  serait  de  même  de 
la  surface  qui  la  projetterait  obliquement  (nM  58)  ;  c'est  pourquoi  les  deux  systèmes 
de  projection  ^  orthogonale  et  oblique ,  ont  reçu  le  nom  de  projections  cylindri- 
ques (n^  4  59) . 

'  Dans  le  système  des  projections  orthogonales  qui  est  le  plus  usité ,  une  courbe 
est  donc  toujours  Tintersection  de  deux  surfaces  cylindriques  dont  les  génératrices 
sont  perpendiculaires  pour  l'une  au  plan  horizontal  et  pour  l'autre  au  plan  vertical 
de  projection.  En  général ,  une  courbe  est  l'intersection  de  deux  surfaces ,  et  au 
lieu  des  deux  surfaces  cylindriques  projetantes ,  on  pourrait  donner  deux  autres 
surfaces  quelconques  se  coupant  suivant  cette  même  courbe ,  qui  serait  également 
déterminée ,  mais  on  se  la  représenterait  plus  difficilement.  Toutefois  une  courbe 
plane  ne  peut  être  définie  d'une  manière  exacte  qu'en  choisissant  son  plan  pour 
l'une  des  surfaces,  car  on  pourra  toujours  alors  retrouver  la  seconde  projection , 
tandis  que  deux  courbes  arbitrairement  tracées  sur  les  deux  plans  de  projection 
sont  rarement  les  projections  d'une  courbe  plane  de  l'espace. 

Deux  cylindres  se  coupent  ordinairement  suivant  plusieurs  courbes  ;  pour  sa- 
voir par  conséquent  quelle  est  celle  dont  on  a  les  projections  ,  il  ne  sutiit  pas  de 
donner  ces  projections  y  il  faut  encore  fixer  quels  sont  les  points  de  la  projection 
verticale  qui  correspondent  aux  divers  points  de  la  projection  horizontale ,  lorsque 
la  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  rencontre  les  deux  projections  cha- 
cune en  plus  d'un  point.  Lorsque  Ton  ne  fixe  pas  cette  correspondance ,  le  pro- 
blème de  trouver  la  courbe  dont  on  a  les  projections ,  admet  plusieurs  solutions  ; 
quelquefois  on  peut  et  Ton  doit  même  les  adopter  toutes ,  d'antres  fois  on  recon- 
naît facilement  celles  d'entre  elles  qui  doivent  être  répétées  ou  acceptées. 

215.  Dans  la  théorie  de  la  perspective  ou  des  projections  polaires  (n""  159)  la 
surface  qui  projette  une  courbe  sur  le  tableau  est  une  surface  conique  ayant  son 
sommet  au  point  de  vue,  c'est  ce  qui  nous  a  fait  donner  à  ces  projections  le  nom 
de  projections  coniques  ;  mais  la  projection  sur  le  géométral  étant  toujours  ortho- 
gonale ,  et  par  conséquent  cylindrique ,  la  courbe  est  dans  ce  cas  l'intersection 
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d'une  surface  conique  avec  une  surface  cylindrique.  Ici  encore  ces  deux  surfaces 
se  coupent  généralement  suivant  plusieurs  courbes ,  de  sorte  que  le  problème  ad- 
met plusieurs  solutions  lorsque  les  données  ou  la  nature  de  la  question  ne  font 
pas  connaître  celle  de  ces  courbes  qu'il  faut  seule  conserver. 

216.  Les  courbes 9  projections  d'une  courbe  de  l'espace,  peuvent  comme 
telles  se  terminer  en  des  points ,  au  delà  desquels  elles  se  prolongeraient  si  on  les 
considérait  dans  leur  plan  et  indépendamment  des  courbes  projetées.  On  dit  alors 
que  ces  courbes  reçoivent  les  projections  des  courbes  de  l'espace,  lorsque  les  pro- 
jections semblent  se  terminer  brusquement  en  certains  points  par  des  motifs  que 
nous  aurons  l'occasion  d'étudier  plus  tard. 

21 7.  Les  projections  dune  tangente  à  une  courbe  sont  tangentes  aux  projectiotis  de  la 
courbe.  En  effet ,  soit  une  courbe  G  et  sa  tangente  T  au  point  m  ;  les  points  succes- 
sifs m  et  tn  appartiennent  à  la  fois  à  C  et  à  T  (195),  donc  m*  et  m'*  se  trouvent  en 
même  temps  sur  G*  et  sur  T*  ;  mais  il  est  évident  que  m^  et  m'*  sont  deux  points 
successifs  (1 94),  car  si  l'on  pouvait  placer  un  troisième  point  entre  eux ,  en  éle- 
vant par  ce  point  une  verticale  ,  elle  serait  placée  entre  les  verticales  élevées  des 
points  m^  et  m'^,  et  irait  couper  la  courbe  G  en  un  point  placé  entre  les  points  m 
et  m\  qui  par  conséquent  ne  seraient  pas  des  points  successifs ,  contrairement  à 
notre  hypothèse.  Donc  T^  est  tangente  à  C^  au  point  m*,  projection  du  point  de 
contact  m  de  T  et  G.  On  montrerait  de  même  que  T*'  est  tangente  à  G"  au  point  m". 

La  réciproque  est  évidente ,  car  si  T^  est  tangente  à  G*  en  m^,  et  T**  tangente  à 
G*  en  m^j  les  points  successifs  m  et  m'  seront  communs  à  T  et  G  ;  donc  T  sera 
tangente  à  G  au  point  m  (^). 

218.  Supposons  un  fil  enroulé  sur  une  courbe  G  à  double  courbure  et  que  l'on 
tienne  ce  fil  tendu  (afin  qu'il  reste  toujours  tangent  à  la  courbe);  en  le  déroulant, 
il  engendrera  par  ses  positions  successives  une  surface  développable  (n"*  21 1 ,  7*) 
et  un  point  quelconque  de  ce  fil  engendrera  une  courbe  ,  qui  sera  une  dévelop- 
pante de  la  courbe  proposée  G.  Donc  une  développée  à  double  courbure  a  une 
infinité  de  développantes  situées  sur  la  surface  développable ,  dont  cette  déve- 
loppée est  l'arête  de  rebroussement  (n""  21 1). 

219.  Si  par  chacun  des  points  d'une  courbe  plane  G  on  mène  à  cette  courbe  et  dans 
son  plan  une  normale,  toutes  ces  normales  déterminent  par  leurs  intersections  suc- 


(*)  Ce  théorème  n'est  vrai  qu'autant  que  la  tangente  T,  au  point  m  de  la  courbe  C.  n'est  pas  per- 
pendiculaire au  plan  de  projection.  Lorsque  la  tangente  T  est  perpendiculaire  au  plan  de  projection 
horizontale,  par  exemple,  alors  T*  est  un  point  qui  se  confond  avec  m*.  Dans  ce  cas  particulier,  la 
courbe  C^  offre  au  point  m*  un  point  de  rebroussement^  et  sa  tangente,  au  point  m/k,  est  la  projection 
sur  le  plan  horizontal  de  la  normale  au  point  m  de  la  courbe  G  et  qui  est  située  dans  le  plan  oscula- 
teur  en  tn  à  cette  courbe  C. 
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ceesives  la  seule  développée  plane  C  que  puisse  fournir  la  courbe  G  (n°  201).  Mais 
considérons  la  série  des  plans  normaux  à  la  courbe  G  ;  par  leurs  intersections 
successives,  ils  forment  une  surface  cylindrique  A  (n""  213)^  car  tous  les  plant 
normaux  étant  perpendiculaires  au  plan  de  la  courbe  G,  leurs  intersections  sont 
perpendiculaires  à  ce  même  plan  j  et  par  conséquent  parallèles  entre  elles. 

Cela  posé)  concevons  par  le  point  m  de  la  courbe  G  une  normale  N  non  située 
dans  le  plan  de  cette  courbe ,  elle  sera  sur  le  plan  R  normal  à  la  courbe  G  au  point 
m  et  rencontrera  les  génératrices  droites  successives  G  et  G'  de  la  surface  cylin- 
drique A  aux  points  n  et  n'  ;  si  au  point  ni  successif  du  point  m  de  la  courbe  G  on 
mène  une  normale  N'  passant  par  le  point  n\  cette  normale  N'  successive  de  la  nor- 
male N  sera  située  dans  le  plan  normal  R^  successif  du  plan  R  et  rencontrera  la 
génératrice  G"  du  cylindre  A  en  un  point  n';  pour  le  troisième  plan  normal  R^' suc- 
cessif de  R'  on  aura  de  môme  une  normale  N''  successive  de  N'  et  coupant  la  géné- 
ratrice G"'  du  cylindre  A  au  point  «"'  ;  la  série  des  points  n ,  n\  n\  «'", . . .  forme 
une  courbe  G"  à  laquelle  les  normales  N,  N',  N'\ de  la  courbe  G  sont  tan- 
gentes, G"  est  donc  une  développée  de  la  courbe  G  (n*  201).  On  en  conclut 
qu'une  courbe  plane  ou  qu'une  développante  plane  a  une  infinité  de  dévelop- 
pées à  double  courbure  situées  sur  le  cylindre  enveloppe  des  plans  normaux  à 
cette  développante* 

220.  Toutes  les  développées  à  double  courbure  d'une  développante  plane  G, 
sont  des  hélices  ayant  la  développée  plane  pour  projection  commune  sur  le  plan  de 
la  courbe  G.  La  dernière  partie  de  la  proposition  est  évidente,  puisque  toutes  les 
génératrices  du  cylindre  sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  développante.  Quant 
à  la  première  partie,  on  nomme  hélice  une  courbe  tracée  sur  une  surface  cylin- 
drique, et  telle  que  tous  ses  éléments  rectilignes  ou  toutes  ses  tangentes  font  le  même 
angle  avec  les  génératrices  du  cylindre  sur  lequel  la  courbe  dite  hélice  est  tracée. 

Gela  posé ,  soit  une  normale  de  direction  arbitraire  dans  Tespace  (fig.  1 75)  et 
menée  au  premier  point  m  de  la  courbe  plane  G ,  elle  rencontre  les  génératrices 
successives  G  et  G'  sous  un  certain  angle  6,  et  aux  points  m"  et  n";  joignant  le 
point  it,  successif  du  point  m,  avec  le  point  n"  on  aura  une  normale  successive  nn\ 
et  je  dis  que  cette  seconde  normale  coupe  les  génératrices  successives  G'  et  C  sous 
le  même  angle  6 ,  etc.  En  effet,  la  courbe  G'  étant  la  développée  plane  de  G ,  Tare  mn 
est  un  élément  circulaire  ayant  son  centre  en  n',  donc  mn'=nn!  et  les  triangles  rec- 
tangles mn"n'  et  nn"n'  sont  donc  aussi  égaux  ;  par  conséquent  on  a  :  mn"v!^=^nn"n  ; 

on  démontrera  de  même  que  np"f!  =  pp^f!,  et  ainsi  de  suite.  Donc ,  etc. 

221 .  A  regard  d'une  développante  à  double  courbure  G ,  l'enveloppe  de  ses  plans 
normaux  n'est  plus  une  surface  cylindrique,  mais  elle  est  toujours  une  surface 
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développable  2^;  si  Ton  mène  ane  normale  N  de  direction  qaeleonqae  dans  Tespace 
et  au  point  m  de  la  courbe  C ,  elle  est  située  dans  le  plan  normal  en  ce  point ,  et 
rencontre  par  conséquent  en  un  point  n  la  génératrice  6  de  la  sarface  dévetop^ 
pable  2  ;  si  Ton  joint  «m',  cette  seconde  normale  N'  coopéra  6'  en  un  point  n*;  joi- 
gnant encore  nm",  cette  troisième  normale  N"  coupera  G"  en  n",  et  ainsi  de  suite, 

les  normales  N,  N',  N",  etc par  leurs  intersections  successives  déterminent 

une  courbe  C  à  laquelle  elles  sont  tangentes ,  et  qui  est  par  conséquent  une  déve- 
loppée de  la  courbe  C.  Donc  une  développante  à  double  courbure  a  une  infinité  de  déve- 
hppées  à  double  courbure  situées  sur  la  surface  développable  y  enveloppe  des  plans  nor- 
maux à  la  courbure  C. 

Chacune  de  ces  développées  est  Tarôte  de  rebroussement  d'autant  de  surfaces 
développables  contenant  la  développante  à  double  courbure  proposée  (n*"  SI  7) 
Donc  une  courbe  à  double  courbure  peut  toujours  être  placée  sur  une  infinité  de 
surfaces  développables.  Il  en  est  évidemment  de  même  d'une  courbe  plane. 

Remarquons  que  pour  les  courbes  planes ,  le  lieu  des  centres  des  cercles  oscu* 
lateurs  aux  divers  points  de  la  courbe  est  précisément  sa  développée  plane  :  dans 
les  courbes  à  double  courbure  le  lieu  de  ces  centres  forme  encore  une  courbe , 
mais  die  n'est  plus  une  développée  de  la  courbe  proposée ,  car  les  normales  à  la 
courbe  à  double  courbure  ou  gauche  donnée  C ,  qui  sont  respectivement  situées 
dans  les  plans  osculateurs  de  cette  courbe ,  forment  une  surface  gauche  (*). 


CHAPITRE   II. 


PLANS   TAHGBNTS   AUX   SUBFAGBS   COMIQUES  W  CYLINHUQUIS. 


222.  Une  surface  conique  est  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  passer  tou- 
jours par  un  point  dit  sommet  et  à  s'appuyer  sur  une  courbe  dite  directrice  (n*  21 3). 
Si  on  la  coupe  par  une  série  de  plans  parallèles,  on  obtient  des  courbes  de  gran- 
deurs différentes ,  que  l'on  peut  considérer  comme  des  génératrices  de  la  surfSace. 


(*)  A  ce  sujet,  voyez  les  dernières  pages  du  Traité  de  géométrie  descriptive  de  Moicgb. 
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Une  sarfoce  conique  adnet  donc  une  seule  génératrioe  constavte  de  forme,  qui 
est  la  lingue  droite ,  et  rme  infinité  de  génératrices  courbes,  dont  la  forme  cm  la 
grandeur  varie  dans  chacune  de  leurs  positions. 

H  est  évident  que  Ton  peut  prendre  pour  directrice  une  coarbe  quelconque, 
tracée  sur  la  surfece  et  rencontrant  toutes  les  génératrices  droites  ;  si  parmi  toutes 
ces  directrices,  il  en  est  une  qai  soit  un  cercle,  et  si  dans  ce  cas  le  sommet  et 
le  centre  du  cercle  sont  sur  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  du  cwde , 
le  cône  prend  le  nom  de  cône  droit ,  et  la  droite  menée  du  sommet  au  centre  du 
cercle  est  dite  axe  du  cône.  Remarquons  que  les  anciens  géomètres  donnent  à 
(*ette  droite  le  nom  d*axe,  même  quand  elle  n'est  pas  perpendiculaire  au  plan 
du  cercle  (*) . 

223.  Une  surface  conique  est  déterminée  par  son  sommet  «  et  sa  directrice  C , 
c'est-à-dire  que  ces  données  suffisent  pour  fixer  complètement  un  point  m ,  de  la 
surface  conique  dont  on  donne  une  projection ,  par  exemple ,  m^  ;  en  effet  par  ce 
point  m  passe  une  génératrice  droite  G,  dont  la  projection  C  passe  par  ^  et  m*, 
elle  rencontre  la  courbe  C*  en  un  point  n*  que  l'on  projette  verticalement  sur  C 
<în  n"  ;  unissant  rf  et  s""  on  aura  6'  qui  contient  m". 

On  pourrait  se  donner  le  point  n^  et  chercher  à  déterminer  n*,  de  manière  à  ce 
que  le  point  n  fût  situé  sur  la  surface  conique;  pour  déterminer  w*,  on  unirait 
les  points  «•  et  n'  par  une  droite  G/  laquelle  couperait  la  courbe  G*  en  un  point 
(f\  on  déterminerait  qf*  sur  la  courbe  C*  et  Ton  aurait  la  droite  G,*  en  unissant  les 
points  (f  et  «*,  le  point  n*  serait  sur  la  droite  G/. 

Ainsi  Ton  voit  que  les  constructions  à  effectuer  pour  trouver  le  point  m",  s'étant 
donné  m*,  ou  le  point  n*,  s'étant  donné  n^,  les  points  m  et  n  devant  être  situés  sur 
la  surface  conique ,  surface  qui  est  écrite  graphiquement  au  moyen  des  projec- 
tions de  son  sommet  et  des  projections  de  la  courbe  directrice  du  mouvement  de 
ses  génératrices  droites,  que  les  constructions,  dis-je,  n'exigent  pas  autre  chose 
(pie  ces  projections,  en  se  rappelant  toutefois  que  toutes  les  génératrices  droites 
d'une  surface  conique  passent  par  le  sommet  du  cône  et  s'appuient  sur  la  direc- 
trice courbe,  ou,  en  d'autres  termes,  en  se  conformant,  dans  les  constructions  à 
exécuter,  au  mode  de  génération  qui  définit  la  surface  considérée. 

Lorsque  Ton  considérera  une  surface  quelle  qu'elle  soit,  il  y  aura  deux  choses 
à  considérer  :  1  "^  le  mode  de  génération  de  cette  surface ,  mode  qui  la  définit ,  et 
f  ta  représentation  graphique  de  cette  surface,  représentation  qui  sera  dite 


(•)  Abaissant  du  sommet  s  d'un  cône  oblique  une  perpendiculaire  Y  sur  le  plan  du  cercle  C  base 
de  ce  cône,  et  unissant  le  sommet  $  avec  le  centre  o  du  cercle  C  par  une  droite  Â  (dite  axe),  les 
anciens  géoaètns  appelaient  le  plan  (Y,  A)  plm  de  Vaxe. 
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complète  au  moyen  des  projections  de  certains  points  et  de  certaines  Ugnes  appar- 
tenant à  la  surface ,  lorsque  l'on  pourra  résoudre  graphiquement  le  problème  sui- 
vant, élani  donné  un  point  m^  ou  un  point  n'  déterminer  la  position  que  le  point  m^  ou 
le  point  n^  doit  avoir  pour  que  les  points  m  et  n  de  C espace  soient  en  effet  situés  sur  la 
surface  considérée  j  et  il  faudra  que  la  détermination  ou  construction  de  ces  points 
m*  et  n^  puisse  s'effectuer  au  moyen  de  tracés  ou  constructions  graphiques  n'exi- 
geant pas  autre  chose  que  la  connaissance  des  projections  des  points  et  des  lignes 
dites  9  seules  nécessaires  pour  la  représentation  ou  définition  graphique  complète 
de  la  surface ,  et  eu  se  conformant  d'ailleurs  dans  ces  constructions  au  mode  de 
génération  indiqué  comme  étant  celui  qui  appartient  à  la  surface. 

Lors  donc  que  par  la  suite  nous  examinerons  une  surface,  nous  commencerons 
par  l'écrire  graphiquement  et  par  vérifier,  au  moyen  de  la  solution  du  problème 
précédent,  si  en  effet  la  surface  donnée  est  bien  complètement  écrite  :  cela  fait, 
nous  pourrons  nous  livrer  à  la  recherche  de  la  solution  des  divers  problèmes  que 
Ton  pourra  se  proposer  par  rapport  à  cette  surface. 

224.  Problème  1.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  conique  par  un  point  pris 
sur  la  surface.  Le  point  ne  peut  être  donné  que  par  l'une  de  ses  projections,  par 
exemple  m!";  on  détermine  sa  projection  verticale  comme  ci-dessus  (n**  222). 
La  surface  conique  étant  développable ,  le  plan  tangent  au  point  m  est  tangent  en 
tous  les  points  de  la  génératrice  droite  G  (n*  209,  3")  qui  passe  par  ce  point,  et 
par  conséquent  au  point  n  où  elle  rencontre  la  directrice  C  ;  il  doit  donc  contenir 
cette 'génératrice  G  et  la  tangente  T  menée  au  point  n  à  la  courbe  C.  Le  plan  tan- 
gent est  complètement  déterminé  par  ces  deux  droites. 

Si  la  directrice  C  était  la  trace  horizontale  de  la  surface,  c'est-à-dire  son  inter- 
section par  le  plan  horizontal  (et  alors  la  courbe  C  peut  être  dite  base  horizontale 
du  cône),  la  tangente  T  ne  serait  autre  que  la  trace  ff  du  plan  tangent  T  ;  on  trouve- 
rait facilement  la  trace  verticale  Y%  puisqu'on  connaît  deux  droites  H^  et  G  situées 
sur  ce  plan  T. 

Si  la  directrice  C  était  une  courbe  plane  donnée  par  l'une  de  ces  projections  C*  et 
par  son  plan  (n*"  214),  on  aurait  9^  tangente  à  G^  et  l'on  en  conclurait  9''  par  la 
condition  que  la  tangentes  doit  être  dans  le  plan  de  la  directrice,  et  en  outre  0"  de- 
vrait passer  par  la  projection  n''  du  point  de  contact. 

Dans  tous  les  cas ,  on  est  conduit  à  mener  une  tangente  en  un  point  d'une  courbe 
donnée  par  son  tracé ,  la  nature  géométrique  de  cette  courbe  étant  inconnue;  ce 
problème  présente  de  très-grandes  difficultés  et  ne  peut  se  résoudre  qu*à  un  degré 
d'approximation  très-loin  d'être  satisfaisant.  Je  suis  parvenu  à  résoudre  ce  pro- 
blème d'une  manière  générale  pour  un  point  simple  ou  multiple  d'une  courbe 
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dont  on  ne  conuatt  pas  Téquaiioa  (*)  ;  Hachette  Tavait  déjà  résolu  pour  un  point 
simple;  mais  les  méthodes  que  nous  employons  reposent  sur  des  considérations 
trèa-élevé6&  et  conduisent  à  des  constructions  très-compliquées  et  ne  donnent  en 
définitive  qu'une  solution  approximative;  de  swte  qu'une  semblable  recherche  est 
plus  curieuse  sous  le  point  de  vue  géométrique,  en  ce  sens  qu'elle  sert  à  déinon- 
trer  que  la  géométrie  descriptive  a  comme  science  une  puissance  qui  lui  est  propre, 
et  qu'elle  est  réellement  utile. 

Lorsque  pour  la  solution  graphique  d'un  problème  on  sera  conduit  à  construire 
la  tangente  en  un  point  d'une  courbe  C^  ou  d'une  courbe  D%  on  devra  dire  que  le 
problème  est  résolu  sous  le  point  de  vue  géométrique ,  mais  non  sous  le  point  de 
vue  graphique ,  si  la  courbe  C^  ou  la  courbe  D""  est  telle  qu'on  ne  sache  pas  con- 
struire rigoureusement  la  tangente  en  un  de  ses  points;  et  lorsque  Ton  ignore  la 
construction  de  cette  tangente ,  on  devra  chercher  à  modifier  la  solution  de  manière 
à  la  faire  dépendre  de  la  constructicMi  d'une  tangente  menée  à  la  courbe  C  ou  à  la 
courbe  D*'  par  un  point  extérieur  à  cette  courbe  ^  car  alors  il  n'y  aura  que  très- 
peu  d'incertitude  sur  la  position  exacte  du  point  de  contact  (la  tangente  étant 
menée  à  vue  et  au  moyen  de  la  règle),  tandis  que  dans  le  premier  cas,  la  tangente 
étant  menée  à  vue  et  au  moyen  de  la  règle ,  il  existe  une  très-grande  incertitude  sur 
sa  véritable  direction  ;  en  sorte  que  si  l'on  doit  employer  pour  la  suite  des  con- 
structions  un  point  assez  éloigné  du  point  de  contact  et  situé  sur  la  tangente ,  ce 
point  pourrait  avoir  une  position  trèa-différente  de  celle  qu'il  devrait  occuper  réel  - 
lement  sur  le  dessin. 

Ainsi  nous  admettrons  à  l'avenir  comme  solution  graphique  sufiisamment  ap- 
proximative, toute  solution  dépendant  de  la  construction  d'une  tangente  menée 
par  un  point  extérieur  à  une  courbe  inconnue  et  seulement  donnée  pai*  son  tracé , 
M  d'une  tangente  menée  parallèlement  a  une  droite  donnée  de  position  par  rap* 
port  à  la  courbe.  Maiâ  nous  rejetterons  comme  ne  pouvant  avoir  une  approximation 
suffisante  toute  sc^ution  graphique  dépendant  de  la  tangente  esi  un  point  d'une 
courbe  donnée  par  son  tracé  „  et  dont  on  ignore  la  nature  géométrique  et  par  suite 
la  consfaruction  rigiMreuse  et  géométrique  de  la  tangente* 

225.  Problème  2.  Mener  tm  plan  iangeot  à  une  êwtface  conique  par  uu  point  situé 
hors  de  la  surface^  Soient  une  sur£9K:e  conique  donnée  par  son  sommet  #  et  sa  di- 
rectrice C ,  et  un  point  m  d/d  la  surface ,  le:  plan  tangent  T  devant  contenir  une  gé- 


(♦)  Voyez  dans  l'ouvrage  qui  a  pour  titre  :  Complément  de  géométrie  descriptive,  le  Mémoire  qui 

a  pour  titre  :  Construction  de  la  tangente  en  un  point  d^une  courbe  plane  dont  féquation  est  inconnue. 

Ce  Mémeire  a  été  publié  pour  la  première  ton  dans  le  W  caMer  du  Journal  éa  YÈc^  pc^TyMeh-' 

V  PARTIE.  >  4 
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néralrice  droite  de  la  surface ,  passera  par  le  sommet  s  ;  donc  la  droite  D ,  qui 
unit  les  points  s  et  m,  y  sera  contenue  tout  entière;  mais  le  plan  T  contient  en 
outre  la  tangente  0  à  la  directrice  C,  au  point  où  elle  est  coupée  par  la  généra- 
trice de  contact  6,  les  droites  D  et  ©  se  coupent,  donc  la  droite  D  coupe  la  sur- 
face développable,  lieu  des  tangentes  à  la  courbe  C;  cherchant  ce  point  d'intersec- 
tion n  et  menant  par  n  la  tangente  0  à  C,  puis  la  génératrice  G  passant  par  le  point 
(le  contact  a; 9  nous  aurons  trois  droites  D,  0,  G  situées  dans  le  plan  T,  il  sera 
donc  déterminé. 

226.  Pour  obtenir  le  point  n,  il  faut  par  la  droite  D  faire  passer  un  plan  auxi- 
liaire quelconque  X,  chercher  son  intersection  I  avec  la  surface  développable 
formée  par  les  tangentes  à  la  courbe  C  ;  elle  contiendra  évidemment  le  point  n , 
qui  est  par  conséquent  à  la  rencontre  de  cette  intersection  I  avec  la  droite  D. 
Mais  cette  construction  se  simplifie  beaucoup ,  lorsque  la  courbe  C  est  une  courbe 
plane  y  car  alors  la  surface  lieu  des  tangentes  à  cette  courbe  n'est  autre  chose  que 
son  plan  P,  et  l'on  a  seulement  à  trouver  l'intersection  de  la  droite  D  et  du  plan  P 
(n-  m  à  113). 

227.  Dans  le  cas  d'une  directrice  gauche  ou  à  double  courbure  C,  il  est  plus 
simple  de  couper  la  surface  conique  par  un  plan  quelconque  déterminant  une 
courbe  E  que  Ton  substitue  à  la  courbe  C;  et  pour  plus  de  simplicité ,  on  peut 
chercher  la  base  sur  le  plan  horizontal  ou  vertical  de  projection  de  la  surface 
conique,  lorsque  cette  base  ou  trace  se  trouve  dans  les  limites  du  dessin.  Cette 
construction  s'effectue  facilement  et  sans  erreur  sensible,  car  les  génératrices 
droites  de  la  surface  conique  peuvent  toujours  s'obtenir  exactement  ;  il  n'en  est 
pas  de  même  des  tangentes  à  la  courbe  C,  ainsi  qu'on  Ta  dit  ci-dessus  (224). 

228.  PaoBLiiiE  3.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  conique  parallèlemetit  à  une 
droite  donnée.  Le  plan  tangent  devant  contenir  une  génératrice  droite  passera  par  le 
sommet  s  de  la  surface  conique;  cela  posé,  si  par  un  point  quelconque  d'un  plan 
parallèle  à  une  droite  B,  l'on  mène  une  parallèle  à  cotte  droite,  elle  est  tout 
entière  dans  le  plan  j  donc  si  par  le  sommet  s  on  mène  une  parallèle  D  à  la  droite 
donnée  B ,  on  sera  conduit  à  construire  un  plan  tangent  passant  par  la  droite  D , 
ce  qui  est  précisément  le  problème  2  précédent. 

229.  Pboblèmb  4.  Mener  un  plan  tangent  commun  à  deux  surfaces  coniques  ayant 
même  sommet.  Si  les  deux  surfaces  coniques  sont  données  par  des  directrices  à 
double  courbure,  ou  par  des  directrices  planes,  mais  non  situées  dans  le  môme 
plan ,  on  les  coupera  par  un  même  plan  P,  et  l'on  considérera  les  courbures  G 
et  C'  d'intersection  comme  les  directrices  des  deux  surfaces.  Gela  posé,  le  plan 
tangent  doit  contenir  une  génératrice  droite  de  chaque  surface  et  les  tangentes 
aux  courbes  G  et  G'  aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par  les  génératrices  de 
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contact,  mats  ces  deux  tangentes  étant  Tune  et  l'autre  dans  le  plan  P  et  dans  le 
plan  tangent  se  confondent  en  une  seule  droite  intersection  de  ces  deux  plans.  Il 
faut  donc  mener  une  tangente  commune  O  aux  courbes  G  et  G',  puis  les  généra- 
trices 6  et  G',  qui  passent  par  les  points  de  cootact,  et  le  plan  tangent  devra  cod-- 
tenir  ces  trois  droites. 

Si  Ton  prend  les  bases  ou  traces  horizontales  des  surfaces  coniques ,  leur  tan- 
gente commune  sera  la  trace  horizontale  du  plan  tangent. 

Si  les  deux  courbes  G  et  G'  sont  extérieures  Tune  à  l'autre ,  ou  si  elles  présentent 
des  parties  saillantes  et  des  parties  rentrantes,  il  sera  généralement  possible  de 
leur  mener  plusieurs  tangentes  communes,  qui  détermineront  autant  de  plans 
tangents  communs.  Mais  si  les  deux  courbes  G  et  G'  sont  convexes  et  que  Tune 
d'elles  soit  intérieure  à  l'autre,  il  sera  impossible  de  leur  mener  une  tangente 
commune,  et  par  suite  les  deux  surfaces  coniques  proposées  n'auront  pas  de 
plans  tangents  communs. 

Remarquons  en  passant  que  si  l'on  coupe  les  deux  surfaces  coniques  par  an 
plan  quelconque ,  les  courbes  d'intersection  présenteront  toujours  les  mêmes  cir- 
constances, ce  qui  est  évident. 

230.  Les  plans  tangents  à  un  cône  droit  font  tous  le  même  angle  avec  m  plan  per- 
pendiculaire  à  Vaxe  du  cône.  En  effet,  soient  so  {fig.  1 76)  l'axe,  d'un  cône  droit,  perpen- 
diculaire au  plan  horizontal ,  et  le  cercle  G  base  de  ce  cône  sur  ce  plan  ;  le  plan  T 
tangent  le  long  de  la  génératrice  sa  coupe  le  plan  horizontal  suivant  la  tangente  9 
au  cercle  G,  mais  le  rayon  oa  étant  perpendiculaire  à  0,  l'oblique  sa  est  aussi 
perpendiculaire  à  0 ,  donc  l'angle  dièdre  formé  par  le  plan  T  avec  le  plan  hori- 
zontal est  mesuré  par  l'angle  sao  formé  par  la  génératrice  de  contact  sa  avec  le 
rayon  ao ,  ou  avec  le  plan  du  cercle  G  ;  mais  toutes  les  génératrices  du  cône  (en 
vertu  de  ce  que  son  axe  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal)  font  le  même  angle 
avec  le  plan  du  cercle  G,  donc  aussi  tous  les  plans  tangents  à  ce  cône  font  le 
même  angle  avec  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône. 

231 .  Problème  5.  Mener  à  une  surface  conique  un  plan  tangent  faisant  un  angle 
donné  avec  un  plan  donné. 

Soient  s  {fig.  1 77)  le  sommet  et  B  la  base  ou  trace  horizontale  de  la  surface  co- 
nique £  proposée ,  cherchons  Vun  plan  tangent  à  la  surface  conique  et  faisant  avec  le 
plan  horizontal  un  angle  a.  Gonsidérons  un  cône  droit  A  ayant  son  sommet  en  s  et 
ayant  son  axe  A  vertical ,  et  tel  que  ses  génératrices  droites  fassent  avec  le  plan 
horizontal  l'angle  a  ;  la  projection  verticale  V  de  la  génératrice  F  du  cône  A ,  la- 
quelle sera  parallèle  au  plan  vertical ,  fera  avec  la  ligne  de  terre  l'angle  (x,  et  elle 
rencontrera  te  plan  horizontal  en  un  point  a  déterminant  le  rayon  d'à  de  la  base 
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circulaire  on  trace  horizontale  C  du  côoe  A.  Tout  plan  mené  par  le  poiat  $  et  faisant 
avec  le  plan  horizontal  Tangla  a  sera  tangent  à  ce  cône  droit  A,  donc  le  plan  de- 
mandé doit  être  tangent  à  la  fois  à  la  surface  conique  proposée  S  ou  (#,  B)  et  an 
cône  droit  A  ou  (s^  C);  sa  trace  H^  sera  donc  tangente  à  la  fois  aux  deux  bases  B  et  C 
qu'elle  touche  aux  points  p  etq,  d'où  Ton  conclut  les  génératrices  de  contact  G  et  T; 
la  trace  verticale  Y^  devra  passer  par  le  point  i  intersection  de  H*  et  de  LT,  et  par 
les  traces  verticales  des  deux  génératrices  de  contact  ;  lorsque  ces  points  sont  hors 
des  limites  du  dessin ,  on  trouve  un  point  6  de  V^  par  une  horizontale  K  du  plan  T 
et  menée  par  le  sommet  s ,  ou  par  tout  autre  point  de  6  ou  F;  ou  encore  par  une 
droite  quelconque  s'appuyant  à  la  fois  sur  deux  des  trois  droites  H',  G  et  F  d^ 
connues  dans  le  plan  T.  Dans  la  figure  177,  outre  le  plan  T  construit,  il  en  existe 
trois  autres,  car  les  deux  bases  B  et  C  ont  quatre  tangentes  communes;  nous  n'en 
construisons  qu'une  pour  ne  pas  embarrasser  la  figure. 

S*"  Mener  à  une  surface  conique  un  plan  tangent  faisant  avec  le  plan  vertical  tm 
angle  |3.  On  devra  considérer  un  cône  droit  ayant  son  sommet  en  s  sommet  de  la 
surface  conique  donnée  et  ayant  son  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical  et  tel 
que  ses  génératrices  feront ,  avec  le  plan  vertical ,  l'angle  ^  ;  puis  mener  on  plan 
tangent  commun  à  ce  cône  droit  et  à  la  surface  conique  proposée. 

S""  Mener  à  une  surface  conique  un  plan  tangent  faisant  un  angle  y  avec  un  plan 
dattné  P.  On  devra  considérer  un  cône  droit  ayant  même  sommet  s  que  la  surface 
conique  proposée  et  ayant  son  axe  perpendiculaire  au  pJan  P  et  dont  les  généra- 
trices feront  avec  le  plan  P  l'angle  y,  puis  mener  un  plan  tangent  commun  à  ce 
cône  droit  et  à  la  surface  conique  proposée. 

232.  Si  Ton  coupe  une  surface  cylindrique  (n*  213)  par  une  série  de  plans 
paiallèles ,  les  courbes  ainsi  obtenues  sont  toutes  égales  entre  elles  (c'est-à-dire 
superposables),  et  Ton  peut  concevoir  que  l'une  d'elles  engendre  la  surface  en  glis- 
sant parallèlement  à  elle-même,  de  sorte  que  la  surface  cylindrique  a  une  infinité 
de  génératrices  courbes  toutes  constantes  de  forme  et  de  grandeur. 

233.  Une  surface  cylindrique  est  déterminée  par  ses  deux  directrices,  Tune 
courbe  et  l'autre  droite  ^  c^est^-dire  que  ces  données  suffisent  pour  fixer  complète- 
ment un  point  m  de  la  surface,  dont  on  donne  une  des  projections,  par  exemple,  m^. 
En  efiet,  par  ce  point  m  passe  une  génératrice  droite  G  de  la  surface,  sa  projection 
verticale  G**  passe  donc  par  tri"  et  elle  est  parallèle  à  la  projection  verticale  D*  de  la 
directrice  droite  D  de  la  surface  ;  elle  coupe  la  projection  verticale  C  de  la  direc- 
trice courbe  en  un  point  n'',  projection  verticale  du  point  n  d'intersection  de  C  et  G; 
on  en  conclut  la  projection  horizontale  n'^  sur  C^,  puis  G''  menée  par  »*  parall^o- 
ment  à  D^  ;  et  la  projection  horizontale  m^  doit  être  sur  G^. 

On  voit  par  là  qu'un  point  m''  du  plan  vertical  ne  peut  être  la  projection  verti- 
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cale  d'un  point  de  la  sorrace  cylindrique ,  qu  antaut  qu'il  satisfait  aux  conditions 
suivantes  : 

1*  Qu'une  droite  G*  menée  par  ce  point  paraltèl^nent  à  ïf  rencontre  (?  en  un 
point  »•;  2*  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  «•  sur  la  ligne  de  terre  ren- 
contre C*.  Quand  ces  conditions  sont  remplies,  il  y  a  généralement  plusieurs 
points  qui  ont  la  même  projection  verticale.  Il  en  serait  de  même  si  l'on  se  don- 
nait d'abord  la  projection  horizontale  m*  et  que  l'on  se  proposât  de  détermi- 
ner fn«  de  manière  à  ce  que  le  point  m  de  l'espace  fût  réellement  situé  sur  la  face 
cylindrique. 

D'après  ce  qui  précède ,  on  voit  qu'une  surface  cylindrique  est  écrite  graphi- 
quement et  d'une  manière  complète ,  lorsqu'on  se  donne  les  projections  de  la 
directrice  couii)e  et  de  la  droite  à  laquelle  toutes  les  génératrices  droites  doivent 
être  parantes  (n*  224). 

234.  Problème  6.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  cylindrique  par  un  point 
pris  sur  la  surface.  Le  point  ne  peut  être  donné  que  par  l'une  de  ses  projections  m* 
ou  m*  on  trouve  l'autre  projection  nf  ou  m*  comme  ci-dessus  (n*  233) .  La  surface 
cylindrique  étant  développable ,  le  plan  tangent  au  point  m  est  tangent  en  tous  les 
points  de  la  génératrice  droite  6  qui  passe  par  ce  point ,  et  par  conséquent  au 
point  n  on  G  rencontre  la  directrice  courbe  G  ;  le  plan  tangent  doit  donc  contenir 
cette  génératrice  G  et  la  tangente  T  au  point  n  à  la  courbe  G,  Le  plan  tangent 
est  déterminé  par  ces  deux  droites. 

Si  la  directrice  courbe  C  était  la  base  ou  trace  horizontale  de  la  surface  cylin- 
drique, la  tangente  T  à  cette  base  ne  serait  autre  que  la  trace  H'  du  plan  tangent. 

235.  Problème  7.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  cylindrique  par  un  point 
situé  hors  de  la  surface. 

Soient  une  surface  cylindriqne  donnée  par  ses  deux  directrices  C  et  D,  et  un 
point  m  situé  hors  de  la  surface;  le  plan  tangent  devant  contenir  une  génératrice 
droite  G ,  si  par  le  point  m  on  mène  une  parallèle  A  à  cette  génératrice  G ,  elle 
sera  tout  entière  dans  le  plan  tangent  T,  mais  ce  plan  T  contient  en  outre  la  tan- 
gente €)  menée  à  la  directrice  courbe  C  au  point  où  cette  courbe  est  coupée  par  la 
génératrice  de  contact  G;  les  droites  A  et  6  situées  dans  un  même  plan  se  coupent, 
donc  la  droite  A  rencontre  la  surface  développable  lieu  des  tangentes  à  la  courbe  C  ; 
cherchant  ce  point  d'intersection  n ,  et  menant  par  le  point  n  la  tangente  0  à  la 
courbe  C ,  pais  la  génératrice  G  passant  par  le  point  de  contact  x  et  nous  aurons 
trois  droites  A ,  6 ,  G,  situées  dans  le  plan  tangent  T. 

Lorsque  la  courbe  C  est  plane ,  le  lieu  de  ses  tangentes  n'est  autre  que  son 
plan  P ,  et  le  point  n  est  alors  l'intersection  de  la  droite  A  et  du  plan  P.  Mais  si  la 
courbe  C  est  à  double  courbure ,    la  d^rmination  du  point  n  serait  très-com- 
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plîquée.  Dans  ce  cas ,  on  peut  couper  la  surface  cylindrique  par  un  plan  quel- 
conque P,  on  obtient  ainsi  une  courbe  plane  K  que  Ton  peut  prendre  pour  direc* 
trice  courbe  de  la  surface  ;  et  plus  simplement  encore  on  cherche  la  trace  horizon- 
tale ou  base  de  la  surface  cylindrique,  alors  le  point  n  est  la  trace  horizontale  de 
la  droite  A ,  et  la  tangente  0  devient  la  trace  horizontale  H*  du  plan. tangent  T. 

236.  Problème  8.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  cylindrique  parallèlement  à 
une  droite  donnée. 

Si  la  surface  cylindrique  est  donnée  par  une  directrice  à  double  courbure,  on 
la  coupera  par  un  plan  P  suivant  une  courbe  plane  C  ,  que  Ton  prendra  pour  di* 
rectrice  de  la  surface;  ou  mieux,  si  les  limites  de  la  feuille  de  dessin  le  permet- 
tent ,  on  construira  la  base  ou  trace  horizontale  de  la  surface  cylindrique  donnée. 
Gela  fait ,  si  par  un  point  m  quelconque  de  la  droite  donnée  A  on  conduit  une 
droite  B  parallèle  aux  génératrices  droites  du  cylindre ,  le  plan  Q  de  ces  deux 
droites  A  et  B  sera  parallèle  au  plan  tangent  T  demandé ,  car  il  contiendra  deux 
droites  parallèles  à  ce  plan  et  non  parallèles  entre  elles  ;  donc  son  intersection  I 
avec  le  plan  P  sera  parallèle  à  Tintersection  0  des  plans  P  et  T  ;  or  cette  dernière 
droite  0  doit  évidemment  être  tangente  à  la  directrice  C ,  donc  menant  à  la  courbe 
G  une  tangente  0  parallèle  à  I,  puis  menant  la  génératrice  droite  G  appartenant 
au  cylindre ,  laquelle  passe  par  le  point  de  contact ,  ces  deux  droites  0  et  G  déter- 
mineront le  plan  tangent  demandé  T. 

237.  Problème  9.  Mener  un  plan  tangent  commun  à  deux  surfaces  cylindriques 
ayant  une  même  directrice  droite.  Si  les  surfaces  cylindriques  sont  données  par  des 
directrices  courbes  à  double  courbure ,  ou  par  des  directrices  courbes  planes  non 
situées  dans  le  même  plan  ,  on  les  coupera  par  un  plan  P  suivant  des  courbes  G 
et  G',  que  Ton  prendra  pour  les  directrices  courbes  des  deux  surfaces;  ce  plan  P 
coupera  le  plan  tangent  T,  suivant  une  tangente  commune  aux  deux  courbes  G 
et  G'  ;  construisant  donc  cette  tangente  commune  0 ,  puis  les  deux  génératrices 
droites  G  et  G'  passant  respectivement  par  les  points  de  contact  de  0  avec  G  et  G', 
on  aura  trois  droites  0,  G  et  G'  situées  dans  le  plan  tangent  demandé  T. 

238.  Problème  10.  Construire  à  une  surface  cylindrique  un  plan  tangent  faisant 
un  angle  donné  avec  un  plan  donné  P.  Soit  donnée  la  surface  cylindrique  par  sa 
base  ou  trace  horizontale  B  et  par  sa  directrice  droite  D  ;  prenons  un  point  s  quel- 
conque pour  sommet  d'une  surface  conique  A  de  révolution  ,  *  dont  Taxe  soit  per* 
pendiculaire  au  plan  P  et  dont  les  génératrices  fassent  avec  ce  plan  Tangle  donné  «; 
par  le  sommet  s  menons  une  droite  K  parallèle  à  D ,  puis  par  cette  droite  E  un 
plan  Q  tangent  à  la  surface  conique  A  ;  ce  plan ,  sMl  n'est  pas  tangent  à  la  surface 
cylindrique ,  sera  parallèle  au  plan  tangent  demandé  T,  donc  H""  doit  être  parallèle 
à  H^  et  tangente  à  la  courbe  B.  On  voit  que  le  problème  sera  possible  chaque  fois 
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que  la  droite  K  ne  percera  pas  le  plan  P  en  dedans  do  cercle  y  base  de  la  sur- 
face conique  de  révolution ,  et  dans  ce  cas  il  y  aura  généralement  plusieurs 
solutions. 

939..  Problème  1 1 .  Construire  ut  plan  tangent  commun  à  deux  surfaces  coniques 
ayant  une  même  directrice  et  des  sommets  différents.  Soient  C  la  directrice  courbe 
gauche  et  commune  aux  deux  surfaces ,  s  eis^  les  deux  sommets  ;  le  plan  tangent 
passera  par  les  deux  sommets ,  et  par  conséquent  il  contiendra  la  droite  D  qui  les 
unit  ;  il  contient  en  outre  une  tangente  0  à  la  courbe  G  j  dont  on  trouve  le  point  n 
d'intersection  avec  D  en  cherchant  Tinterseclion  de  D  avec  la  surface  développable, 
lieu  des  tangentes  à  la  courbe  G.  Gette  construction  est  très-simple  quand  la  courbe 
G  est  plane  ;  dans  le  cas  contraire ,  on  peut  couper  les  surfaces  coniques  par  un 
plan  P,  suivant  des  courbes  K  et  K',  chercher  Tintersection  m  de  ce  plan  et  de  la 
droite  D  ,  et  menant  de  m  une  tangente  à  la  courbe  K  ^  on  est  assuré  qu'elle  est  en 
même  temps  tangente  à  K'  ;  cette  tangente  et  la  droite  D  déterminent  le  plan  tan- 
gent. Il  est  évident  que  le  problème  serait  impossible  si  le  point  m  était  intérieur  à 
Tune  des  courbes  K  ou  K'. 

240.  Problème  12.  Construire  un  plan  tangent  commun  à  deux  surfaces  cylindriques 
ayant  une  même  directrice  courbe.  Le  plan  tangent  devant  contenir  une  génératrice 
droite  de  chaque  surface  ^  si  par  un  point  quelconque  m  on  mène  des  droites  A  et 
A'  respectivement  parallèles  aux  génératrices  droites  des  deux  cylindres  donnés , 
puis  le  plan  P  déterminé  par  ces  droites  A  et  A',  le  plan  tangent  cherché  T  sera 
parallèle  au  plan  P  ;  on  coupera  donc  les  cylindres  et  le  plan  P  par  un  plan  Q  ; 
on  aura  sur  les  cylindres  les  courbes  K  et  K'  et  la  droite  I  sera  Tintersection  des 
deux  plans  P  et  Q  ;  on  mènera  aux  courbes  K  et  K'  une  tangente  G  commune ,  e 
comme  vérification  0  sera  parallèle  à  la  droite  I  ;  puis  on  mènera  les  génératrices 
droites  de  contact  6  et  6',  et  Ton  aura  trois  droites  du  plan  tangent  demandé  T, 
savoir  6 ,  6'  et  0. 

241 .  Problème  13.  Construire  un  plan  tangent  commun  à  une  surface  conique  et  à 
une  surface  cylindrique  ayant  même  directrice  courbe.  Ge  plan  doit  passer  par  le 
sommet  s  du  cône  et  contenir  une  droite  D  menée  par  ce  sommet  parallèlement 
aux  génératrices  droites  du  cylindre,  Ton  rentre  donc  dans  la  construction  d'un 
problème  déjà  résolu  (n*  228). 

Il  est  évident  que  Ton  devrait  effectuer  les  mêmes  constructions  si  l'on  donnait 
deux  surfaces  coniques ,  ou  deux  surfaces  cylindriques ,  ou  une  surface  conique  et 
une  surface  cylindrique  ^  qui  n'auraient  pas  de  directrice  courbe  commune  ,  mais 
dans  ce  cas  le  problème  est  généralement  impossible ,  excepté  dans  des  cas  parti- 
culiers ,  qu'il  serait  facile  de  concevoir,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire  (n^*  239 , 
240,241). 
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242.  Probité  4  4.  Meaer  des^  fions  UmgenU  parallèles  enire  eux ,  à  deux  surfaces 
coniques  de  sùmmels  différents.  Soient  s  et  s' les  aonuoets ,  B  et  B'  les  bases  oa  traces 
horizontales  des  deux  surfaces  coniques  ;  concevons  les  plans  tangents  T  et  T' con- 
struits et  supposons  que  le  c6ue  {s\  B')  se  meuve  parallèlement  à  lui-même  jus- 
qu'à  ce  que  son  sommet  s' vienne  cc^cider  avec  le  sommet  s  du  cône  (« ,  B)  ;  à  ce 
moment  les  plans  tangents  et  parallèles  entre  eux  T  et  T  coïncideront.  Si  donc 
nous  construisons  la  base  ou  trace  horizontale  B"  du  cône  {s\  B')  dans  sa  nouvelle 
position  9  ce  qui  se  fera  facilement  en  menant  par  le  sommet  s  des  parallèles  aux 
diverses  génératrices  de  ce  cône  j  il  restera  à  mener  un  plan  tangent  T  commun 
aux  deux  cônes  (« ,  B)  et  {sj  B")  qui  ont  un  même  sommet  (n**  228) ,  puis  à  me* 
ner  par  le  somo^t  s'  un  plan  T  parallèle  à  œ  plan  T. 

On  voit  qu'il  y  aura  autant  de  solutions  qu'il  existera  de  tangentes  communes 
aux  deux  bases  B  et  B''  ;  si  Tune  de  ces  courbes  est  enveloppée  par  l'autre ,  il  sera 
impossible  de  mener  des  plans  tangents ,  parallèles  t»itre  eux  y  aux  deux  surfaces 
coniques  (s ,  B)  et  (s\  li!) ,  à  moins  cepœdant  que  les  courbes  B  et  B"  ne  présen- 
tent des  parties  saillantes  et  des  parties  rentrantes ,  auquel  cas  elles  pourraient  en- 
core avoir  quelques  tangentes  communes. 

243.  Problème  45.  Mener  deux  plans  tangents  y  parallèles  entre  eux,  à  une  surface 
cmique  et  à  une  surjace  cylindrique.  Un  plan  tangent  T'  à  la  surface  cylindrique 
devant  contenir  une  génératrice  droite  de  c^te  surface^  si  par  le  sommet  s  de  la 
surface  coniqiie  on  mène  une  droite  D  parallèle  aux  génératrices  de  la  surface 
cylindrique ,  elle  doit  être  entièrement  située  dams  le  plan  tangent  T  qui  doit  être 
parallèle  à  T'  ;  on  est  donc  conduit  à  mener  par  cette  droite  D  un  plan  tangent  T 
à  la  surface  conique ,  puis  un  plan  T' tangrat  à  la  surfoee  cylindrique  et  parallè- 
lement au  plan  T  (n'  236). 

244.  PawLàifS  46.  Mener  des  pUms  tangents  ^  parallèles  enlre  eux^  à  deux  sur* 
faces  cylindriques.  Un  plan  tangent  T  à  la  première  surface  doit  contenir  une  géné- 
ratrice droite  G  de  cette  surface  ;  un  plan  tangent  T'  à  la  seconde  surface  doit  con- 
tenir une  génératrice  droite  G'  de  ostte  surface  ;  Â  dooe  par  un  point  quiconque 
m  de  l'espace  on  &it  passer  deux  droites  D  et  D'  respectivement  parallèles  à  ces 
génératrices  G  et  G'  et  un  plan  P  par  ces  deux  droites  D  et  D',  il  n'y  aura  plus 
qu'à  mener  des  plans  respectivement  tangents  aux  surfaces  proposées  et  qui  soient 
parallèles  à  ce  plan  P. 

24&.  PAOBLÉaiB  47.  Mener  une  normale  eomname  àdanx  swtfaees  camquesj  ou  à 
une  surface  conique  et  à  une  suffixe  cylmériqm  ,  on  enfin  à  deux  surfaces  cylindriques. 
Une  normale  à  une  surÊK»  en  un  point  m  de  cette  surface  est  perpendicalaire  an 
plan  tangent  à  la  svface  en  ce  point  ;  une  normale  commune  à  deux  surfaces  en 
des  points  m  et  n  respectivement  situés  sur  ces  surfaces ,  est  perpendiculaire  à  la 
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fois  aox  plans  tangents  menés  aux  deux  surfaces  en  ces  points  m  et  n ,  donc  ces 
plans  tangents  sont  parallèles  ;  pour  résoudre  le  problème  actuel ,  il  faut  donc  con- 
struire les  plans  tangente  ^  parallèles  entre  eux ,  aux  deux  surfaces  proposées 
(n**  242,  243  ,  244),  trouver  les  génératrices  droites  de  contact,  et  la  droite  qui 
mesure  la  plus  courte  dislance  de  ces  deux  génératrices  de  contact  (n*  1 37)  est  la 
normale  commune  demandée. 

245  bis.  Lorsque  nous  considérons  le  plan  tangent  T  à  une  surface  conique  (s,  C), 
dont  le  point  s  est  le  sommet  et  la  courbe  G  la  directrice ,  et  que  nous  disons  :  le 
plan  T  est  tangent  au  cône  suivant  une  génératrice  droite  G  de  la  surface,  nous  em- 
ployons une  expression  particulière  pour  abréger  le  discours  ;  car  si  nous  conce- 
vons la  droite  G ,  elle  coupe  la  courbe  C  en  un  point  m ,  et  si  en  ce  point  m  nous 
menons  la  tangente  O  à  la  courbe  G ,  le  plan  T  est  déterminé  par  les  droites  G  et  0  ; 
or  la  tangente  0  contient  les  deux  points  successifs  m  el  m'  de  la  courbe  G ,  dès 
lors  le  plan  T  contient  les  deux  génératrices  successives  G  et  G'  du  cône ,  la  pre- 
mière passant  par  le  point  m,  et  la  seconde  passant  par  le  point  tn,  de  telle  sorte 
qu'en  réalité  le  contact  n'est  pas  une  seule  droite  G  (entre  le  cône  et  son  plan 
tangent),  mais  bien  deux  droites  successives  G  et  G',  ou  en  d'autres  termes  l'élément 
superficiel  et  angulaire  compris  entre  les  deux  droites  successives  G  et  G'. 

Il  en  est  évidemment  de  même  pour  une  surface  cylindrique ,  son  plan  tangent 
contient  aussi  deux  de  ses  génératrices  droites  successives  ;  mais  pour  abréger  le 
discours ,  nous  disons  la  droite  de  contact  au  lieu  de  dire  l'élément  superfidel  com- 
mun au  cylindre  et  à  son  plan  tangent. 

Lorsque  deux  cônes  1  et  2'  ont  une  génératrice  commune  G ,  et  leurs  sommets 
s  et.  s  situés  sur  cette  droite  G ,  si  on  les  coupe  par  un  plan  P  on  obtient  deux 
courbes  G  et  G'  ayant  en  commun  le  point  m  en  lequel  la  droite  G  est  coupée  par  le 
plan  P. 

Si  les  deux  courbes  G  et  G'  se  croisent  au  point  m ,  les  deux  cônes  £  et  £'  s'en- 
trecoupent suivant  la  droite  G ,  mais  si  les  deux  courbes  G  et  G'  ont  une  tangente 
commune  0  au  point  m ,  alors  les  deux  cônes  S  et  £'  sont  tangents  l'un  à  l'autre 
suivant  la  droite  G,  c'est-à-dire  qu'ils  ont  un  plan  tangent  commun  T  déterminé 
par  les  droites  G  et  0. 

Mais  la  droite  0  ayant  en  commun  avec  les  courbes  G  et  G",  les  deux  points  suc- 
cessifs m  et  m'i  il  s'ensuit  que  le  plan  T  a  en  commun  avec  le  cône  £  les  deux 
droites  successives  («,  m)  ou  G  et  («,  m'),  et  que  le  plan  T  a  en  commun  avec  le 
cône  S' les  deux  droites  successives  («',  m)  ou  G  et  {s\  m'). 

De  sorte  que  l'élément  superficiel  de  contact  du  cône  £  et  de  son  plan  tan- 
gent T,  n'est  pas  le  même  que  Télément  superficiel  de  contact  du  cône  l!  et  de  ce 
même  plan  T;  en  d'autres  termes,  les  deux  cônes  £  et  £'  n'ont  pas  en  commun 

2*  PARTIE.  5 


—  34  — 

deux  géDératrices  droites  successives,  mais  seolement  en  commun  une  partie  des 
deux  éléments  superficiels  formant  leur  contact  avec  le  plan  T.  Tandis  que» 
lorsque  deux  cylindres  sont  en  contact  suivaut  une  génératrice  droite  G,  ils  ont 
toujoars  en  commun  deux  génératrices  successives  G  et  G'« 

On  pent  rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  entre  deux  cônes  et  deux  cylindres 
tangents  entre  eux  suivant  une  génératrice  droite ,  de  la  manière  suivante  : 

V  Un  plan  peut  être  engendré  par  une  droite  passant  par  un  point  fixe,  et  s*ap- 
puyant  dans  son  mouvement  sur  une  droite;  dans  ce  cas  le  [dan  a  le  même  mode 
de  généra tion  que  le  cône. 

i!"  Un  plan  peut  être  engendré  par  une  droite  se  mouvant  parallèlement  à  elle- 
même  en  s'appuyant  sur  une  droite;  dans  ce  cas,  le  plan  a  le  même  mode  de 
génération  que  le  cylindre. 

Or,  lorsque  Ton  considère  on  cône  et  son  plan  tangent  suivant  la  génératrice  G, 
QB.  peut  supposer  le  plan  engendré  par  la  droite  G  passant  par  le  sommet  s  du 
càae,  €&  se  mouvant  sur  la  tangente  @  à  la  directrice  courba  G  de  ce  cône;  les 
éeax  surfiM^es,  cône  et  plan,  ont  donc  le  même  mode  de  génération* 

Maïs  si  Ton  a  deux  câaes  £  et  £'  tangents  entre  eux  suivant  une  droite  G ,  et 
ayant  des  sommets  différents  s  et  s'  situés  sur  le  plan  T  tangent  au  cône  H  sui- 
vant G ,  ce  plan  T  devra  être  considéré  comme  engendré  par  la  droite  G ,  s'appuyant 
anr  la  tangente  0  à  la  coorbe  G  en  passant  toujours  par  le  point  «,  et  ce  même 
plan  T  comme  tangent  au  cône  £'  devra  être  considéré  comme  engendré  par 
la  même  droite  G  s'appuyant  sur  la  même  droite  O  tangente  à  la  courbe  G' 
(prâqoe  les  courbes  G  et  C'  sont  par  hypothèse  tangentes  Tune  à  F  autre), 
osais  en  passant  constamment  non  pkis  par  le  sommet  «,  mais  au  contraire  par  le 
somme!  s\ 

En  sorte  que  le  plan  T  n'a  pins  le  même  mode  de  génération  lorsqu'on  le  consi- 
dère comme  tangent  d'abord  am  cône  S  et  ensuite  au  cône  S'. 

Les  éléments  superficie!»  de  contact  ne  sont  identiquement  les  mêmes  que 
pour  deux  surfaces  ayant  identiquement  le  même  mode  de  génération,  ainsi 
pour  deux  cônes  ayant  nuème  soounet  ou  deux  cylindres  ayant  leurs  génératrices 
droites  parallèles  (*). 


(♦)  Voyez  dans  le  chapitre  VII  de  l'ouvrage  ayant  pour  titre  :  Développements  de  géométrie 
descriptive ,  les  paragraphes  d^nB  lesquels  j'ai  exposé  les  divers* modes  de  géfiération  ées  surfaces. 
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CHAPITRE  IIL 


DES    SURFACES  ENVELOPPES. 


246.  Une  surface  S  est  en  général  engendrée  par  le  mouvement  continu  d'une 
ligne  G  droite  ou  courbe  (n**  202)  ;  elle  est  alors  dite  le  lieu  géométrique  des  posi- 
tions successives  occupées  dans  l'espace  par  la  ligne  mobile  G ,  et  cette  ligne  est 
dite  génératrice  de  la  surface  S.  La  génératrice  y  dans  son  mouvement ,  quitte  Tune 
de  ses  positkms  G  pour  venir  instantanément  en  occuper  une  autre  G',  de  sorte 
qu'en  vertu  de  la  loi  de  son  mouvement  ou  du  mode  de  génération  de  la  sur- 
face H,  il  est  impossible  de  placer  sur  cette  surfece  une  position  de  la  génératrice 
entre  les  deux  G  et  G',  ces  deux  génératrices  sont  dites ,  par  cette  raison ,  générar 
trices  successives  ^  elles  comprennent  entre  elles  une  portion  de  la  surface  S  qui  est 
infiniment  petite  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  génératrice  G.  La  surface  se 
trouverait  ainsi  décomposée  en  une  infinité  d'éléments  superficiels  infiniment  petits 
dans  un  sens.  Mais  en  changeant  le  mode  de  génération  de  la  surface,  ou ,  ce  qui 
revient  au  même ,  la  loi  du  mouvement  de  sa  génératrice ,  la  surface  se  trouvera 
décomposée  en  un  autre  système  d'éléments  superficiels  dont  chacun  sera  égale- 
ment compris  par  deux  positions  successives  de  la  génératrice  dans  ce  nouveau 
mode  de  génération. 

247.  Au  lieu  d'engendrer  ainsi  la  surface  par  le  mouvement  d^une  ligne  géomé- 
trique, on  peut  concevoir  une  surface  S  se  mouvant  également  d'une  manière  con- 
tinue, de  sorte  que  cette  surface  quittera  l'une  de  ses  positions  S  pour  venir 
instantanément  en  occuper  une  autre  S',  de  sorte  que  S  et  S'  sont  deux  positions 
successives  de  la  suiface  mobile ,  puisqu'on  vertu  de  la  loi  de  son  moTïvement  il 
n'y  a  pas  de  position  de  cette  surface  comprise  entre  les  deux  S  et  S'.  Si  nous  con- 
sidérons S  et  S' ,  non  plus  comme  deux  positions  différentes  d'une  surface  mobile , 
mffls  bien  commte  étant  deux  surfaces  distinctes ,  qui  peuvent  être  ou  n'être  pas 
itientiques,  ces  deux  surfaces  se  couperont  suivant  mie  ligne  €•  Cotwîdérant  une 
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troisième  position  S'"  de  la  surface  mobile,  les  surfaces  S'  et  S"  se  couperont  suivant 
une  courbe  C;  en  continuant  de  la  même  manière  on  déterminera  une  sériede  courbes 

C,  C,  C" Je  dis  que  deux  de  ces  courbes  C  et  C  consécutives  sont  telles 

qu'on  ne  peut  pas  entre  elles  en  placer  une  troisième  en  vertu  de  la  loi  par  laquelle 
elles  ont  été  produites;  en  effet  cette  troisième  courbe  C, ,  si  elle  existait,  ne  pour- 
rait provenir  que  de  Tintersection  de  Tune  des  surfaces  S,  S',  S"  avec  une  surface 
comprise  entre  S  et  S',  ou  entre  S'  et  S",  ce  qui  est  impossible ,  en  vertu  de  la  loi 
du  mouvement  de  la  surface  S ,  donc  cette  courbe  G^.  n'existe  pas.  On  voit  dès  lors 

que  C,  C,  C" peuvent  être  considérées  comme  les  positions  successives  d'une 

courbe  G,  qui  par  son  mouvement  engendre  une  surface  £.  Gette  surface  serait 
le  lieu  géométrique  des  positions  de  la  génératrice  G  j  mais  comme  ce  mode  de 
génération  n'est  obtenu  qu'à  posteriori,  et  que  la  surface  S  est  réellement  engen*- 
drée  par  le  mouvement  de  la  surface  S ,  on  dit  que  cette  surface  £  est  Venveloppe  des 
positions  successivement  occupées  dans  l'espace  par  la  surface  mobile  S ,  et  les 
surfaces  S,  S',  S''....  qui  ne  sont  que  la  surface  S  à  divers  instants  de  son  mouve- 
ment, sont  dites  les  enveloppées  de  la  surface  S.  Les  enveloppées  successives  se 

coupent  suivant  les  courbes  G,  G',  G" que  l'on  nomme  caractéristiques  de  la 

surface  enveloppe  S.  Enfin  les  caractéristiques  successives  se  coupent  en  des  points 
évidemment  successifs  en  vertu  de  la  loi  qui  les  détermine ,  et  forment ,  par  con- 
séquent, une  couche  F,  qui  est  Varête  de  rebroussement  de  la  surface  S  (n*  212), 
et  à  laquelle  toutes  les  caractéristiques  sont  tangentes. 

248.  Venveloppe  £  est  tangente  à  une  enveloppée  quelconque  S' en  tous  les  points  de 
la  caractéristique  G ,  intersection  de  cette  enveloppée  &  et  de  l'enveloppée  précédente  S. 
En  effet  la  caractéristique  G  intersection  de  S  et  S',  et  la  caractéristique  G'  inter- 
section de  S'  et  S",  sont  deux  courbes  situées  à  la  fois  sur  les  deux  surfaces  S 
et  S'  ;  si  par  un  point  m  quelconque  de  G ,  on  fait  passer  un  plan  sécant  P,  ce 
plan  coupera  G'  en  un  point  rn  infiniment  voisin  de  m  et  les  deux  points  m  et  m' 
seront  deux  points  successifs  communs  à  la  courbe  K  intersection  du  plan  P  et 
de  l'enveloppe  E ,  et  à  la  courbe  K'  intersection  du  plan  P  et  de  l'enveloppée  S', 
de  sorte  que  ces  deux  courbes  E  et  E'  auront  même  tangente  0  au  point  m.  Gela 
posé ,  le  plan  tangent  en  m  à  l'enveloppe  £  est  déterminé  par  les  tangentes  T  et  0 
aux  courbes  tracées  G  et  E  sur  cette  surface,  le  plan  tangent  en  m  à  l'envelop- 
pée S' est  déterminé  par  les  tangentes  T  et  0  aux  courbes  G  et  E'  tracées  sur  cette 
surface  ;  donc  le  plan  de  ces  deux  droites  T  et  0  est  tangent  à  la  fois  à  l'enve- 
loppe S  et  à  l'enveloppée  S'  ;  il  en  serait  de  même  pour  tout  autre  point  de  la 
caractéristique  G ,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

11  résulte  de  ce  théorème  que  si  Ton  veut  mener  un  plan  tangent  à  une  surface 
que  l'on  puisse  considérer  comme  l'enveloppée  d'une  autre  surface  à  laquelle  on 
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sache  déjà  meoer  le  plan  tangent,  on  remplacera  la  sur&ice  proposée  par  son  en- 
veloppée et  Ton  mènera  le  plan  tangent  à  cette  dernière  surface. 

249.  L'on  peut  considérer  deux  modes  principaux  de  mouvement,  soit  de  la 
génératrice ,  soit  de  Tenveloppée  qui  engendre  la  surface  £. 

1  "^  La  génératrice  courbe  6  peut  conserver  identiquement  la  même  forme ,  et 
se  mouvoir  parallèlement  à  elle-même  de  manière  que  Tun  de  ses  points  m  par- 
coure une  courbe  donnée  D,  que  Ton  nommera  la  directrice  du  mouvement. 
Par  ces  mots  se  mouvoir  parallèlement  à  elle-même  on  doit  entendre  que  dans 
un  instant  infiniment  petit,  chaque  point  de  la  courbe  6  décrit  une  ligne  droite 
infiniment  petite,  les  lignes  étant  toutes  égales  entre  elles  et  leurs  directions  pa- 
rallèles; ainsi  le  point  m  décrit  Télément  rectiligne  infiniment  petit  mm  de  la 
courbe  D;  il  en  sera  de  même  de  tous  les  autres  pointe  de  la  courbe  généra- 
trice G;  en  continuant  à  faire  mouvoir  celte  génératrice,  on  trouvera  que  tous  ses 
points  décrivent  des  courbes  identiques  à  la  directrice  D.  En  passant  de  la  posi- 
tion G  à  la  position  successive  G',  tous  les  points  de  la  génératrice  G  ont  décrit 
des  droites  égales  et  parallèles,  qui  prolongées  forment  une  surface  cylindrique; 
de  même  en  passant  de  la  position  G'  à  la  position  G",  tous  les  points  de  la  généra- 
trice décrivent  des  droites  égales,  qui  prolongées  forment  une  seconde  surface  cy- 
lindrique ,  qui  peut  n*être  pas  ideutiq  ue  à  la  précédente ,  car  les  éléments  mm' 
et  m'm"  de  la  directrice  D  peuvent  fort  bien  n'être  pas  également  inclinés  sur  G 
et  G';  de  sorte  qu'après  avoir  superposé  ces  deux  courbes,  les  génératrices  des 
deux  surfaces  cylindriques  ne  coïncideraient  pas,  mais  la  surface  cylindrique  cor- 
respondant à  une  position  quelconque  G'  de  la  génératrice  G  sera  déterminée  par 
cette  courbe  G'  et  la  tangente  D  an  point  m',  position  actuellement  occupée  par  le 
point  m.  Toutes  les  surfaces  cylindriques  ainsi  formées  se  coupent  successivement 
suivant  les  diverses  génératrices  G',  G", elles  sont  les  enveloppées  de  la  sur- 
face £,  que  Ton  pourrait  par  conséquent  engendrer  par  une  surface  cylindrique  se 
mouvant  de  manière  à  ce  que  ses  génératrices  soient  parallèles  successivement  aux 
tangentes  de  la  directrice  D ,  et  que  toutes  ses  caractéristiques  soient  des  courbes 
identiques  et  parallèles.  Au  lieu  de  considérer  ces  surfaces  cylindriques  on  pour- 
rait prendre  des  enveloppées  de  toute  autre  nature,  pourvu  qu'elles  satisfassent 
aux  mêmes  conditions ,  mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que  toute  surface  ne 
peut  pas  être  prise  comme  génératrice  d'une  surface  donnée,  tout  en  lui  assignant 
une  loi  de  mouvement  convenable ,  car  il  faut  que  les  courbes  intersections  des 
enveloppées  puissent  être  placées  sur  la  surface  enveloppe. 

3*  La  génératrice  G  peut  rester  semblable  à  elle-même  et  se  mouvoir  de  manière 
que  deux  génératrices  successives  soient  semblablement  placées  ^itre  elles,  un 
lK>int  m  de  la  courbe  G  parcourant  une  courbe  directrice  donnée  D,  Deux  généra  • 
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triées  sBccêBsives  6  6t  G"  étant  èextx  coirrbes  semblables  et  semblablement  placées 
déterminent  une  surface  conique  comme  nous  te  rerrons  pins  loin  {Théorie  de  h, 
sifniikude)  y  dont  le  sommet  serait  à  fintersection  de  la  tangente  menée  en  m  à  D  et 
de  la  tangente  menée  en  n  à  une  autre  courbe  D'  décrite  par  un  second  point  ft 
de  G.  De  même  G'  et  G"  déterminent  une  autre  surface  conique  ayant  son  sommet  à 
rintersection  des  tangentes  en  m' et  en  n'  aux  courbes  D  et  D',  et  ainsi  de  suite.  On 
voit  donc  qu'on  peut  toujours  se  donner  les  deux  directrices  D  et  D'  servant  à 
diriger  le  mouvement  de  la  génératrice  courbe  G ,  avec  la  condition  que  cette 
cowrbe  génératrice  G  reste  semblable  à  elle-même  et  que  la  surface  S  sera  complè- 
tement déterminée ,  si  les  courbes  D  et  D'  satisfont  à  la  condition  de  pouvoir  être 
situées  sur  une  même  surface  cylindrique.  Les  surfaces  coniques  que  nous  venons 
de  considérer  sont  encore  les  enveloppées  de  la  surface  1 ,  et  dans  ce  mode  de  gé- 
nération les  courbes  6,  G',  G", •  en  sont  les  caractéristiques.  Dans  ce  cas 

encore  l'on  peut  substituer  aux  surfaces  coniques  d'autres  enveloppées,  pourvu 
qu'elles  satisfassent  à  te  condition  de  se  couper  suivant  des  courbes  que  l'on 
puisse  placer  sur  la  surface  enveloppe  S  (*). 
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CHAPITRE  IV. 


DBS     6URFàGE.S     DE     nÉrVOLimOll. 


Constmciion  du  plan  tangent. 

aSO.  Une  mapce  de  révolution  est  une  snrfoce  engendrée  par  une  ligne  quel- 
conque à  simple  ou  à  double  courbure  {plane  ou  gauche) ,  toornant  atrtour  d^une 
droite  qu'on  nomme  axe  de  raiaikm  ou  axe  de  révolution  de  la  surface. 


«■W^i^Oi^^Mfr  .MaM««^_^BA<^l^ritaMM.«^HMM^Na** 


*)  Voyez  oaDS  l'ouvrage  qui  a  pour  titre  :  Développements  de  géométrie  descriptive^  le  chapitre  Vil 
\etu\et4  tftfi  traite  Uei  iftfMmera  petits  en  géométrie  descriptive. 
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Dans  cette  rotatioa  cha(;iue  pomt  à»  la  ligoe  mobile  décrit  une  circonférence  de 
cercle,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  Taxe  et  dont  le  centre  est  sur  Vaxe 
même,  de  sorte  que  Tod  peut  considérer  comme  caractère  distinctif  des  surfaces 
de  révolution  d'être  coupées  suivant  des  cercles  pai'  des  plans  perpendiculaires  à 
Taxe  qui  est  le  lieu  des  centres  de  tous  ces  cercles. 

Parmi  les  surfaces  de  révolution ,  il  faut  remarqtier  :  4""  /a  surface  conique  engen- 
drée par  le  mouvement  d'une  droite  qui  rencontre  l'axe;  2''  la  surface  cylindrique 
engendrée  par  une  droite  parallèle  à  l'axe;  S""  Ut  surface  sphérique  engendrée  par 
une  circonférence  de  cercle  tournant  autour  d'un  de  ses  diamètres;  1°  enfin  nous 
aurons  à  étudier  avec  détail  la  surface  engendrée  par  une  droite  tournant  autour 
d'un  axe  non  situé  dans  un  même  plan  avec  elle  ;.  on  la  détigae  sous  le  nom  de 
surface  gauche  de  révolution ,  ou  sous  celui  d' hifperbabïde  de  réviolutàon  à  une  nappe. 

La  ligne  quelconque ,  qui  par  son  mouvement  autour  d'un  axe.  engendre  une 
surface  de  révolution ,  est  dite  générairiee  de  la  surface^ 

Tout  plan  conduit  par  Taxe  de  la  surface  porte  le  nom  de  plan  méridien ,  et  la 
courbe  intersection  de  la  surface  par  ce  plan  est  dite  courbe  méridienne.  Il  est  évi- 
dent que  toutes  les  méridieunes  sont  égales ,  car  on  peut  les  prendre  pour  généra- 
trices de  la  surface,  et  alors  daix  méridiennes  ne  seront  que  deux  positions  diffé- 
rentes d'une  même  génératrice. 

Les  cercles ,  intersections  d'une  surface  de  révolution  par  des  plans  perpendi- 
culaires à  Taxe,  sont  dits  les  parallèles  de  la  surface.  Les  parallèles  d'une  surface 
de  révolution  ne  sont  pas  égaux  entre  eux ,  excepté  pour  la  surface  cylindrii}ue 
de  révolution. 

251 .  Par  un  point  m  quelconque  d'une  surface  de  révolution  S  passent  tou- 
jours une  méridienne  et  un  parallèle,  si  l'on  mène  des  tangentes  à  ces  deux 
courbes ,  elles  seront  dans  un  même  plan ,  qui  est  le  plan  tangent  à  la  surface  £ 
au  point  t?u 

Le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  de  cou" 
tacU  En  effet  soient  A  (/gr.  4  78)  l'axe  et  M  la  méridienne  d'une  surface  de  révo- 
lution 9  considérant  un  point  m  de  la  courbe  M  et  le  parallèle  G  qui  passe  par  ce 
point,  le  plan  tangent  en  m  contiendra  la  tangente  T  à  la  méridienne  M  et  la  tan- 
gente 0  au  parallèle  G  ;  les  plans  du  parallèle  G  et  de  la  méridienne  M  sont  per- 
pendiculaires entre  eux,  donc  la  tangente  0  qui  est  perpendiculaire  à  l'intersec- 
tion de  ces  deux  plans  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  méridien  \  il  en  est  donc 
de  même  du  plan  tangent. 

352.  La  tangente  T  étant  dans  le  plan  méridien  rencontre  Vaxe  A  en  un  point  s , 
ei  m  l'on  suppose  que  cette  tangente  T  tourne  autour  de  l'axe  A  en  même  temps 
<|Qe  la  méridienne  M ,  elle  engendrera  un  cône  de  révolution  A  ^  ayant  avec  la  sur- 
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face  £  (engendrée  par  la  courbe  M)  le  parallèle  C  de  commun ,  je  dis  que  ces  deux 
surfaces  A  et  2  sont  tangentes  tout  le  long  de  ce  parallèle.  En  effet  pour  un  autre 
point  quelconque  n  de  ce  parallèle  G,  le  plan  tangent  à  la  surface  de  révolution  £ 
contiendra  la  tangente  6'  au  parallèle  G  et  la  tangente  à  la  méridienne  M'  passant 
par  ce  point  n,  tangente  qui  ne  sera  autre  que  la  position  T'  qu'est  venue  prendre 
la  droite  T,  en  passant  du  point  m  au  point  n;  or,  ces  deux  droites  Q'  et  T' 
déterminent  aussi  le  plan  tangent  à  la  surface  conique  pour  le  point  n;  les 
deux  surfaces  A  et  £  sont  donc  tangentes  en  n,  et  par  suite  en  tous  les  points  du 
parallèle  C. 

253.  Si  par  le  point  m  on  mène  une  normale  N  à  la  surface  £,  elle  sera  dans  le 
plan  méridien  (n*  247),  elle  rencontrera  donc  Taxe  Â  en  un  point  s\  qui  sera  le 
sommet  d'une  surface  conique  de  révolution  ayant  le  parallèle  G  de  commun  avec 
la  surface  engendrée  par  la  courbe  M;  il  est  évident  que  toute  autre  position  N' 
de  cette  droite  N  sera  encore  normale  à  la  surface  S ,  Ton  dit  par  cette  raison  que 
la  surface  conique  engendrée  par  la  normale  N  est  normale  à  la  surface  engendrée 
par  la  courbe  méridienne  M  et  qu'elle  lui  est  normale  en  tons  les  points  du 
parallèle  C. 

254.  Une  surface  de  révolution  admet  six  modes  différents  de  génération ,  que 
Ton  peut  classer  en  deux  séries  de  la  manière  suivante  :  1  "^  Trois  modes  par  le 
mouvement  continu  d'ane  ligne j  dont  la  surface  de  révolution  sera  le  lieu  géomé- 
trique,  et  trois  modes  par  le  mouvement  continu  d'une  surface  y  dont  la  surface 
de  révolution  serait  l'enveloppe  ;  2*  trois  modes  par  le  mouvement  de  rotation 
d'une  courbe  ou  d*one  surface  autour  de  Taxe,  et  trois  modes  par  le  mouvement 
de  transtalion  d'une  courbe  ou  d'une  surface  le  long  de  l'axe. 

Premier  mode.  Une  ligne  quelconque  à  simple  ou  à  double  courbure  tournant 
autour  de  l'axe  engendre  la  surface  de  révolution;  on  lui  donne  le  nom  de  géné- 
ratrice de  la  surface.  Il  est  évident  que  pour  engendrer  une  surface  donnée ,  on 
pourra  prendre  une  courbe  quelconque  tracée  sur  cette  surface,  pourvu  tou- 
tefois que  cette  courbe  rencontre  tous  les  parallèles  de  la  surface,  lesquels 
doivent  être  reproduits  par  la  rotation  des  divers  points  de  la  génératrice  autour 
de  l'axe. 

Deuxième  mode.  La  génératrice  peut  être  une  ligne  plane  située  dans  un  même 
plan  avec  Taxe,  c'est-ànlire  une  méridienne  de  la  surface  de  révolution. 

Troisième  mode.  On  peut  encore  engendrer  la  surface  par  sa  méridienne,  en  ne 
la  donnant  pas  directement  comme  dans  le  mode  précédent,  mais  en  la  faisant 
naître  par  l'intersection  de  deux  surfaces.  En  effet  par  tous  les  points  d'une  méri- 
dienne M  concevons  des  perpendiculaires  à  son  plan,  elles  seront  toutes  parallèles 
entre  elles  et  formeront  une  surface  cylindrique  S,  mais  chaque  génératrice 
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droite  G  de  cette  surface  cylindrique  sera  tangente  à  un  parallèle  P  et  au  point  x 
de  ce  parallèle  en  lequel  il  est  coupé  par  la  méridienne  M ,  donc  cette  génératrice  G 
passe  par  le  point  a!  successif  de  x ,  les  points  x  et  a:'  appartenant  au  parallèle  P  ; 
mais  la  série  des  points  a;'  ainsi  obtenus  forme  évidemment  une  méridienne  M'  suc- 
cessive de  M,  laquelle  est  également  contenue  tout  entière  sur  la  surface  cylin- 
drique S.  Si  maintenant  on  opère  par  rapport  à  la  méridienne  M' comme  on  vient 
de  le  faire  par  rapport  à  la  méridienne  M ,  c'est-à-dire,  si  par  tous  les  points  de  M' 
on  élève  des  perpendiculaires  à  son  plan ,  ces  perpendiculaires  forment  une  sur- 
face cylindrique  S'  identique  à  la  précédente  S  et  sur  laquelle  seront  deux  méri- 
diennes successives  M'  et  M",  les  deux  surfaces  cylindriques  S  et  S'  se  coupent 
donc  suivant  la  méridienne  M'.  En  construisant  une  troisième  surface  cylin- 
drique S"  sur  M",  cette  nouvelle  surface  coupera  la  précédente  2'  suivant  la  méri- 
dienne M'',  et  ainsi  de  suite.  Or  toutes  les  surfaces  cylindriques  ainsi  construites 
étant  identiques ,  on  voit  que  si ,  après  avoir  construit  Tune  d'elles ,  on  la  fait 
tourner  autour  de  l'axe,  elle  occupera  une  série  de  positions  telles  que  deux 
positions  successives  se  couperont  toujours  suivant  une  méridienne  de  la  surface 
de  révolution ,  et  par  conséquent  cette  surface  de  révolution  sera  l'enveloppe  des 
positions  successives  occupées  par  la  surface  cylindrique  mobile. 

Quatrième  mode.  Si  l'on  fait  mouvoir  un  cercle  de  manière  que  son  cenlr^  par- 
coure Taxe,  que  son  plan  reste  perpendiculaire  à  cet  axe  et  que  son  rayon  varie 
comme  les  ordonnées  de  la  méridienne  rapportée  à  l'axe,  dans  chacune  de  ses 
positions  il  représentera  un  parallèle  de  la  surface  de  révolution  et  par  conséquent 
ce  cercle  mobile  engendrera  la  surface  de  révolution. 

Gnquième  mode.  Au  lieu  de  se  donner  ainsi  les  divers  parallèles  on  peut  les  en- 
gendrer par  dés  intersections  successives  de  surfaces.  Si  par  exemple  en  un  point  m 
de  la  méridienne  M  on  mène  la  tangente  T  à  cette  méridienne  (fig.  178)  elle  rencon- 
trera l'axe  en  un  point  s  sommet  d'un  cône  de  révolution  A  ayant  pour  généra- 
trice T,  mais  cette  tangente  T  contient  les  deux  points  successifs  m  et  m'  de  M , 
lesquels  décriront  deux  parallèles  successifs  G  et  G'  communs  à  la  surface  de  révo- 
lution et  à  la  surface  conique  A  (la  figure  ne  montre  que  le  parallèle  G  décrit  par  le 
point  m)  ;  si  maintenant  on  mène  la  tangente'  T'  à  la  courbe  M  au  point  m',  elle 
passera  aussi  par  le  point  suivant  m"  et  elle  sera  la  génératrice  droite  d'une  sur- 
face conique  A'  ayant  deux  parallèles  G'  et  G"  communs  avec  la  surface  de  révolu- 
tion; ces  deux  surfaces  coniques  A  et  A'  se  coupent  précisément  suivant  le  paral- 
lèle G'  de  la  surface  de  révolution;  une  troisième  surface  conique  A",  successive 
de  A'  et  construite  de  la  même  manière,  couperait  la  seconde  surface  coniane  A' 
suivant  le  parallèle  G",  et  ainsi  de  suite.  Donc  en  faisant  mouvoir  dans  t'espace  une 
surface  conique  de  révolution  de  telle  manière  qu'elle  ait  toujours  pour  axe  la 
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droite  A  et  que  l'une  de  ses  génératrices  droites  soit  toujours  tangente  à  la  méri- 
dienne M  9  les  intersections  de  ses  positions  successives  engendreront  la  surface  de 
révolution. 

Sixième  mode.  Si  au  point  m  de  la  noéridienne  M ,  on  mène  une  normale ,  elle  ira 
rencontrer  Taxe  A  en  un  point  «',  et  si  de  ce  point  comme  centre  et  avec  s  m  pour 
rayon,  on  décrit  un  cercle  K  {que  nous  n'avons  pas  tracé  sur  la  figure)  ce  cercle 
sera  situé  dans  le  plan  méridien  donnant  la  méridienne  M  et  sera  tangent  à  cette 
courbe  M.  Il  contiendra  par  conséquent  le  point  m  et  le  point  successif  m  de  cette 
courbe  M,  et  en  tournant  autour  de  Taxe  A,  ce  cercle  K  engendrera  une  sphère  II 
ayant  en  commun  avec  la  suiface  de  révolution  engendrée  par  M  les  deux  paral- 
lèles G  et  C  décrits  par  les  points  m  et  ni.  En  opérant  de  même  par  rapport  au 
point  m'y  c'est-à-dire  élevant  une  normale  par  ce  point  m'  à  la  courbe  M,  laquelle 
normale  ira  rencontrer  Taxe  A^en  un  poin  W  qui  sera  le  centre  d'une  seconde 
sphère  II'  ayant  en  commun  avec  la  surface  de  révolution  les  parallèles  Cet  G", 
de  sorte  que  les  deux  sphères  n  et  n'  se  couperont  suivant  le  parallèle  G' j  une  troi- 
sième sphère  II"  construite  de  la  même  manière  coupera  la  seconde  sphère  n'  sui- 
vant le  parallèle  G",  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  la  surface  de  révolution  peut 
être  considérée  comme  le  lieu  des  intersections  successives  d'une  sphère  mobile 
dont  le  centœ  parcourt  Taxe  A  et  dont  le  rayon  est  toujours  égal  à  la  normale 
abaissée  des  divers  points  de  Taxe  sur  la  méridienne  M. 

25 S.  Problèmb  i.  Étant  donnée  une  des  deux  projections  d'un  point  dune  surface 
de  révolution  j  trouver  ia  seconde  projection  de  ce  point.  Par  des  changements  de 
plans ,  on  peut  toujours  se  ramener  au  cas  où  Taxe  de  la  surface  est  vertical  et  où 
le  plan  vertical  de  projection  est  parallèle  au  plan  de  la  méridienne  donnée 
(lorsque  la  surface  est  donnée  par  une  méridienne) . 

Gela  posé  : 

\  ""  Soit  la  surface  donnée  par  l'axe  vertical  A  {^fig.  1 79)  et  par  la  méridienne  G 
située  dans  le  plan  méridien  M  parallèle  au  plan  vertical  de  projection. 

Gonnaissant  la  projection  ni"  d'un  point  m  de  la  surface,  pour  trouver  sa  projec- 
tion verticale  nC  remarquons  que  par  ce  point  m  passe  un  parallèle  A  dont  le 
rayon  R  est  donné  en  véxitable  grandeur  par  A^m'^j  ce  parallèle  A  raicontre  la  mé- 
ridienne  G  en  un  point  n ,  dont  la  projection  n^  est  à  l'intersection  de  A'^  et  de  G^, 
OQ  en  conclut  »^,  par  suite  A^  et  enfin  m*'.  Si  l'on  donnait  m*',  on  tracerait  la 
droite  A*"  parallèle  à  la  ligne  de  terre  LT  et  rencontrant  G''  en  n%  on  en  déduirait  n'^, 
par  suite  A'^  et  enfin  nJ".  Il  est  évident  qu'à  la  même  projection  m^  ou  m"  peuvent 
correspondre  plusieurs  projections  nf  ou  m^  différentes,  car  dans  la  figure  1 78,  par 
exemple,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  n*  sur  LT  rencontre  G"  en  deux  points, 
que  l'on  peut  prendre  inditféremment  pour  n*';  on  aurait  donc  deux  droites,  représen^ 
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tant  rooe  oa  Tautre  A'^,  et  enfin  on  aurait  deux  point»  qui  seraient  également  m*" 
et  il  est  évident  que  Ton  pourrait  avoir  sur  la  surface  de  révolution  un  plus  grand 
nombre  de  points,  ayant  tous  la  même  projection  horizontale  tn^.  Si  Ton  donne  m* 
la  droite  A*'  peut  rencontrer  C**  en  plusieurs  points  qui  tous  étant  projetés  rar  C  fe« 
ront  connaître  les  rayons  d'autant  de  parallèles  sur  lesquels  on  peut  supposer  que 
le  point  m  se  trouve  situé;  ^isuite,  ayant ,  pour  chacun  de  ces  parallèles,  con- 
struit la  projection  horizontale  A^^  la  perpendiculaire  abaissée  de  m^  sur  LI  ren- 
contrera cette  projection  A'^  en  deux  points  syméfariquement  placés  par  rapport 
à  H''  ;  le  plan  M  étant  vertical  ^  il  en  résulte  que  les  deux  pQuitft  du  parallèle  A  qui 
se  projettent  au  même  point  nf  sont  symétriquement  placés  par  rapport  à  ce  plan 
méridien  ;  donc  le  plan  méridien  parallèle  au  plan  vertical  divise  la  surface  de  ré- 
volution en  deux  parties  symétriques ,  et  comme  tout  plan  méridien  peut  être 
amené  dans  cette  position  par  un  changement  de  plan  vertical  de  projectiou,  nous 
pouvons  énoncer  cette  propriété  générale  :  Tout  plan  méridien  dvne  surface  de  ré- 
volution divise  la  surface  en  deux  parties  symétriques. 

Il  en  résulte  aussi  qu'un  plan  méridien  divise  en  deux  parties  égaler  toutes  les 
cordes  de  la  surface  qui  lui  sont  perpendiculaires.  Et  si  Ton  remarque  que  les  di- 
rections de  ces  cordes  sont  aussi  perpendiculaires  à  la  direction  de  Vame  de  révo* 
lution  y  on  pourra  énoncer  le  théorème  précédent  de  la  manière  suivante  :  les  nû- 
lieux  de  tout  loi  système  de  cordes  parallèles  entre  elles  et  dirigées  perpendiculairement 
à  l'axe  de  révolution ,  sont  sur  tui  plan  méridien  de  la  surface  de  révoluti<m. 

%""  Soit  la  surface  donnée  par  Taxe  vertical  A  (^fj^.  480)  et  une  génératrice 
quelconque  C  non  située  dans  un  plan  méridien. 

Connaissant  la  projectioa  ni^  d'un  point  m  de  la  surface ,  on  en  conclura  la  pro- 
jection m."  en  remarquant  que  ce  point  est  situé  sur  un  parallèle  A,  rencontrant  la 
courbe  G  en  un  point  ».  Les  constructions  se  lisent  facilement  sur  la  figure.  On  voit 
de  même  comment  de  m"  on  conclura  m^. 

Dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent,  à  la  même  projection  horizontale 
peuvent  correspondre  plusieurs  projections  verticales,  et  réciproquement;,  c'est-à- 
dire  que  plusieurs  points  de  la  surface  peuvent  avoir  une  même  projection  hori- 
zontale,, et  que  plusieurs  points  de  la  surface  peuvent  avoir  aussi  même  projection 
verticale;  ainsi  les  premiers  seront  situés  sur  une  même  perpendiculaire  au  plan 
horizontal^  et  les  seconds  soc  une  même  perpendiculaire  au  plan  vertical  de 
projectioa. 

256.  PaoBLàKE  2.  Par  un  point  dHune  surface  de  révolution  mener  wi  plan  tangent 
à  cette  surface.  Le  point  de  contact  m  étant  donné  par  une  da  ses  projections  m^^  on 
cherchera  d'abord  la  seconde  projection  m''  (n^  ââl)  {fig.  179  ei  18Q)  de  ce 
point  m  en  vertu  de  ce  qnil  doit  être  réellement  sur  la  surface,  puis  le  plan  tan- 
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CHAPITRE    V. 


THÉORIE   GÉNÉRALE    DE   LA   SIMILITUDE* 


De  la  simWitude ,  directe  et  inverse ,  des  polygones  et  des  courbes. 

258.  Les  propriétés  de  la  similitude  des  triangles  ôtaiàt  supposées  coaaues  par 
les  éléments  de  géométrie ,  nous  pourrons  établir  le  théorème  suivant  : 

iSt  deux  pùlyganes  plmis  sitmé^  dwm  ma  même  pUmi  &ui  doM  des.  plans  parallèles  ou 
deux  polygomeê  gaucbeê  oni  leurs  côtés  paraUèles  eu  pr^porûotmeU ,  les  droites  qui 
unissent  leurs  sommets  homologues  ceneoureni  en  un  même  point.  Dans  deux,  poly- 
gones semblables^,  on  nomme  sommets  homolagues  les  sommets  des  angles  égaux  ; 
côtés  homologues^,  ceux  qui  unissent  des  somaietâ  homologues;  points  homo- 
logues, les  poiuts  dont  les  distaficea  aux  sommets  homologues  sont  proportion- 
nelles; enfin  droites  homologues,  les  droites  qui  unissent  des  points  homologues. 
Cela  posé  :  les  droites  (fig.  181)  aa',  bb\  se  coupant  au  point  o,  il  faut  prouver 
que  cc^  passe  aussi  par  ce  point  ;  or  :  les  triangles  semblables  abo ,  c^b'd  donnent 
ab  :  ab'  ::bo:b'o;  nommant  pour  un  instant  o'  le  point  de  concours  de  bb'  et  ce, 
les  triangles  semblables  bco\  b'c'o'  donnent  bc :  b'c' :ibo'  :  b'o' ;  mais  on  a  afr  :  db'  :: 
bc  :  b'c  ;  donc  bo  :b'o::  bo'  :  6V  ;  d'où  bo  —  b'o  :  bo  :  :  bd  —  b'o'  :  bo'  ;  or  :  bo — *'o^= 
bo'  —  b'o'=bb'\  donc  bo=bo'i  donc  les  points  o  et  d  coïncident;  donc  ce'  passe 

par  le  point  o.  On  démontrera  de  même  que  toutes  les  autres  droites  dd\ 

passent  par  ce  même  point  o.  Les  polygones  abcd  et  db'dd'  sont  donc  sem- 
blables et  semblablement  placés ,  le  point  o  étant  leur  centre  ou  pôle  commun  de 
similitude. 

Dans  cette  figure  le  pôle  commun  est  au  delà  des  deux  polygones ,  si  les  poly- 
gones sont  situés  sur  un  même  plan  et  au  delà  des  plans  des  polygones ,  si  ces 
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polygones  sont  sitaés  sur  des  plans  parallèles  ;  on  dit  alors  qae  ces  polygones  sont 
directement  semblables  et  le  point  o  peut  être  nommé  pôle  externe  de  similitude.  Les 
droites  oa,  oby......  sont  dites  rwjons  vecteurs  des  sommets  ou  points  du  poly- 
gone abcd 9  et  les  droites  oa',  ob\ sont  dites  rayons  vecteurs  des  sommets 

ou  points  homologues  du  polygone  ab'c'd' ,  et  l'on  voit  que  dans  ce  cas  les 

rayons  vecteurs  homologues  sont  sur  une  même  droite  et  dirigés  du  même  côté 

du  pôle  commun  o.  Si  ron  fait  glisser  le  polygone  ab'cd' parallèlement  à 

Inî-méme  de  uiaoïière  que  le  sommet  a'  vienne  coïncider  avec  son  homologue  a , 
les  côtés  a'b'  et  ad[  viendront  se  placer  sur  les  côtés  homologues  ab  et  ad  y  et 
en  général  toute  droite  partant  du  point  a'  viendra  se  placer  sur  son  homologue , 

et  le  point  a  sera  le  pôle  commun  de  similitude  des  deux  polygones  abcd 

et  a'b"c'd" (le  polygone  a"b"c"d!' étant  la  nouvelle  position  du  poly- 
gone dVc'di ). 

259.  Mais  il  peut  arriver  que  les  droites  aà^  bb\  ce' {jig.  482) ,  qui  unissent 

les  points  homologues  des  deux  systèmes  abcd ab'c'd' se  croisent  en  un 

point  0  compris  entre  les  deux  polygones  et  que  par  cette  raison  nous  pourrons 
nommer  pôle  interne  de  similitude ,  on  dit  alors  que  les  deux  polygones  sont  inver- 
sèment  semblables.  Dans  ce  cas  les  rayons  vecteurs  homologues  sont  encore  en  ligne 
droite,  mais  dirigés  de  part  et  d'autre  du  point  o  et  par  conséquent  sur  le  prolon* 

gement  Tun  de  l'autre.  Si  Ton  fait  glisser  le  polygone  a'b'c'd\ parallèlement 

à  lui-même  jusqu'à  ce  que  le  sommet  a'  vienne  coïncider  avec  son  homologue  a^ 
les  oôlés  a'b'  et  a'e'  viendront  se  placer  sur  le  prolongement  de  leurs  homologues 
ab  ei  ae^  et  en  général  toute  droite  menée  du  point  •«r'  viendra  se  placer  sur  le  pro* 
longement  de  son  homologue;  et  le  pointa  sera  alors  le  pôle  interne  de  similitude 
des  deux  polygones. 

260.  Deux  polygones  semblables  et  semblablement  placés  n'ont  en  général 
qu'un  pôle  commun  de  similitude  externe  ou  interne;  mais  dans  quelques  cas 
chaque  sommet  de  l'un  des  polygones  peut  être  considéré  indifféremment  comme 
l'homologue  de  deux  sommets  différents  de  l'autre  polygone  ;  alors  les  deux  po- 
lygones ont  dejrx  pôles  communs  de  similitude,  l'un  externe  o  {fig.  183),  l'autre 
interne  o\  Mais  dans  ce  cas ,  la  droite  a'b'  ou  d V  étant  indifféremment  l'homo- 
logue de  ab  et  de  de ,  ces  deux  côtés  sont  parallèles;  il  en  est  de  même  de  bc  et  efj 
de  cd  et  fa.  Donc  les  angles  a  et  rf,  bet  e,c  et /sont  égaux.  Je  dis  de  plus  que  les 
diagonales  qui  unissent  les  sommets  des  angles  égaux  se  coupent  en  un  même 
point  et  que  ce  point  divise  chacune  d'elles  en  deux  parties  égales  ;  en  effet  ab  et  ed 
étant  parallèles  sont  dans  un  même  plan,. donc  les  diagonales  homologues  a'd' 
et  b'e  ou  a'b"  et  b"e'  se  coupent  en  un  point  p'  homologue  de  p ,  soit  que  Ton 
considère  le  polygone  ab'c'd^e'f  directement  semblable  au  polygone  ^àcdef  ou  te 


—  48  — 


polygone  a  b  c  d  e  f  inversement  semblable  au  môme  polygone  abcdef;  on  aura 
donc  les  rapports  égaux 

ap  :  pd  :  :  a'p'  :  p'd'  :  :  ay  :  p'd'       d'où       a'p'  +  af'p'  :  p'd' + p'd"  :  :  ap  :  pd 

maAsap  +a!'p'=pd'  +  p'd"^=:a'd\  donc  ap^npd;  on  démontrera  de  même  que 
le  point  p  est  le  milieu  de  be;  puis  les  côtés  bc  et  ^/ étant  parallèles  sont  dans  un 
même  plan  et  par  suite  les  diagonales  be  et  cf  se  coupent,  et  comme  on  verrait 
encore  qu'elles  doivent  se  couper  en  deux  parties  égales ,  elles  se  couperont  au 
point  p.  Le  point  p  est  dit  le  centre  du  polygone  abcdef  et  par  la  même  raison  p 
est  le  centre  de  l'autre  polygone  ab'cd'e'f.  La  démonstration  ci-dessus  montre 
encore  que  les  quatre  points  p^  p\  o^  o  sont  sur  une  même  droite,  car  p  et  p 
étant  deux  points  homologues  des  polygones  semblables  abcdef  et  olb'cd'ef^  la 
droite  p/p  passe  par  le  pôle  externe  de  similitude  o  de  ces  deux  polygones;  de 
même  ces  points  p  et  p  étant  des  points  homologues  dans  les  polygones  abcdef  et 
d'b"c'd['e"f'j  la  droite pp*  passe  par  leur  pôle  interne  de  similitude  o\ 

261 .  Par  le  pôle  commun  de  similitude  o  (fig.  i81  et  182)  de  deux  polygones 
semblables  et  semblablement  placés ,  situés  dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans 

m 

parallèles,  menons  une  droite  quelconque  D,  joignons  un  point  quelconque  p  de 

cette  droite  avec  tous  les  sommets  de  Tun  des  polygones  abc ,  menons  par  le 

sommet  a'  du  second  polygone  (ce  sommet  a'  étant  l'homologue  du  sommet  a  du 
premier  polygone)  une  droite  a'p'  parallèle  à  ap  et  coupant  dès  lors  la  droite  D  en 
un  point  p  ;  et  joignons  ce  point  p'  aux  autres  sommets  du  second  polygone;  je 
dis  que  les  droites  qui  unissent  les  points  p  et  p'  à  deux  sommets  et  en  général  à 
deux  points  homologues,  sont  parallèles.  En  effet  ap  et  ap'  sont  parallèles  par 
construction ,  donc  les  triangles  semblables  aop ,  a'op'  donnent 

ao  :  a'o  ::po:  p'o     mais  ao:a'o::ho:  b'o     donc  bo  :b'o::po: p'o 

donc  pb  et  b'p  sont  parallèles;  on  démontrera  de  même  que q)  et  cp',  dp  et  d'p' 

sont  parallèles.  De  plus  les  distances  des  points  p  et  p  aux  sommets  homologues 
sont  proportionnelles,  car  les  triangles  semblables  abpy  a'b^p'  donnent  api  a'p'  :: 
bp  :  b'p\  de  même  les  triangles  semblables  frcp,  b'c'p  donnent  bp  :  b'p  ::  cp  :  c'p'  et 
ainsi  de  suite  ;  donc 

ap  :  a'p'  ::bp:  b'p'  :  :  cp  :  tfp'  ::dp:  ip'  :: 

La  droite  D  est  dite  axe  de  HmilUude  des  deux  polygones ,  et  les  points  p  et  p 
sont  des  pâles  conjugués  de  similitude. 
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Ces  deux  pôles  sont  situés  da  même  côté  da  point  o ,  quand  ce  point  est  un  pôle 
de  similitude  externe  {fig.  181);  ils  sont  Tun  d'un  côté  et  l'autre  de  Tautre  côté, 
lorsque  le  point  o  est  un  pôle  de  similitude  interne.  Dans  le  cas  où  les  deux  poly- 
gones ont  deux  pôles  communs  de  similitude  {fig.  1 83) ,  toute  droite  menée  par 
Tun  des  points  o  ou  o'  est  un  axe  de  similitude  et  les  pôles  conjugués  sont  placés 
sur  chacun  de  ces  axes  comme  dans  les  cas  précédents.  La  droite  oo'  qui  unit  les 
deux  pôles  est  à  la  fois  un  axe  de  similitude  externe  et  un  axe  de  similitude 
interne 9  et  les  deux  centres  p  eip  sont  deux  pôles  conjugués  de  similitude,  situés, 
comme  on  le  voit,  du  même  côté  par  rapport  au  pôle  externe  o,  mais  de  côtés 
différents  par  rapport  au  pôle  interne  o'.  Si  Ton  prend  un  point  quelconque  x , 
qu'on  l'unisse  avec  les  deux  pôles  o  et  o',  on  aura  deux  axes  de  similitude  A  et  A'; 
si  l'on  joint  le  point  x  avec  tous  les  sommets  de  l'un  des  polygones  abcdef  par 
des  droites  et  que  des  sommets  homologues  du  polygone  ab'c'de'f  on  mène  des 
parallèles  à  ces  droites ,  elles  se  couperont  toutes  en  un  point  t/  de  A  et  les  points  x 
et  y  seront  des  pôles  conjugués  de  similitude  des  deux  polygones  ;  mais  si  l'on 
mène  les  parallèles  des  sommets  homologues  du  polygone  a^ft'Vd'Vy",  elles  se 
couperont  en  un  point  y  de  A',  et  x  et  y'  seront  aussi  des  pôles  conjugués  de 
similitude  des  deux  polygones  proposés.  Donc  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
à  un  pôle  de  l'un  des  polygones  correspondent  toujours  deux  pôles  pour  l'autre 
polygone,  situés  avec  le  précédent  sur  deux  droites  passant  l'une  par  le  pôle 
commun  externe,  et  l'autre  par  le  pôle  commun  interne  de  similitude  des  deux 
polygones. 

Toute  droite  menée  par  le  pôle  de  similitude  sera  un  axe  de  similitude ,  et  un 
point  quelconque  étant  pris  sur  cet  axe  pour  pôle  de  l'un  des  polygones,  on  en 
conclura  un  pôle  conjugué  pour  l'autre  polygone.  Deux  pôles  conjugués  de  simi- 
litude sont  toujours  placés  sur  une  même  droite  passant  par  le  centre  (n**  260) , 
c'est-à-dire  sur  un  axe  de  similitude.  Enfin  sur  un  même  axe  D,  les  pôles  conju- 
gués p  et  p'  sont  d'autant  plus  éloignés  l'un  de  l'autre  qu'ils  sont  plus  distants  du 
point  0,  car  on  a  toujours 

pp' 
pp'iap'  :  :  aa!  :  oa      d'où     —  =  constante 
'^'^     '^  op 

par  conséquent  pp'  croît  avec  op'  et  dans  le  même  rapport. 

262.  Si  l'on  fait  mouvoir  la  figure  pWb'c' (fig.  181  et  182)  parallèlement  à 

elle-même  jusqu'à  ce  que  le  point  p'  coïncide  avec  le  point  p,  les  pôles  conjugués 
p  et  p  ainsi  réunis  deviendront  un  pôle  commun  de  similitude  des  deux  poly- 
gones dans  leurs  nouvelles  positions  relatives ,  et  ce  sera  un  pôle  de  même  espèce 
que  le  pôle  o,  c'est-à-dire  un  pôle  externe  lorsque  les  deux  pôles  p  et  p'  sont  du 

2«  PARTIE.  7 
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néflie  €tÉé  âm  point  d,  et  ua  p6le  iotene  lonqve  <m  deux  pôteaamt  de  part  et 
d'aiitre  ém  point  o* 

Si  les  p(riy90iiesaAa(...M  db'cé....  sont  plane,  les  figeres  poiici/. ••«,  polVc'd!...^ 
sent  dee  pyraœîéee  semblables  ^t  senJ^teUement  placées.  Dans  tous  les  cas,  le 
point  0  pent  être  considéré  <^omme  le  somiort  d'un  angle  polyèdre  sur  le  contour 
duquel  s<Mit  tracés  tes  polygones  ebed...^^  dhléd.  Deux  polygones  semblables  ne 
peuvent  en  général  être  situés  que  sur  le  contour  d'un  angle  polyèdre,  mais  ils 
peuvent  être  situés  ^xl  même  t^oups  sur  le  contour  de  deux,  angles  polyèdres 
<l«and  ils  ont  deng^  pâles  communs  de  skniliUide,  c'est-à*dire  quand  ils  ont  un 
centre  (n''  260). 

X)n  conelut  de  ce  qui  précède  que  deux  polygones  semblables  peuvent  tou- 
jours être  placés  dans  Tespace  de  telle  manière  que  les  droites  qui  unissent  leurs 
sommets  hmaologues  concourent  en  un  m^e  point;  mais  la  réciproque  n'est 
pas  vraie,  à  laains  que  Ton  n*i\)oute  que  tes  distances  des  sommets  homo- 
logues à  ee  point  de  ooncours  sont  propottionndtes,  ou  que  les  côtés  homo- 
logues des  polygones  sont  proportionnels,  au  que  kss  polygones  cmt  leurs  angles 
égaux,  eto* 

263*  Les  propositions  précédentes  sont  indépendantes  du  nombre  et  de  la 
grandeur  des  càtés  des  deiux  polygones ,  elles  seront  donc  applicables  à  deux 
courbes ,  puisque  ime  courbe  pent  être  rigoureusement  considérée  comme  un 
polygomB  infiniiéêUnal ;  mais  il  est  nécessaire  d'ajouter  quelque  explication;  et 
en  effet,  comment  doit-on  entendre  que  deux  courbes  ont  des  côtés  parallèles 
et  proportionneb  (u*  264)?  Puisque  Ja  tangente  à  une  courbe  n'est  que  te  pro- 
longement d'un  élément  de  celte  courbe,  on  doit  entendre  par  deux  courbes 
qui  ont  leurs  éléments  ou  côtés  parallèles ,  deux  courbes  telles  que  les  tangentes 
de  Tune  soient  parallèles  aux  tangentes  correspondantes  de  Tautre.  Quant  à  la 
seconde  condition,  remarqucsis  que  de  U  pr(q[>ortionnalité  et  du  parallélisme  des 
côtés  das  deux  polygoBe^,  i)  est  facile  de  condure  te  pwallâisme  des  diagonales 
ou  de  deux  droites  homologues  quelconques,  et  d'établir  que  les  diagonales 
homologues  sont  dans  le  même  rapport  que  les  côtés  ;  or,  dans  une  courbe ,  tout 
point  peut  représenter  un  sommet  du  polygone  infinitésimal,  par  lequel  on  peut 
remplacer  cette  coiurbe;  si  donc,  par  deux  points  homologues  des  deux  courbes, 
on  mène  des  cordes  parallèles  entre  elles,  tes  cordes  parallèles  doivent  être  dans 
un  rapport  constant. 

Les  courbes  peuvent  étro  directement  semblables  et  avoir  un  pôte  de  similitude 
extern^  o  {fig»  184),  ou  être  inversement  semblables  et  avoir  un  pôle  de  simili- 
tude interne  o  (Jg.  185).  Enfin  tes  deuix  courbes  peuvent  être  telles  qu'un  point 
.de  Tune  d'elles  soit  à  la  fio»  l'homologue  de  deux  points  de  l'autre;  elles  ont 
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alors  deux  pôles  comoauns  de  similiUide  o  et  o'  (Jif.  186)^  Tini  ^exterfie  et 
Tantre  interne.  Dans  ce  dernieccas,  les  droites  ag,  bh^  ci^..^  uaissatti  deu: 

points,  ayant  ponr  hcmiolagues  les  deux  points,  al  ou  9%  V  ou  h\  d  ou  t% se 

coupent  toutes  en  un  poinJt  p  {pt  256)  qui  divise  chacune  d'eltos  en  4eux  partêes 
égales }  les  droites  homologues  dans  Tautre  courbe  se  coupent  en  un  point  p',  et 
les  quatre  points  o,  o',  p»  p'  sont  en  ligne  droite.  Les  points  p  et  p'  sont  les 
centres  des  courbes  proposées^  et  ces  courbes  sont  telles  q^ie  les  tangentes 
menées  aux  extrémités  d'une  cerde  ou  diamèire  passant  par  leur  centre  sont 
parallèles  entre  elles. 

264.  Toute  droite  D  menée  par  un  pôle  commun  de  similitude  de  deux  courbes 
semblables  C  et  G  {fif.  174  et  185)  est  un  axe  de  similitude  de  ces  courbes 
(n""  261);  et  si  Ton  prend  un  point  p  sur  cet  axe,  qAi'on  Tuniase  avec  tous  les 
points  de  la  eourbe  C,  qu'ensuite,  par  les  points  homologues <le  la  courbe  C^  on 
mène  des  parallèles  à  ces  droites ,  elles  concourront  toutes  eu  un  point  p'  du  même 
axe  D,  et  les  points  p  et  p'  seront  les  pôles  conjugués  des  deux  caurbes.  En  effet, 
les  droites  D  et  pa  déterminent  un  jrian  contenant  la  droite  aa^  :  donc ,  si  du  point  e! 
on  mène  une  parallèle  à  ap,  die  sera  tout  entière  dans  ce  plan,  et  rencontrera  par 
conséquent  D  en  un  point  p\  mais  les  droites  <iV  et  alp^  étant  respectivement  pa- 
rallèles kacetap^lea  plans  ip'a'd)  et  {pac)  sont  parallèles.  Donc,  si  de  c'  on  mène 
une  parallèle  à  cp^  elle  sera  tout  entière  dans  le  plan  {p'dc')  et  aussi  dans  le  plan 
{dqpp') ,  elle  rencontrera  donc  encore  la  droite  D  au  point  p\  On  fera  voir  de  même 
que  la  parallèle  k  ep^  menée  -du  point  e\  renicontre  D  au  point  p^  et  aififii  des 
autres,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé*  Nous  remarquerons  encore  que  les 
pôles  conjugués  petp'  sont  du  même  côté  du  point  0,  si  ce  point  est  un  pôle 
externe  de  similitude ,  et  de  côtés  différents ,  si  ce  point  est  un  pôle  interne  de 
similitude.  Dans  le  cas  où  les  deux  courbes  ont  deux  pôles  <KMnmuns  de  similitude 
{fig.  186),  la  droite  o^^  qui  unit  ces^  pôles,  eat  à  la  fois  un  axe  de  similitude 
externe  et  un  axe  de  similitude  interne  ;  les  centres  p  et  p'  des  deux  coui^bes  sont 
deux  pôles  conjugués  (n""  257)  ;  et  un  point  quelconque  a; ,,  considéré  c^mme  un 
pôle  de  Tune  des  courbes  G,  aura  toujours  deux  pôles  y  et  y'  qui  lui  cornespon* 
dront  pour  l'autre  courbe  C,  et  qui  seront  situés  avec  x  sur  deux  droites  passant , 
Tune  par  le  pôle  externe  de  similitude  0,  Tautre  par  le  pôle  interne  d.  Toute  droite 
menée  par  on  pôle  commun  de  similitude,. est  ikn  axe4e  similitude.  Enfin,  sur  un 
môme  axe,  les  pôles  coi^ugués  sont  d'autant  plus  éloignés  Tun  de  l'autre  qu'ils 
sont  plus  distants  du  pôle  conunun. 

265.  Si  Ton  fait  mouvoir  la  figure  (p',  C)  {Jig.  184  et  185)  parallèlement  à 
elle-même^  jusqu'il  ce  que  le  point  p'  soit  venu  coïncider  avec  le  point  p^  ce  point 

■ 

deviendra  un  pôle  commun  de  similitude  externe  ou  interne  des  courbes  4a«s  leur 
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nouvelle  position ,  suivant  que  le  point  o  sera  lui-même  un  pôle  commun  de  simi- 
litude externe  ou  interne. 

Si  les  courbes  G  et  C  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan  avec  Taxe  de  simi- 
litude D,  les  figures  (p,  C)  et  (p',  C)  sont  deux  surfaces  coniques,  semblables  et 
scmblablement  placées ,  en  supposant  les  rayons  vecteurs  indéfiniment  prolongés  ; 
ces  deux  surfaces  seront  alors  identiques,  car  après  avoir  transporté  le  point  p' 
en  p,  évidemment  elles  coïncideront,  d'oii  Ton  conclut  que  deux  courbes  sem- 
blables peuvent  toujours  être  placées  sur  une  infinité  de  surfaces  coniques,  puisque 
le  sommet  o  est  entièrement  arbitraire. 

Mais  pour  une  position  donnée  des  courbes  semblables  ou  semblablement 
placées  C  et  C,  lorsqu'elles  sont  gauches  et  dès  lors  non  situées  dans  un  même 
plan ,  ou  lorsqu'elles  sont  planes  et  non  situées  dans  un  même  plan ,  les  droites  qui 
unissent  les  points  homologues  forment  une  surface  conique  qui  contient  à  la  fois 
les  deux  courbes,  et  qui  a  ton  sommet  au  pôle  commun  de  similitude.  Les  courbes 
C  et  C  ne  peuvent  donc  en  général  être  situées  en  même  temps  que  sur  une  seule 
surface  conique ,  et  les  deux  courbes  se  trouvent  sur  la  même  nappe,  si  elles  sont 
directement  semblables,  et  chacune  sur  des  nappes  différentes,  si  elles  sont  inver- 
sement semblables.  Mais  dans  le  cas  où  les  courbes  ont  deux  pôles  communs  de 
similitude,  elles  peuvent  être  situées  en  même  temps  sur  deux  surfaces  coniques 
dont  Tune  les  contient  sur  la  même  nappe  et  l'autre  sur  des  nappes  différentes. 
Il  ne  faut  pas  oublier  que  ce  cas  a  lieu  pour  des  courbes  qui  possèdent  un  centre 
(n*  259) ,  c'est-à-dire  un  point  qui  est  le  milieu  de  toutes  les  cordes  qui  y  passent , 
parce  que  cette  remarque  nous  sera  utile  dans  la  théorie  des  sections  coniques. 
Ajoutons  que,  dans  le  cas  des  courbes  planes,  ce  centre  est  évidemment  sur  le 
plan  de  la  courbe. 

266.  Réciproquement,  si  l'on  coupe  une  surface  conique  par  deux  plans  paral- 
lèles, les  sections  sont  des  courbes  semblables;  en  effet  elles  ont  toutes  leurs  tan- 
gentes homologues ,  parallèles  entre  elles,  et  leurs  cordes  homologues,  parallèles 
et  proportionnelles  entre  elles,  et  leur  rapport  constant  est  celui  des  distances  des 
plans  sécants  au  sommet  du  cône. 

Si,  par  le  sommet  du  cône  on  mène  une  droite  quelconque,  elle  coupera  les 
deux  plans  sécants  en  deux  points  qui  sont  des  pôles  conjugués  des  deux  courbes, 
car  les  distances  de  ces  deux  points  aux  points  homologues  des  deux  sections 
sont  proportionnelles,  et  toutes  ces  droites  sont  deux  à  deux  parallèles.  Si  Ton  fait 
mouvoir  le  plan  de  l'une  des  courbes  parallèlement  à  lui-même ,  son  pôle  par- 
courant Taxe  de  similitude  jusqu'à  ce  qu'il  soit  venu  coïncider  avec  le  pôle  de 
l'autre  courbe,  ce  point  sera  le  pôle  commun  ou  le  centre  de  similitude  des  deux 
courbes  dans  leur  nouvelle  position. 
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Si  9  an  lieu  de  couper  un  cône  par  divers  plans  parallèles,  on  suppose  que  le 
c6ne  se  meuve  parallèlement  à  lui-même,  les  intersections  de  ce  cône  avec  un  plan 
fixe  seront  des  courbes  semblables  ei  semblablement  placées,  ayant  pour  pôle 
commun  de  similitude  la  trace  sur  le  plan  fixe  de  la  droite  parcourue  par  le  som- 
met du  cône. 

367.  Il  résulte  de  ce  qui^  précède  un  moyen  très-simple  de  construire  par  points 
une  courbe  semblable  à  une  courbe  donnée. 

V  Soient  donnés  la  courbe  C  (Jig.  i  84  et  1 86)  et  deux  points  o'  et  b^  homologues 
des  points,  aeib,  de  sorte  que  a^b^  soit  parallèle  à  afr ,  en  joignant  ac^  et  bb'  par 
des  droites  qui  se  croisent  au  point  Oj  ce  point  sera  le  pôle  commun  de  similitude 

des  deux  courbes  :  on  mènera  donc  les  rayons  vecteurs  oc^od^  oe^ de  la 

courbe  donnée  C;  puis  les  cordes  aCj  ad,  ae, et  les  parallèles  aV,  a'd\a^e\ 

à  ces  cordes;  les  points  a',  b\  c\  d',  e\ appartiendront  à  la  courbe  cher- 
chée G'  qui  sera  directement  ou  inversement  semblable  à  G ,  suivant  que  le  point  o 
se  trouvera  situé  au  delà  des  points  homologues  a  et  a',  ou  situé  entre  ces 
deux  points. 

3*  Si  Ton  ne  donne  que  le  point  a',  on  mènera  la  droite  aa!y  et  si  le  pôle 
commun  de  similitude  n'est  pas  fixé ,  on  le  placera  en  un  point  quelconque  de 
cette  droite  aa' ;  et,  parles  mêmes  constructions  (que  ci-dessus),  on  obtiendra 
une  infinité  de  courbes  semblables  à  G  et  passant  toutes  par  le  môme  point  a'j 
et  dont  les  unes  seront  directement  et  les  autres  inversement  semblables  à  cette 
courbe  G. 

3*  Si  Ton  donne  le  pôle  o  et  le  rapport  des  rayons  vecteurs,  on  en  conclura  le 
point  a' y  tel  que  oa  et  oa!  soient  dans  le  rapport  donné.  Mais  si  Ton  donnait  simple- 
ment le  pôle  commun  o,  on  pourrait  choisir  le  point  a!  arbitrairement,  et,  par 
conséquent ,  on  aurait  une  infinité  de  courbes  semblables  et  semblablement  placées 
entre  elles,  ayant  toutes  le  point  o  pour  pôle  commun  de  similitude.  Dans  tous  les 
cas ,  on  peut  prendre  le  point  a'  du  même  côté  que  le  point  a  par  rapport  au 
point  0,  ou  du  côté  opposé,  et  Ton  obtient  ainsi  des  courbes  directement  ou  in- 
versement  semblables  à  la  courbe  proposée. 

268.  Les  projections  de  deux  courbes  semblables  sur  un  même  plan  sont  des  courbes 
semblables.  En  efiet,  les  sections  parallèles  de  la  surface  cylindrique  projetant  Tune 
des  courbes  sont  des  courbes  identiques  (n""  232) ,  de  sorte  que  si  le  plan  de  pro- 
jection ne  passe  pas  par  le  pôle  commun  de  similitude  o  des  courbes  proposées  G 
et  G',  on  pourra  par  ce  point  lui  mener  un  plan  parallèle ,  et  les  projections  de 
courbes  sur  ce  nouveau  plan ,  que  nous  supposerons  horizontal  pour  fixer  les 
idées,  seront  identiques  aux  projections  de  ces  courbes  sur  le  plan  primitif. 

Cela  posé,  si  Ton  considère  une  série  de  points  a,  ft,  c,...,.  de  la  courbe  G,  et 


—  54  — 

leurs  hûmologaeft  <i\  b\  v!^.^..  de  ta  oowbe  CV  le»  perpeadîcidaijpas  abaÎBsées  des 
points  hamok>giies  s«ir  le  i^aa  hodzcMilal  seroot  dans  «a  môiifte  plan  vertical  pœ- 
saot  par  le  pokut  o  y  déporte  que  J"  et  «'\  H"  ei  V\ ^  ei^V****  Mnt  gur  des  droîte 
concoaraAt  ^m  point  0  :  de  plus  les  tcian^^  seiBbkbtes  otf^o  et  iiV^#  ^  66^0  et  ^'6'*o , 
c(^o  et  £/c%^ donnent  les  séries  de  proportions 

mais  les  courbes  C  et  C  étant  seoiblables  et  ayant  pour  pôle  commun  de  simili- 
tude le  point  0,  on  a  la  suite  de  rapports  égaux  oaioa!::  ob:Qb':ioc:4)^:i donc 

aussi  00*: oa'*:: 06*; 06'*:: oc*: oc/* :u,...  et,  par  conséquent,  les  courbes  C*  et  C* 
sont  semblables  et  oat  pour  pôle  commun  de  similitude  le  point  o.  Si  Ton  reporte 
cette  construction  sur  Tancien  plan  de  projection ,  le  pôle  commun  de  similitude 
des  projections  C*  et  C^  sera  alors  la  projection  0*  du  pôle  commun  de  similitude  o 
des  courbes  C  et  G'. 

On  voit  facilement  que  le  point  0*  sera  un  pôle  commun  de  similitude  externe 
ou  interne  des  courbes  G*  et  G'*,  selon  que  le  point  o  sera  lui-même  un  pôle 
commun  de  similitude  externe  ou  interne  des  courbes  projetées  G  et  G'. 

âl6d.  Deux  courbes  C,  C  (fi^.  18â),  semblables  à  la.  même  courbe  G,  sont 
semblables  entce  elies^  et  leur  pâte  coBunun  de  similitude  V^  est  sur  la  droite  D, 
qui  unit  tes  pôles  eoaaflcuuis  de  sicailitude  »  et  o'  des  courbesC  et  G'^  G  et  G''.  En 
effet  : 

i  ""  Les  points  €^  et  a''  étant  les  homologues  du  naéme  point  a  et  les  points  b\ 
b"  étant  les  homologues  du  même  pointa,  ^^  cordes  û!b'  et  a!'b^^  sont  parallèles 
entre  elles;  U  en  est  de  même  des  cordes  aV  et  aV,  6V  et  ^V  et  de  toutes 
les  autres  9  donc  les  courbes  G'  et  G''  sont  semblables  et  semblablement  placées 
(n-  2S4). 

2""  Les  droites  m^i/^iy  qui  se  croisait  au  point  a  sont  dans  un  même  plan  qui 
contient  la  droite  D  et  la  droite  aV*^  de  ttéme  les  droites  ob  et  o'b  sont  dans  un 
même  plan  contenant  encore  la  droite  D  et  la  droite  b'b"  :  donc  les  droites  uW  et 
b'b'^  sont  dans  deux  plans  ayant  pour  intersection  commune  la  droite  D ,  et  comme 
elles  se  coupent  au  point  e"  pôle  commun,  de  similitude  des  courbes  G'  et  G'',  ce 
pôle  of^  ne  peut  être  que  sur  la  droite  D. 

Celte  démonstratioA.suppose  que  les  courbes  G,.€',  C  ne  sont  pas  planes,  mais 
si  elles  étaient  planes  on  pourrait  concevoir  une  courbe  à  double  courbure  C, 
dont  G  serait  la  projection.,. et  considérant  le  cône  qui  aurait  cette  courbe  G,  pour 

directrice  et  son  sommet  en  o,  les  verticales  élevées  des  points  a!^  b',  dj de  G' 

seraient  parallèles  aux  verticales  élevées  par  les  points  a,  6, 0, de  G,  et  cou- 


—  es- 
péraient tes  génératrioes  an  ébne  en  des  points  qm  formeraient  «ne  coorbe  à 
deubie  eooiiiare  C/  ayant  pour  projertion  C%  et  qui  serait  sendrfabie  à  la  coaii>e 
C,  dont  C  est  )a  projection,  le  point  o  étant  léor  pMe  eommnn  de  similitude. 
De  même  les  courbes  G  et  C^  seraient  les  projectîonB  de  deux  couii)es  semblables 
ayant  ^  ponr  p6le  oomBimi  de  snnilitude ,  et ,  par  snite ,  C  et  C^^  seraient  les 
projections  de  denx  courbes  semblables ,  ayant  leur  p6le  commun  de  snnilitude  o'' 
sîtoé  sur  la  droite  D;  les  drax  courbes  C  et  C^  seraient  aussi  sembtaUes  fn"*  964) 
et  auraient  pomr  pôle  commun  de  similitade  ce  même  point  o''  de  la  droite  D 
laquelle  passe  par  les  centres  de  similitude  o  et  o'  des  courbes  C  et  C\  C  et  C^. 
La  droite  D  est  un  axe  tvmmmm  ée  mmfUuàe  des  trois  couii)es,  et  e^est  le  seul 
qu'elles  aient,  tant  que  ces  courbes  n*ont  deux  à  deux  qu*un  p6le  commun  de 
similitude. 
Si  Ton  pose  : 

•a ®'*  _ 

on  aura  : 

o V f 

fin  effet ,  on  a  les  proportions  : 


d'où ,  en  ittull»(diMit  leme  a  terme , 

oa'xo'a:aaxoV::a'6':a'V::ç:p,  mais  oV:oV::a'6':';a"6",  donc  o"a':o''a"::p:q 
d'où 


../'-.' 


o"a  q 

270.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  si  o  et  o'  sont  deux  pôles  communs  de  si- 
uûiitode  externe,  le  point  o"  sera  encore  un  pôle  de  similitude  externe  {fig.  1 87  ) , 
car  dans  oe  cas  les  courbes  G  et  C^  sont  toutes  deux  du  même  côté  que  C  par  rap- 
port à  Taxe  commun  D  et  par  conséquent  une  droite  telle  que  ûfa!\  par  exemple , 
qui  unît  deux  points  faonMdognes  ne  peut  couper  D  qu'au  delà  des  deux  courbes. 

Si  les  deux  points  o  et  </  étaient  deux  pôles  internes ,  le  point  of'  serait  encore  un 
pôle  externe ,  car  alors  ebacune  des  courbes  C  et  G^  étant  du  côté  opposé  de  C  par 
rapport  à  D,  ettes  seront  encore  situées  du  môme  côté  de  cet  axe  D. 

Mais  si  les  pôles  eosmians  de  similitude  o  et  </  sont  Tun  externe  et  l'autre  interne. 


é 
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le  poiut  o"  sera  un  pôle  interne ,  car  alors  Tune  des  courbes  C^  est  du  même  côté 
que  C  par  rapport  à  Taxe  D  et  l'autre  CI'  est  du  côté  opposé,  ou  vice  versa ,  de  sorte 
que  D  est  un  axe  interne  par  rapport  aux  courbes  semblables  C  et  C^',  donc  aussi 
le  point  o"  est  un  pôle  interne  de  similitude. 

En  résumé  si  les  courbes  G'  et  C"  sont  toutes  les  deux  directement  semblables 
ou  toutes  les  deux  inversement  semblables  à  la  courbe  C  j  elles  sont  directement 
semblables  entre  elles;  si  des  deux  courbes  G  et  C  Tune  est  directement  semblable 
et  Tautre  inversement  semblable  à  la  courbe  C ,  elles  sont  inversement  semblables 
entre  elles. 

271 .  Si  les  courbes  G  et  G'  ont  deux  pôles  communs  de  similitude,  elles  auront 
chacune  un  centre  (n°  259) ,  et  par  conséquent  G"  en  aura  un  aussi,  de  sorte  que 
G  et  G'^  auront  aussi  deux  pôles  communs  de  similitude;  donc  G'  et  G''  qui  sont 
des  courbes  semblables  possédant  un  centre  auront  aussi  deux  pôles  communs  de 
similitude  ;  et  Ton  voit  facilement  par  ce  qui  précède  que  les  six  pôles  communs 
de  similitude  o,  o',  o",  »,  co',  «'',  sont  sur  un  même  plan  et  trois  à  trois  en  ligne 
droite ,  (nous  indiquons  par  o,  o',  o"  les  pôles  externes ,  et  par  o),  w',  (ù"  les  pôles 
internes  de  similitude) ,  ainsi  on  aura  les  quatre  droites  oo'o"^  owV,  oW,  o'W, 
qui  sont  quatre  axes  communs  de  similitude  des  trois  courbes  proposées.  Si  les 
courbes  G^  G',  G"  sont  trois  circonférences  de  cercles ,  les  points  o,  o',  o"  seront  les 
intersections  des  tangentes  communes  et  extérieures  à  G  et  G',  G  et  G",  G'  et  G"  et 
les  points  w,  w,  w"  sont  les  points  d'intersection  des  tangentes  communes  et  inté- 
rieures à  ces  mêmes  circonférences.  Ayant  donc  mené  ces  six  couples  de  tangentes 
communes  et  obtenu  leurs  six  points  d'intersection ,  nous  en  conclurons  que  les 
trois  points  extérieurs  sont  en  ligne  droite  et  que  de  même  chaque  point  extérieur 
est  en  ligne  droite  avec  les  deux  points  intérieurs  correspondants  aux  deux  autres 
combinaisons  de  circonférences. 

Gette  proposition  nous  fait  encore  voir  que  si  Ton  mène  à  deux  circonférences 
de  cercles  les  quatre  tangentes  communes  possibles ,  les  deux  tangentes  extérieures 
et  les  deux  tangentes  intérieures  se  couperont  en  deux  points  qui  seront  sur  la 
ligne  des  centres  des  deux  circonférences  données. 

272.  Si  l'on  considère  une  quatrième  courbe  G"'  semblable  à  G ,  et  dont  le  pôle 
commun  de  similitude  soit  en  un  point  &>  non  situé  sur  la  droite  D ,  celte  droite  D 
et  le  point  o)  déterminent  un  plan  P  ;  or  les  courbes  G'  et  G"'  sont  semblables  et 
ont  leur  pôle  commun  de  similitude  a>'  sur  la  droite  (m  et  par  conséquent  sur  le 
plan  P ,  les  courbes  G"  et  G'"  sont  semblables  et  ont  leur  pôle  commun  de  similitude 
V'  sur  la  droite  o'co  et  par  conséquent  sur  le  plan  P,  donc  les  six  pôles  communs  de 
similitude  de  quatre  courbes  semblables  et  semblablement  placées  sont  sur  un 
même  plan  P,  auquel  je  crois  qu'on  peut  donner  le  nom  de  plan  de  similitude;  tant 
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qae  les  qoatre  courbes  n*ont  deux  à  deux  qu'un  pôle  commun  de  similitude  »  elles 
n'auront  aussi  qu'un  plan  commun  de  similitude. 

En  considérant  les  courbes  C"  et  G"  comme  étant  semblables  à  C,  leur  pôle 
commun  de  similitude  &>'  devra  se  trouver  sur  la  droite  oV,  mais  il  se  trouve  aussi 
sur  0  w,  donc  à  Tintersection  de  ces  deux  droites.  De  même ,  le  pôle  commun  de 
similitude  de  C  et  G"  se  trouve  à  Tinterseclion  de  o"(ù"  et  de  o&>.  En  résumé,  les 
pôles  communs  de  similitude  o,  o\  o"  des  courbes  C,  C,  G\  ceux  o,  w,  J  des 
courbes  C,  C,  G\  ceux  o,  w,  »"  des  courbes  C,  C",  G%  et  ceux  o\  w',  o)""  des 
courbes  C,  C",  C",  sont  en  ligne  droite;  ou,  en  d'autres  termes,  les  six  pôles  com- 
muns de  similitude  o,  o',  o",  w,  &>',  w",  des  quatre  courbes  C,  C,  C"  et  C"',  sont  trois 
à  trois  sur  une  même  droite* 

273.  Si  les  pôles  communs  de  similitude  o,o',a)  de  la  courbe  G,  avec  chacune 
des  autres  courbes ,  sont  des  pôles  externes ,  les  trois  autres  pôles  o'\  a>^  tù"  sont 
aussi  des  pôles  externes  (n*"  266) ,  et  le  plan  P  peut  être  dit  plan  externe  de  simi- 
litude. 

Si ,  les  pôles  communs  o  et  d  étant  externes ,  le  pôle  o  était  interne,  le  pôle  o^ 
serait  externe  et  les  deux  pôles  o)^  et  tJ'  internes;  si,  le  pôle  o  étant  externe,  les 
deux  pôles  cl  et  co  sont  internes ,  le  pôle  tù"  sera  externe  et  les  pôles  o"  et  o)'  internes  ; 
enfin,  si  les  trois  pôles  Oyo'^fMï"  sont  internes,  les  trois  autres  o^^tn/jtù"  seront  ex- 
ternes. Cest-à-dire  que  si  les  trois  pôles  communs  de  similitude  o,  o\  ci>  de  la 
courbe  C  avec  chacune  des  trois  courbes  C',C'',  C"  sont  de  même  espèce ,  les  pôles 
communs  de  ces  trois  courbes  C,  G\  G"  (combinées  deux  à  deux)  sont  externes; 
si,  des  trois  premiers  pôles,  deux  sont  d'une  espèce  et  l'autre  de  la  seconde 
espèce,  réciproquement  des  trois  derniers  pôles,  deux  seront  de  cette  seconde 
espèce  et  un  de  la  première  ;  de  sorte  que  trois  pôles  communs  de  similitude  sont 
toujours  externes,  et  les  trois  autres  sont  en  même  temps  externes  ou  internes. 
Et  des  quatre  axes  de  similitude ,  l'un  est  toujours  externe  par  rapport  aux 
trois  courbes  qui  lui  correspondent  et  les  trois  autres  sont  de  même  nature  entre 
eux. 

274.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  des  courbes  n'ayant  deux  à 
deux  qu'un  pôle  commun  de  similitude;  mais  si  la  courbe  G  a  un  centre  p,  les 
courbes  G',  G",  G"'  auront  nécessairement  aussi  des  centres  p',  p",  p'".  Alors  les 
quatre  courbes  auront  deux  à  deux  deux  pôles  communs  de  similitude;  nous  au- 
rons  donc  en  tout  six  pôles  communs  de  similitude  directe  et  situés  trois  à  trois  sur 
quatre  droites  et  six  pôles  de  similitude  inverse  situés  deux  à  deux  en  ligne  droite 
avec  un  pôle  de  similitude  directe,  les  trois  pôles  provenant  d'un  système  de  trois 
courbes.  I..es  six  pôles  de  similitude  directe  seront  sur  un  même  plan  et  nous  au- 
rons en  outre  une  série  de  plans  passant  par  trois  pôles  de  similitude  directe  et 
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trois  pâles  de  similitude  inverse ,  en  combinamt  ces  pMes  coome  si  tes  courbes  ne 

possédaient  qu'une  espèce  de  similitude  (n''  269  ). 

De  ta  simUitude  des  surfaces. 

275.  Les  points  a^b^c^dy (Jig.  181)  et  leurs  homologues  aljVjdjd!,.,^. 

peuvent  former  deux  surfaces  ;  si  par  deux  points  homologues  quelcooques  de  ces 
surfaces  on  fait  passer  deux  plans  parallèles ,  ils  les  couperont  suivant  des  courbes 
semblables  et  semblablemeut  placées  par  rapport  au  point  o,  et  dont  les  tangentes 
seront  par  conséquent  parallèles  ;  si  Ton  fait  passer  par  les  mêmes  points  deux 
autres  plans  également  parallèles ,  les  courbes  d'intersection  auront  encore  leurs 
tangentes  parallèles;  on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  :  les  plans  tangents 
en  deux  points  homologues  de  deux  surfaces  semblables  et  semblablement  placées  sont 
parallèles  et  le  point  0  de  concours  des  droites  qui  unissent  deux  à  deux  les  points  homor 
logues  des  deux  surfaces  est  leur  centre  ou  pôle  commun  de  similitude. 

276.  Il  est  évident  que  si  un  rayon  vecteur  oa  est  tel  qu'il  soit  tangent  à  Tune 
des  surfaces  en  un  point  a,  il  sera  tangent  à  l'autre  surface  en  un  pointa'  (les 
points  a  et  a'  étant  deux  points  homologues)  ;  alors  la  droite  oa  se  trouvera  à  la 
fois  dans  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  aux  points  homologues  a  et  a',  mais 
ces  plans  sont  parallèles  (n*"  259) ,  donc  ils  se  confondent. 

Si  l'on  fait  mouvoir  le  rayon  vecteur  oa  autour  du  point  o  de  manière  qu'il  reste 
toujours  tangent  à  la  première  surface ,  il  sera  aussi  toujours  tangent  à  la  seconde 
surface  et  dans  chacune  de  ses  positions  il  correspondra  à  une  position  d'un  plan 
qui  sera  tangent  à  la  fois  à  l'une  et  à  l'autre  surface;  d'où  l'on  conclut  que  si  ton 
fait  rouler  un  plan  de  manière  qiCil  reste  toujours  tangent  à  deux  surfaces  semblables 
et  semblablement  placées  y  il  passe  toujours  par  un  point  fixe  qui  est  le  pôle  commun  de 
similitude  des  deux  surfaces ,  et  les  deux  courbes  de  contact  sont  situées  sur  une  même 
surface  conique  ayant  son  sommet  en  ce  point.  En  effets  cette  surface  conique  n'est  autre 
que  celle  engendrée  par  le  mouvement  du  rayon  vecteur  oa;  d'ailleurs  les  points 
de  contact  de  chaque  plan  avec  les  deux  surfaces  sont  des  points  homologues. 

277.  Si  l'on  considère  une  droite  quelconque  B,  un  plan  P  tangent  à  la  pre- 
mière surface  S  et  parallèle  à  la  droite  B ,  un  plan  F  tangent  à  la  seconde  surface  S' 
et  parallèle  à  la  droite  B,  si  l'on  fait  rouler  respectivement  les  plans  P  etP'  sur  les 
surfaces  S  et  S'  de  manière  que  ces  plans  restent  toujours  parallèles  entre  eux  et 
à  la  droite  B ,  les  courbes  de  contact  G  et  G'  seront  encore  sur  une  surface  conique 
ayant  son  sommet  au  pôle  commun  o  de  similitude  des  deux  surfaces  S  et  S\  car 
ces  deux  courbes  sont  les  lieux  géométriques  de  points  homologues  de  ces  deux 
surfaces. 
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278.  Toute  droite  menée  par  le  point  o  sera  un  axe  de  similitude  des  systèmes 

de  points  a^b^c^d et  a\  b\  c\  d\.*..^  c'est-à-dire  des  deux  surfaces  S  et  S^  et 

les  points  p  et  p'  (n*  254)  seront  deux  pôles  conjugués  de  ces  surfaces.  Si  le  rayon 
vecteur  pa  de  la  surface  S  est  tangent  à  cette  surface  au  point  a  y  le  rayon  vecteur 
conjugué  pW  de  Tautre  surface  S'  sera  tangent  à  cette  surface  au  point  a!  et  ils 
seroiot  situés  sur  les  plans  tangents  en  a  et  a'  aux  deux  surfaces ,  lesquels  plans  sont 
parallèles  (n"*  259).  Si  Ton  fait  mouvoir  le  rayon  vecteur  pa  de  manière  qu'il  reste 
tangent  à  la  surface  S  et  le  rayon  pV  de  manière  qu'il  soit  toujours  parallèle  au 
rayon  pa  et  par  conséquent  tengent  à  la  surface  S\  dans  toutes  leurs  positions  con- 
juguées ces  rayons  vecteurs  seront  situés  sur  des  plans  parallèles  et  tengents  aux 
deux  surfaces ,  d'où  l'on  peut  conclure  que  si  C on  fait  rouler  un  plan  P  «tir  Fune  de$ 
surfaces  S^  de  manière  qu'il  passe  toujours  par  un  ptAnt  fj  et  sien  tnême  tetnps  on  fait 
router  sur  C  autre  surface  S'  un  plan  P'  parallèle  d  P ,  fe  plan  P'  dans  toutes  ses  posi- 
tions passera  par  un  même  point  p'  et  les  trois  points  o ,  p ,  p'  seront  en  ligne  droite. 
Il  est  évident  que  les  courbes  C  et  C  contact  des  deux  surfaces  S  et  S'  et  des  deux 
cônes  engendrés  par  les  plans  P  et  F  sont  deux  courbes  semblables  et  sembla*^ 
blement  placées  par  rapport  au  pôle  commun  Oj  et  qu'elles  ont  pour  pôles  conju* 
gués  de  similitude  les  deux  points  p  et  p'. 

279.  Les  systèmes  de  points  homologues  qui  forment  deux  surfaces  semblables 
et  semblablement  placées  peuvent  avoir  deux  pôles  communs  de  similitude, 
ou  être  en  même  temps  directement  et  inversement  semblables  ;  il  y  a  alors  deux 
manières  de  faire  rouler  un  plan  tangent  à  la  fois  aux  deux  surfaces ,  et  par  con- 
séquent ces  surfaces  peuvent  être  enveloppées  par  deux  cônes  ayant  leurs  som- 
mets aux  deux  pôles  communs ,  tandis  qu'en  général  elles  ne  peuvent  l'être  que 
par  un  seul. 

Les  propriétés  générales  démontrées  pour  les  cas  où  les  points  homologues 
forment  des  courbes  peuvent  encore  s'éteblir  lorsque  ces  points  forment  des  sur- 
faces j  de  sorte  que  dans  le  cas  qui  nous  occupe ,  les  droites  qui  unissent  les  points 
de  cbaque  surface  pour  lesquels  les  plans  tangents  sont  parallèles,  se  coupent 
toutes  en  un  même  point  et  en  deux  parties  égales  :  ce  point  sera  donc  un  centre. 
Ainsi  deux  surfaces  semblables,  qui  n'ont  pas  de  centre,  n'ont  qu'un  pôle  commun 
de  similitude;  deux  surfaces  semblables,  qui  ont  un  centre,  ont  deux  pôles  com- 
muns de  similitude;  ces  deux  pôles  et  les  deux  centres  sont  en  ligne  droite. 

280.  Deux  surfaces  S',  S^',  semblables  à  une  même  surface  S,  sont  semblables 
entre  elles ,  et  les  trois  pôles  communs  de  similitude  sont  en  ligne  droite.  Si  les 
snrfiM)es  S'  et  S'^  sont  directement  ou  inversement  semblables  à  S ,  elles  sont  di- 
Tectement  semblables  entre  elles;  mais  si  l'une  est  directement  et  l'autre  inverse- 
ment ten^lable  à  S ,  elles  sont  inversement  semblables  entre  elles.  Enfin  si  l'on^ 
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des surfaces  a  un  centre,  il  en  sera  de  même  des  deux  autres;  ces  trois  surfaces 
donneront  alors  six  pôles  communs  de  similitude,  trois  internes  et  trois  externes, 
distribués  trois  à  trois  sur  quatre  droites  contenant  un  ou  trois  pôles  externes,  et 
situées  toutes  les  quatre  sur  un  même  plan. 

281 .  Si  l'on  a  quatre  surfaces  semblables  et  dépourvues  de  centre ,  elles  donne- 
ront lieu  à  six  pôles  communs  de  similitude  qui  seront  tous  externes ,  on  dont  trois 
seront  externes  et  trois  internes,  et  ces  six  pôles  seront  situés  sur  un  même  plan; 
si  les  quatre  surfaces  ont  des  centres,  elles  fourniront  douze  pôles  communs,  six 
externes  et  six  internes ,  les  six  externes  seront  sur  un  même  plan  ;  trois  pôles 
externes  et  trois  internes  convenablement  choisis  formeront  des  groupes  de  six 
pôles  et  chacun  de  ces  groupes  sera  situé  dans  un  même  plan,  et  ainsi  les 
douze  pôles  seront  distribués  six  à  six  sur  cinq  plans. 


CHAPITRE  VI. 


DES     SECTIOIVS     CONIQUES. 


282.  Problème  1 .  Couper  un  cylindre  de  révolution  par  un  plan.  On  peut  toujours, 
par  des  changements  de  plans  de  projection,  se  ramener  au  cas  où  le  plan  horizon- 
tal est  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre ,  et  le  plan  vertical  perpendi- 
culaire au  plan  sécant  P.  Gela  posé,  le  plan  sécant  P  ne  peut  avoir  que  deux  posi- 
tions distinctes  :  1""  il  coupe  toutes  les  génératrices  de  la  surface;  la  section  est 
alors  une  courbe  fermée  ;  2*  il  coupe  la  surface  suivant  deux  génératrices  situées  à 
distance  finie  Tune  de  Tautre,  ou  infiniment  petite,  et  dans  ce  dernier  cas  le  plan 
sécant  n'est  autre  qu'un  plan  tangent  au  cylindre. 

Ije  second  cas  n'a  pas  pas  besoin  d'être  examiné.  Dans  le  premier  il  est  évident 
que  la  courbe  de  section  E  a  pour  projection  horizontale  E*  [fig.  189)  qui  n'est 
autre  que  la  base  même  du  cylindre (n* 26),  c'est-à-dire  un  cercle  Cet  pourprojec- 
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tion  verticale  E"  qui  est  précisément  la  partie  a'  b^  de  la  trace  Y'  comprise  entre 
les  génératrices  extrêmes  do  cylindre  par  rapport  au  plan  vertical  de  projection. 

La  tangente  T  en  un  point  m  de  la  section  E  se  projette  évidemment  en  T^  tan- 
gente  à  E*  ou  au  cercle  C  (n*  217)  et  en  T,  droite  qui  se  confond  avec  V\ 

On  se  propose  ordinairement  de  construire  la  section  E  en  véritable  grandeur; 
pour  cela  on  pourrait  la  rabattre  sur  le  plan  horizontal  en  faisant  tourner  son 
plan  P  autour  de  H%  ou  sur  le  plan  vertical  en  faisant  tourner  son  plan  P  autour 
de  V;  mais  puisque  le  plan  P  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection,  ce 
second  procédé  revient  à  considérer  le  plan  P  comme  un  nouveau  plan  horizontal 
de  projection ,  la  trace  V  étant  prise  pour  nouvelle  ligne  de  terre.  Mais  on  donnera 
à  la  figure  une  disposition  plus  symétrique  en  faisant  tourner  le  plan  P  autour  de 
Taxe  cd  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  venu  en  F  parallèle 
au  plan  horizontal. 

Les  points  aeib  viendront  en  a'  et  b';  les  points  c  et  d  seront  invariables ,  un 
point  quelconque  m  viendra  en  m'y  et  la  courbe  E  prendra  la  position  E' ,  et  elle 
sera  donnée  en  véritable  grandeur  par  sa  projection  horizontale  E'^  (n*  56,  l""). 
La  tangente  T  rencontre  Taxe  cd  au  point  $  qui  reste  invariable;  le  point  de  con* 
tact  m  est  transporté  en  m\  donc  elle  viendra  prendre  la  position  T^ 

Remarquons  que  la  projection  horizontale  avant  le  rabattement ,  est  indépen- 
dante de  rinclinaison  du  plan  P,  par  conséquent^  la  tangente  T  ira  toujours  ren- 
contrer  cd  au  même  point  s  y  quelque  position  que  Ton  donne  au  plan  P ,  en  le 
faisant  tourner  autour  de  cet  axe  cd. 

283.  La  droite  ab  divise  la  courbe  E  en  deux  parties  symétriques;  car  il  est 
évident  que  toutes  les  cordes  perpendiculaires  an  plan  vertical  sont  coupées  en 
deux  parties  égales  par  le  plan  M  (n*  251 ,  1*) ,  de  sorte  que  si  Ton  pliait  la  figure 
le  long  de  ab^  la  partie  antérieure  irait  exactement  s'appliquer  sur  la  partie  posté- 
rieure. La  droite  cd  divise  aussi  la  courbe  en  deux  parties  symétriques  ;  car ,  de 
part  et  d'autre  de  cette  droite ,  les  cordes  qui  lui  sont  parallèles  et  à  égale  dis* 
tance ,  sont  égales.  Par  cette  raison  ab  et  cd  sont  dites  les  axes  de  la  courbe  E  Q  ; 
ces  droites  étant  données  en  véritable  grandeur  en  a^b""  et  en  c^6^,  il  est  évident  que 
ab  est  >  cd ,  c'est  pourquoi  on  nomme  ab  le  grand  axe  et  cd  le  petit  axe  de  la 
courbe  E.  La  droite  ab  est  évidemment  plus  grande  que  toutes  les  cordes  qui  lui 
sont  parallèles,  de  même  la  droite  c(/ est  plus  grande  que  toutes  les  cordes  qui  lui 
sont  parallèles,  de  plus  ae  étant  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  P,  et  a/ 


(*)  Étant  donnée  une  courbe  plane  quelcooqoe ,  on  appelle  diamètre  de  la  courbe  la  droite  qui 
divise  en  deux  parties  égales  uo  système  de  cordes  parallèles  entre  elles ,  et  ce  diamètre  prend 
le  nom  d*axe  lorsquMl  est  perpendiculaire  aux  cordes. 
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une  horizontale ,  et  lontes  les  cordes  qui  passent  p«r  le  point  o  intersection  de 
ces  droites  ab  ^  ed  ayant  évidemment  le  point  g  pour  point  milim  et  ayant  des 
projections  horizontales  égales  (puisque  ces  prq^lions  sont  les  diamètres  d*un 
même  cercle),  ab  sera  la  plus  grande  et  cd  la  phis  petite  d'entre  dles.  On  donne 
le  nom  de  diamètres  à  toutes  tes  cordes  passant  par  te  point  a  »  tequel  est  dit  centre 
de  la  section  E  (*). 

SS8i.  Problème  S.  Couper  un  cône  de  révolntUm  pcar  un  plan.  On  peut  toujours^  par 
des  changements  de  plans,  se  ramener  an  cas  où  te  plan  horizontal  est  perpendi- 
cukiire  à  Taxe  du  cône  et  le  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  sécant.  Cela 
posé,  le  plan  sécant  peut  atifecter  trois  positions  distinctes.  En  efifet ,  si  par  le  som» 
met  du  cône  on  mène  un  plan  Q  paraUèle  au  plan  sécant  P  :  1  *  ce  plan  Q  peut 
n'avoir  que  le  sommet  de  commun  avec  la  surface ,  il  coupe  alors  toutes  les  géné- 
ratrices droites  et  laisse  une  nappe  du  cône  d'un  côté  et  l'autre  nappe  de  l'autre 
côté  par  rapport  à  lui ,  donc  le  plan  P  coupera  aussi  toutes  les  génératrices  droites 
du  cône  et  ne  coupera  qu'une  nappe  de  la  surface ,  la  section  est  alors  une  courbe 
fermée;  2^  le  plan  Q  peut  être  tangent  à  la  surface,  il  laisse  encore  les  deux  nappes 
de  côtés  différents  par  rapport  à  lui;  le  plan  P  ne  rencontrera  donc  encore  qu'une 
nappe  et  il  coupera  toutes  les  génératrices  droites  du  cône,  excepté  celle  qui  est 
sur  le  plan  Q ,  ou  mieux  il  coupera  celle-ci  à  l'infini  et  les  voisines  à  des  distances 
d'autant  plus  grandes  d«  somaet  qu'elles  sont  plus  près  de  la  génératrice  de  con- 
tact; la  courbe  de  section  s'étend  donc  à  l'infini  et  d'un  seul  côté;  3°  enfin,  le 
plan  Q  peut  couper  la  surface  suivant  deux  génératrices;  il  laisse  alors  les  deux 
nappes  du  cône  ,  partie  d'un  côté,  partie  de  l'autre,  te  plan  P  rencontrera  donc 
tes  deux  nappes  et  coupera  toutes  les  génératrices,  excepté  les  deux  situées  dana 
te  plan  Q  ;  la  section  est  alors  formée  de  deux  branches  infinies  et  séparées. 

Dans  les  trois  cas ,  la  projection  verticale  de  la  section  est  sur  la  partie  de  V , 
comprise  dans  l'intérieur  des  deux  angles  supplémentaires  formés  par  les  projec- 
tions verticales  des  génératrices  extrêmes  du  cône  par  rapport  au  plan  vertical  de 
projection* 

On  peut  obtenir  la  projection  horizontale  de  la  courbe  de  section  par  deux 
méthodes  :  1  "*  en  cherchant  pour  chaque  génératrice  droite  G  du  cône  le  point 
où  elle  perce  le  plan  P,  point  dont  la  projection  verticale  est  l'intersection  de  G^  et 
de  Y';  2^  en  cherchant  pour  chaque  parallèle  A  les  points  où  il  perce  le  plan  P« 
points  dont  les  projections  verticates  sont  à  l'intersection  de  A"  et  de  y^  Il  est 
évident  qu'on  doit  employer  la  première  méthode  pour  les  génératrices  dont  la 

{*)  Une  courbe  plane  quelconque  a  un  centre^  lorsqu*  il  existe  sur  son  plan  un  point  tel  qu'il 
est  le  milieu  de  toutes  les  cordes  qui  passent  par  hu. 
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projection  horizontale  fait  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  45*"  ou  un  angle  plus 
petit;  et  la  seconde ,  lorsque  cet  angle  est  plus  grand  que  45%  parce  que  les  points 
sont  alors  déterminés  par  des  lignes  qui  se  coupent  sous  un  angle  d'au  moins  45*. 
La  seconde  méthode  peut  seule  fournir  les  points  situés  sur  les  génératrice»  doat 
les  projections  sont  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre.  Il  sera  facile  avec  oes 
indications  de  construire  la  projection  horizontale  de  la  section,  pour  las  trois 
positions  du  plan  sécant. 

Si  Ton  veut  mener  la  tangente  en  un  point  m  de  la  section  j  on  remarquera 
que  cette  tangente  est  évidemment  dans  te  plan  P  de  la  courbe,  et  dans  le  plan 
tangent  à  la  surface  conique  au  point  m  {if  203),  donc  elle  est  Tintersection  de 
ces  deux  plans. 

On  peut  encore  se  proposer  de  construire  la  section  dans  sa  véritable  gran- 
deur, pour  cela  on  rabat  le  plan  P  sur  le  plan  horizontal  en  le  faisant  tourner 
autour  de  H'  (qui  est  perpendiculaire  au  plan  vertical),  alors  le  point  m  de  la 
courbe  de  section  vient  en  m\  la  tangente  T  rencontre  H'  en  un  point  a  inva- 
riable pendant  le  rabattement ,  on  aura  donc  en  am^  la  position  T' de  la  tangente  T 
rabattue. 

On  peut  aussi  rabattre  le  plan  P  autour  de  Y%  mais  comme  ce  plan  P  est  per* 
pendiculaire  au  plan  vertical ,  celte  opération  revient  à  changer  de  plan  horizontal 
en  prenant  ce  plan  P  lui-même  pour  nouveau  plan  horizontal  de  projection,  et  par 
conséquent  V  pour  nouvelle  ligne  de  terre  LT;  on  trouvera  donc  facilement  les 
différents  points  du  rabattement  de  la  section ,  et  la  tangente  à  cette  section  rabattue 
pour  le  point  qui  est  le  rabattement  du  point  m. 

285.  Le  plan  méridien  M  parallèle  au  plan  vertical  coupe  le  plan  P  suivant  une 
droite  qui  divise  la  courbe  en  deux  parties  symétriques  et  que  Ton  nomme  axe 
principal  de  la  courbe. 

286.  Dans  le  cas  où  la  section  possède  des  branches  infinies,  on  peut  demander 
de  construire  les  tangentes  dont  le  point  de  contact  est  à  Tinfini,  tangentes  qui 
prennent  alors  le  nom  d'asymptotes  de  la  courbe,  et  qui  sont  les  intersections  du 
plan  P  de  la  courbe  avec  les  plans  tangents  au  cône  en  ces  points  situées  à  Tinfini  ; 
comme  ces  points  sont  sur  les  génératrices  parallèles  an  plan  P,  il  faut  mener  des 
plans  tangents  suivant  ces  génératrices  et  chercher  leurs  intersections  avec  le 
plan  P;  lorsque  le  plan  Q  est  tangent  à  la  surface  conique,  alors  les  deux  plans 
dont  il  faut  trouver  Tintersection  sont  parallèles  entre  eux ,  donc  la  section  conique 
formée  d'une  seule  branche  infinie  n'a  pas  d'asymptote.  Mais  quand  le  plan  Q 
coupe  la  surface  suivant  deux  génératrices  droites,  les  plans  tangents  menés  au 
cône  suivant  ces  génératrices  ne  sont  plus  parallèles  au  plan  P,  et  par  conséquent 
la  section  conique  formée  de  deux  brancbeft  infinies  a  deux  asffmptoies. 
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Il  est  évident  que  dans  tous  les  systèmes  de  projection ,  la  projection  d'une 
asymptote  d'une  courbe  est  une  asymptote  de  la  projection  de  cette  courbe. 

287.  Théorème.  La  section  plane  du  cylindre  de  révolution  est  une  courbe  telle 
que  la  somme  des  distances  dCun  quelconque  de  ses  points  à  deux  points  fixes  situés 
sur  le  grand  axe  est  constante  et  égale  à  ce  grand  axe.  Soit  un  cylindre  de  révolu- 
lion  coupé  par  le  plan  P  (fig.  <89)  suivant  une  courbe  E,  concevons  le  plan  mé- 
ridien M  perpendiculaire  au  plan  P,  il  coupera  le  cylindre  suivant  les  généra- 
trices G,  et  G,  et  le  plan  P  suivant  une  droite  B  qui  est  le  grand  axe  de  la  courbe  E 
(n*  282);  construisons  dans  le  plan  M,  de  part  et  d'autre  de  B,  deux  cercles 
C  et  C  tangents  à  cette  droite  B  et  aux  génératrices  G,  et  G,,  faisons  tourner  ces 
cercles  en  même  temps  que  les  génératrices  G,  et  G,  autour  de  l'axe  A  du  cy- 
lindre ,  ils  engendreront  des  sphères  S  et  S'  tangentes  au  cylindre  le  long  des 
parallèles  A  et  A',  et  au  plan  P  aux  points /et/.  Par  la  seule  loi  de  symétrie,  il 
est  évident  que  les  sphères  S  et  S'  sont  égales,  et  que  af=bf.  Cela  posé,  pour  un 
point  quelconque  x  de  la  courbe  E ,  je  dis  que  Ton  a  :  xf+  xf  =  const.  =  ab. 

En  effet,  menons  la  génératrice  G  qui  passe  par  le  point  Xj  elle  est  tangente 
aux  sphères  S  et  S'  aux  points  m  et  m'  où  elle  rencontre  les  parallèles  A  et  A',  on 
a  donc  xj^^xm^  xf  =  xm'  comme  tangentes  à  une  même  sphère  et  issues  d'un 
même  point  extérieur  à  cette  sphère,  d'où  : 

j?f  +  a?^ = arm + rem' = mm' =.  constante 
puis  on  a  ^ 

mm'  =pp'  =  ap  +  ap'  =  af-\-  of  *=  *** 

La  courbe  qui  jouit  de  cette  propriété  a  reçu  le  nom  d^ ellipse;  les  points /et/'  en 
sont  \es  foyers  f  les  extrémités  a^byCjd  des  deux  axes  sont  les  sommets ^  le  point  o 

est  le  centre^  la  distance  j(/^  est  la  distance /oca/e ,  le  rapport  ^  de  cette  distance  au 

grand  axe  est  nommé  en  astronomie  excentricité ,  les  distances  xf  eX  xf  sont  les 
rayons  vecteurs  du  point  x. 

Les  plans  des  parallèles  A  et  A'  coupent  la  droite  B  en  les  points  e  et  6',  et  si  l'on 
élève  par  ses  points  les  droites  D  et  D'  perpendiculaires  sur  B,  ces  droites  sont 
dites  les  directrices  de  l'ellipse,  et  elles  jouissent  de  cette  propriété,  savoir  :  que  le 
rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse  au  foyer  et  à  la  directrice  cor^ 
respondant  à  ce  foyer  est  constant.  En  effet ,  faisons  passer  par  x  le  parallèle  E , 
dont  le  plan  coupe  le  plan  P  suivant  la  droite  xg  perpendiculaire  à  B,  on  aura  : 
ph=xm=xf  et  g^h' =xm':^=xfi  eg  et  e'g  seront  les  distances  du  point  x  aux 
droites  D  et  ly,  puis  les  triangles  semblables  eap,  ahg  donnent  paieallahiagf 
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d*où  phigellpaieai  mais  quel  que  soit  le  point  x\  le  triangle  ^ap  est  constant, 
donc  le  rapport  phige  ou  xfige  est  constant;  de  même  xf  ige'  est  un  rapport 
constant.  Donc  les  distances  de  chaque  point  de  Tellipse  à  la  droite  D  et  au  foyer/ 
voisin  de  D  (ou  de  la  directrice  D  correspondant  au  foyer/)  ou  à  la  droite  D'  et 
au  foyer  /  voisin  de  D'  sont  dans  un  rapport  constant,  qui  est  celui  à^acaj 
ou  de  be'  :  bf. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  propriétés  de  cette  courbe,  nous  ajouterons 
seulement  que  la  propriété  fondamentale  qui  précède  s'énonce  en  disant  que  : 
l'ellipse  est  une  courbe  dont  la  somme  des  rayons  vecteurs  de  ctiaque  point  est  constante 
et  égale  au  grand  axe. 

288.  Réciproquement  une  ellipse  donnée  peut  toujours  se  placer  sur  une  surface 
cylindrique  de  révolution.  En  effet,  soient  E'^  Tellipse  donnée  (fig.  188),  a'*6'^  son 
grand  axe,  c'^d^  son  petit  axe«  o^  son  centre;  considérons  cette  ellipse  comme  la 
projection  horizontale  d'une  ellipse  identique  E'  située  dans  un  plan  F  parallèle 
au  plan  horizontal,  et  prenons  le  plan  vertical  LT  parallèle  au  grand  axe  a^b'; 
décrivons  sur  le  petit  axe  c^(f  un  cercle  que  nous  prendrons  pour  base  d'un 
cylindre  vertical  de  révolution;  enQn  faisons  tourner  le  plan  P'  autour  de  cd 
jusqu'à  ce  que  le  point  a'  soit  venu  en  a  sur  G, ,  en  même  temps  par  la  symétrie 
de  la  figure  le  point  6'  sera  venu  en  b  sur  G,  et  le  plan  P'  aura  pris  la  position 
d'un  plan  P  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  ,  lequel  coupe  le 
cylindre  suivant  une  ellipse  E  (n""  286)  dont  :  ab=:-a'b'  et  cd  sont  les  axes; 
mais  deux  ellipses  qui  ont  les  mêmes  axes  sont  évidemment  identiques ,  donc 
l'ellipse  E  intersection  du  plan  P  et  du  cylindre  ^  n'est  autre  que  l'ellipse  pro* 
posée  E'*. 

Remarquons  qu'il  n'existe  qu'un  seul  cylindre  de  révolution  sur  lequel  cette 
ellipse  puisse  être  placée. 

Il  résulte  de  là  :  1*  qu'un  cercle  peut  toujours  être  considéré  comme  la  projec- 
tion d'une  infinité  d'ellipses  tracées  sur  le  cylindre  de  révolution  dont  il  serait  la 
base;  2''  qu'il  existe  toujours  un  plan  sur  lequel  la  projection  d'une  ellipse  est 
un  cercle. 

289.  Théorème.  La  section  faite  dans  un  cône  de  révolution  par  un  plan  coupant 
toutes  les  génératrices  est  une  ellipse.  En  effet,  soit  un  cône  de  révolution  coupé  par 
un  plan  P  {pg.  190)  suivant  la  courbe  fermée  E,  conduisons  un  plan  méridien  M 
parallèle  au  plan  vertical  de  projection  et  perpendiculaire  au  plan  P  et  qui  coupe 
le  cône  suivant  les  génératrices  G,  et  G,  et  le  plan  P  suivant  une  droite  B^  laquelle 
divise  évidemment  la  courbe  E  en  deux  parties  symétriques. 

Gela  posé,  construisons  dans  le  plan  M  deux  cercles  G  et  C'  tangents  à  la  fois 
aux  trois  droites  B^G.yG,,  et  faisons-les  tourner  autour  de  l'axe  A  du  cône,  ils 

t*  PAETIl.  9 
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engendreront  deux  sphères  S  et  S' tangentes  au  cône  le  long  des  parattètes  A,  A'  et 
au  plan  P  aux  points  /  et  /,  qui  seront  les  foyers  de  Tellipse  E.  Pour  le  déoioii- 
trer  prenons  un  point  quelconque  a;  de  E ,  menons  par  ce  point  la  génératrice  G 
qui  touchera  les  sphères  S  et  S'  aux  points  m  et  m!  des  parallèles  A  et  A';  on 

aura  donc 

xf=xmj  xf=xm'      d'où      a;/'-f-j:f' =jîm  +  a:m' = mm' = constante 
puis  on  a  : 

xf+xf'=pp'=zqq' 
mais 

pp'=ap  +  ap'=af+ar=^af+fr,     qq'  =  bq  +  bq'  =  bf+br  =  Uf  +  ff' 

Et  puisque 

pp'  =  qq' 
OU  aura  : 

a/=  bf 

par  suite  : 

pp'=af+af=2bf'^af'  =  ab       et        xf+xf^=^àb 

Donc  la  section  E  est  une  ellipse  dont  /  et/  sont  les  foyers ,  et  ab  le  grand  axe. 

290.  Les  plans  des  parallèles  A  et  A'  coupent  la  droite  B  aux  points  e  et  e'  qui 
sont  tels  que  Ton  a  :  ae  =  be^y  car  ap=^af=bf=^bq^  et  pp'  =  gfl';  puis  les  droites 
parallèles  ep  et  pV  donnent  pp':6e'::flp:ae,  de  même  les  droites  parallèles  ^ç 
et  ^Y  donnent  qq^  :  ee!  ::  bq[  :  be\  les  trois  premiers  termes  de  ces  proportions  sont 
égaux,  donc  ae  =  be\  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Cela  posé ,  si  par  les  points  e  et  e'  on  mène  les  droites  D  et  D'  perpendiculaires  à 
la  droite  B,  ce  seront  les  directncos  do  l'ellipse  (n°  287).  En  effet,  par  le  point  x 
faisons  passer  un  parallèle  K  coupant  le  plan  M  suivant  le  diamètre  A/i',  et  le  plan  P 
suivant  la  droite  xg  perpendiculaire  à  B,  de  sorte  que  ge^i  ge!  seront  les  dis- 
tances du  point  X  aux  droites  D  et  D^  Les  triangles  semblables  ahg^aep  don- 
nent Ap,  ou  xm^  ou  xf:  gellapiae;  de  même  les  triangles  semblables  gbh\b(^e! 
donnent  h'q'^  ou  xm\  ou  xf  :  ge'ilbq'  ibe'ilap:  ae;  donc  les  distances  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  E  à  un  même  foyer  et  à  la  droite  D  ou  D'  correspondant 
à  ce  foyer,  sont  dans  un  rapport  constant.  Donc  enûn  D  et  D'  sont  les  directrices 
de  l'ellipse  E. 

Si  par  le  sommet  s  du  cône  on  mène  la  droite  si  parallèle  à  la  droite  q^e',  les 

triangles  bcfef  et  sbl  sont  semblables  et  donnent  bq'  :  b^iibs:  blj  l'angle  sbl  est  plus 
grand  que  asb^  donc  si  du  point  6  on  menait  une  parallèle  à  la  génératrice  G,,  elle 
passerait  dans  F  intérieur  de  Tangle  sbl  et  couperait  la  droite  si  en  un  point  J^  tel 
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que  Ton  aurait  bi=b8^  mais  la  droite  bl  est  plus  grande  que  la  droite  Hy  donc 
enfin  bl  est  pins  grand  que  bs  ;  d'où  il  résulte  qu'un  point  quelconque  x  de  Tel* 
lipse  est  plus  près  du  foyer  que  la  directrice  qui  correspond  à  ce  foyer  (en  se  rap- 
pelant que  la  directrice  et  le  foyer  qui  lui  correspond  sont  toujoun  situés  d*un 
même  côté  par  rapport  au  centre  de  Tellipse). 

291.  THÉORinE.  Tout  point  de  la  section  conique  ^  composée  dune  seule  branche 
infinie,  est  également  éloigné  du  foyer  et  de  sa  directrice. 

Soit  P  {fig.  191  )  la  section  faite  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  mené  au 
cône  par  la  génératrice  G,,  le  plan  méridien  (A,GJ  ou  M  sera  perpendiculaire  au 
plan  sécant  et  le  coupera  suivant  une  droite  B ,  qui  sera  Taxe  de  la  courbe  P  et 

qui  sera  parallèle  à  G,.  Cela  posé ,  inscrivons  dans  l'angle  h'sh ,  situé  dans  le  plan  M, 
un  cercle  tangent  aux  trois  droites  G, ,  Gj,B,  son  centre  sera  sur  l'axe  A  du  cône 

et  sur  la  bissectrice  de  l'angle  sag^  laquelle  est  perpendiculaire  à  l'axe  A  ;  si  Ton 
suppose  que  ce  cercler  tourne  autour  de  A ,  il  engendrera  une  sphère  S  tangente  à 
la  surface  conique  de.  révolution  le  long  du  parallèle  A  et  au  plan  de  la  section 
conique  en  /,  point  qui  sera  le  foyer  de  la  courbe  P  ;  le  plan  du  parallèle  A  coupe 
la  droite  Ben  un  point  e;  par  ce  point  e,  élevant  la  droite  D  perpendiculaire  à  B, 
on  aura  en  cette  droite  D  la  directrice  de  la  courbe  P. 

Prenons  maintenant  un  point  quelconque  x  sur  la  courbe  P^  par  ce  point  faisons 
passer  un  parallèle  K,  son  plan  coupe  le  plan  de  la  courbe  P  suivant  une  droite  xg 
perpendiculaire  au  méridien  M ,  et  par  conséquent  perpendiculaire  à  la  droite  B 
située  dans  ee  plan  M  ;  far  ^oite  xg  est  donc  parallèle  à  D ,  et  par  conséquent  ge 
mesure  la  distance  du  point  x  à  la  directrice  D.  Je  dis  que  l'on  a  :  ge=^xf]  en 
effet  y  par  le  point  x  passe  une  génératrice  G  du  cône,  laquelle  est  tangente  à  la 
sphère  S  au  point  m ,  point  en  lequel  cette  génératrice  G  coupe  le  parallèle  A ,  on 
a  donc  xf=xm=ph=pa'halif  mais  à  cause  que  la  droite  B  est  parallèle  à  la 
droite  G,,  les  deux  triangles  pae  et  gah  sont  isocèles  et  donnent  pa=ae ,  ah=ag , 
l'on  a  donc  xf=^ge. 

Cette  courbe  P  a  reçu  le  nom  de  parabole  j  le  pointa  en  est  le  sommet ,  et  l'on  a 
évidemment  af=ae,  La  droite  B  est  dite  aie  infini  de  la  courbe. 

292.  Théorème.  La  différence  des  distances  dun  point  quelconque  de  la  section 
conique ^  composée  de  deux  branches  infinies^  à  deux  points  fixes  situés  sur  son  axe 
transverse  est  constante  et  égale  à  la  longueur  de  cet  axe. 

Soient  (H,  H')  les  deux  branches  infinies  de  la  section  faite  par  un  plan  parallèle 
à  deux  génératrices  (fig.  182),  coupons  le  cône  par  un  plan  méridien  M  parallèle 
au  plan  vertical  de  projection  et  perpendiculaire  au  plan  sécant  ;  inscrivons  deux 
œrcles  C  et  G^,  tangents  aux  droites  B,G,y  G, ,  situées  dans  le  plan  M  ;  supposons 
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-^ue  ces  cercles  tournent  autour  de  l'axe  A  et  engendrent  les  sphères  S  et  S' tan- 
gentes au  cône  le  long  des  parallèles  A  et  A'  et  au  plan  de  la  section  aux  points 
fetf. 

Prenons  un  point  quelconque  x  sur  la  courbe  (H,  H') ,  menons  xf  eixfy  je  dis 
que  xf — xf=coïist.=ab.  En  effet,  par  le  point  x  passe  une  génératrice  G  tan- 
gente aux  sphères  S  et  S'  aux  points  m  et  m',  où  elle  rencontre  les  parallèles  A 
et  A'  ;  on  a  donc 

xf=^  xm  ,    xf*  =  xm' 
d'où 

xf — xf=  xm' — xm = mm' = constante 
puis 

mm'  =pp'  ==  çç' 
mais 

pp'=ap'—ap  =  af—af=ab  +  bf'—af,  qq'  =  hq—bq'z=hf—bf=ab  +  af—br 
donc 

br—af=af—br 
d'où 

<ïbf=^af       et       bf=:-af 
par  conséquent  pp',  ou 

xf —xf=af —bf  =:zab 

Cette  courbe  a  reçu  le  nom  d^ hyperbole  j  les  points  a  et  6  en  sont  les  sommets^ 
y  et/  \es  foyers,  et  le  point  o^  milieu  de  ab,  en  est  le  centre ^  ei  par  lo  point  o  on 
élève  une  perpendiculaire  à  a6,  on  a  la  droite  désignée  en  analyse  sous  le  non> 
d'axe  jma^matre  de  l'hyperbole,  et  la  droite  ab  est  Aii^axe  réel  on  transverse  de 

rhyborbole. 

293.  Les  plans  des  parallèles  A  et  A'  coupent  l'axe  B  aux  points  a  et  e',  et  ces 
points  sont  tels  que  l'on  a  ae=bef.  En  effet,  les  triangles  semblables  ebq^bqfef  et 
aep^ae'p'  donnent  be'  :  bq[  il  ee'  :  qqf  eiae:  apW  ee'  :  pp',  mais  b(f=bf=af=:apj 
qq'=pp^,  donc  6e'=ae,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Cela  posé ,  si  des  points  e  et  e^  on  élève  les  droites  D  et  D'  perpendiculaires  à  la 
droite  B,  ce  seront  les  directrices  de  l'hyperbole,  qui  jouissent  de  cette  propriété, 
savoir  :  que  tes  distances  (Tun  point  quelconque  de  C hyperbole  à  un  foyer  et  à  la  direc- 
trice voisine  sont  dans  un  rapport  constant.  En  effet,  par  le  point  x  faisons  passer  un 
parallèle  K ,  son  plan  coupera  le  plan  de  la  courbe  (H,  BC)  suivant  une  droite  xy 
perpendiculaire  au  plan  méridien  M,  et  perpendiculaire  par  conséquent  à  la  droite 
B,  et  dès  lors  parallèle  aux  directrices  D  et  D',  donc  ge  et  ge'  sont  les  distances 
du  point  X  à  ces  directrices  D  et  D',  et  les  triangles  semblables  hag ,  aep  donnent 


—  69  — 

hp:ge::  ap:  ae;  mais  hp  =  xm=xf^  donc  xf  :ge  il  apiae,  de  même  les  triangles 
semblables  bgh^be'q'  donnent  h'c(  \ge'  ::  bq'  AV;  mais  h'(^^=ixnt!=^xf  y  bq^=apy 
be=aef   donc  xfige^  Il  ap  :  ae ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

L'angle  eap  est  plus  petit  que  psq,  donc  si  par  le  point  a  on  mène  une  parallèle 
à  la  génératrice  G,  du  cône  et  rencontrant  pe  en  t ,  on  aura  ai=ap  et  la  droite  ae 

passera  dans  Tintérieur  de  Tangle  pai ,  Ton  aura  donc  ae  plus  petit  que  ap. 

Dès  lors,  pour  Thyperbole  un  point  quelconque  de  la  courbe  est  plus  éloigné  du 
foyer  que  de  la  directrice  correspondante  à  ce  foyer. 

294.  Un  cône  de  révolution  ne  pouvant  être  coupé  par  un  plan  que  suivant  une 
ellipse,  une  parabole ,  ou  une  hyperbole,  ces  trois  courbes  ont  reçu  le  nom 
commun  de  sections  coniques ,  on  les  nomme  aussi  courbes  du  second  degré  parce 
que  leurs  équations  sont  du  second  degré.  L'ellipse  comprend  le  cercle,  comme 
cas  particulier,  et  Tellipse  devient  un  cercle  lorsque  la  distance  focale  est  nulle ^  ou 
que  ses  deux  axes  sont  égaux. 

294  bis.  Concevons  un  cône  de  révolution  A  dont  Taxe  de  rotation  A  se  trouve 
placé  dans  le  plan  vertical  de  projection  et  perpendiculaire  au  plan  horizontal  de 
projection.  Désignons  par  s  le  sommet  de  ce  cône  et  coupons-le  par  une  suite  de 
plans  P,  P',  P'',  etc. ,  parallèles  entre  eux  et  perpendiculaires  au  plan  vertical  de 
projection  qui  sera  un  plan  méridien  M  du  cône  A. 

Ce  plan  M  coupera  la  surface  A  suivant  deux  génératrices  droites  G  et  G,  et  les 
plans  P,  P',  P",  etc. ,  suivant  des  droites  parallèles  entre  elles ,  et  qui  ne  seront 
autres  que  les  traites  verticcitx5&  V%  Y",  V",  de  ces  plans ,  lesquels  couperont  le 
cône  A  suivant  des  sections  coniques  semblables  E,E',  E",  etc.  (qui  seront  toutes 
des  ellipses,  ou  des  paraboles ,  ou  des  hyperboles," solvant  la  direction  donnée 
aux  plans  sécants  P,  F,  F',  etc.). 

Traçons  dans  le  plan  M  des  cercles  C,  C,  C",  etc. ,  tangents  aux  droites  G  et  G, 
et  aux  droites  V%  V",  V",  etc.  Ces  cercles  toucheront  les  traces  V,  V",  V",  etc. , 
respectivement  en  des  points/,/,/',  etc.,  qui  seront  les  foyers  homologues  des 
sections  coniques  E,  E',  E'',  etc. 

Cela  posé  : 

Je  dis  que  le  sommet  s  du  cône  et  les  divers  foyers  homologues/,/,/',  etc. ,  sont 
en  ligne  droite. 
Et  en  effet ,  fig.  1 92  bis. 

Les  rayons  of^df.dJ\  etc. ,  des  cercles  C, C, C", etc. ,  seront  parallèles  entre 
eux ,  comme  perpendiculaires  aux  tangentes  parallèles  entre  elles  V%  V",  V",  etc. 

De  même  les  rayons  op,  dp\  o"p"j  etc. ,  seront  parallèles  entre  eux  comme 
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perpendiculaires  à  la  droite  G,  qoi  est  ane  tangente   commune  aux  cerclet 

Kaj  \j»  f  \jt  ^  6tC« 

On  aura  doDC  : 

so  :  so'  :  80"  :  etc.  ::  op  :  dp'  :  o"f  :  etc. 

ou 

90  :  8o'  :  $o"  :  etc.  ::  o{\  o'f  :  o"f"  :  etc. 

proportions  qui  démontrent  que  le  point  $  et  les  points/,/,/',  etc.,  sont  en  ligne 
droite. 

Si  donc  deux  ellipses,  ou  deux  paraboles,  ou  deux  hyperboles  étant  semblables 
et  semblablement  placées,  le  pôle  de  similitude  est  le  foyer  de  Tune  des  courbes,  il 
sera  en  même  temps  le  foyer  de  la  seconde  courbe. 

295.  Une  section  conique  quelconque  peut  toujours  être  placée  sur  une  infinité 
de  cônes  de  révolution ,  dont  les  sommets  sont  les  différents  points  d'une  autre 
section  conique ,  comme  nous  allons  le  démontrer  : 

X""  Soit  donnée  une  ellipse  E  (Jxg.  <93),  dont  ab  et  ci  sont  les  axes,  /et/  les 
foyers;  considérons  le  plan  de  la  courbe  E  comme  horizontal,  et  par  Tun  des 
foyers/ élevons  la  verticale /r  sur  Laquelle  nous  prendrons  un  point  r  quelconque; 
de  ce  point  r,  cooome  centre,  et  avec  le  rayon  /r  décrivons  un  cercle  G  dans  le 
plan  vertical  M  passant  par  le  grand  axe  affb  de  Tellipse  E;  puis  des  points  a  et  6 
n]yeD0ns  des  tangentes  à  ce  cercle,  elles  se  couperont  en  un  points,  qui  sera  le 
sommet  d'un  cône  de  révolution  A  ayant  êr  pour  axe,  «a  et  sb  pour  génératrices 
droites  situées  dans  le  plan  M.  Sur  ce  cône  A  est  plaoée  rôUip&a  E  ;  en  effet ,  cette 
surface  conique  A  sera  coupée  par  le  plan  horizontal  suivant  une  ellipse  ayant 
même  axe  aA,  et  mômes  foyer© /et/  que  E ,  car  en  comparant  la  figure  actuelle 
avec  la  figui-c  i  90 ,  on  voit  que  le  cercle  G  est  précisément  celui  qui  par  son  point 
de  contact/ avec  a6  donnerait  le  foyer  de  la  section;  mais  deux  ellipses  ayant 
même  axe  et  mêmes  foyers  sont  évidemment  identiques ,  donc  Tellipse  E  est  placée 
sur  la  surface  conique  A  que  nous  venons  de  considérer. 

En  choisissant  un  autre  point  r'  sur  la  verticale ,  on  obtiendra  une  autre  surface 
conique  A',  ayant  pour  sommet  un  point  s'  ;  on  pourrait  aussi  élever  la  verticale 
par  le  second  foyer/',  et  l'on  obtiendrait  ainsi  une  série  de  sommets  «,  «',  etc. , 
tous  situés  sur  une  courbe  (H,  W) ,  que  je  dis  être  une  hyperbole  ayant  pour  som- 
mets les  foyers  /  et  /  de  l'ellipse  E ,  et  pour  foyers,  les  sommets  a  et  6  de  cette 
ellipse.  En  effet ,  on  a  évidemment  d'après  la  figure ,  pour  un  point  quelconque  $ 
de  cette  courbe  (H,  H')  : 

#6 — â(»=S9  4~9^^^'P  — P*  =  H  — ap  =  h{ — a/'=  hf —  hf  =  ff' 
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296.  De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  différentes  propriétés  de  l'hyperbole. 
On  voit  d'abord  que  si  Ton  construit  un  cercle  C  de  rayon  quelconque  tangent 

à  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  (H,  BC)  au  sommet  /,  et  que  des  foyers  a  et  fr  on 
mène  des  tangentes  à  ce  cercle ,  ces  tangentes  vont  se  couper  en  un  point  9  de 
l'hyperbole  situé  sur  la  branche  qui  passe  par  le  sommet  /,  ce  qui  fournit  mi 
moyen  de  construire  par  points  une  hyperbole  dont  011  connaît  les  sommets  et  les 
foyers.  Réciproquement  si  l'on  mène  les  rayons  vecteurs  «a,  sb  d'un  point  quel- 
conque s  de  l'hyperbole,  et  que  Ton  inscrive  un  cercle  dans  le  triangle  asb^  ce 
cercle  touchera  l'axe  transverse  au  sommet  /  de  la  branche  d^hyperbote  sur  la- 
quelle est  situé  le  point  s. 

Les  points  de  contact  des  cercles  ainsi  construits  et  des  rayons  vecteurs  aboti* 
tissant  au  même  foyer  a  sont  sur  une  circonférence  de  cercle  décrite  de  ce  foyer 
comme  centre  et  avec  la  distance  a/*  pour  rayon.  Car  pour  tous  ces  cercles  on  a: 
ap  =  af  comme  tangentes  issues  d'un  même  point. 

297.  Si  l'on  suppose  que  le  cercle  C  tourne  autour  de  l'axe  «r,  il  engendrera 
une  sphère  tangente  à  la  surface  conique  le  long  du  paraUMe  A,  dont  le  plan 
coupera  Taxe  06  de  l'eJlipse  E  en  un  point  e  appartenant  à  la  directrice  D  de  cette 
courbe  (n®  289),  on  aura  donc  pour  un  point  quelconque  a:  de  E  la  proportion 
œfige::  af:  ae.  Si  l'on  prend  un  autre  sommet  s ,  sur  la  même  branche  H  de  l'hy- 
perbole ,  qu'on  fasse  les  mêmes  constructions  par  rapport  au  nouveau  cône ,  le 
plan  du  parallèle  de  contact  A  coupera  ab  en  un  point ,  que  je  désigne  pour  un 
instant  par  «, ,  et  Ton  aura  xf:ge^::af:ae^;  de  ces  deux  proportions  on  tire 
ge:ae*,ig€^  i^e,^  êr^^^ — me^iae  V.ge^ — ae^  '«^lî  maisgre — a€=ag=ge^ — ae^j 
donc  ae=ae^.  Donc  tous  les  plans  de  paraitèles  de  contact  tels  que  A  coupent  te 
plan  de  l'ellipse  E  suivant  la  même  droite  D  et  ne  déterminent  ainsi  qu'une  seule 
directrice  de  celte  courbe  E.  Si  l'on  considère  les  cônes  ayant  leurs  sommets  sur 
l'autre  branche  H'  on  obtiendra  de  la  même  manière  la  seconde  directrice  D'  de 
l'ellipse  E. 

298.  On  démontre  par  Vanatyse  appliquée  à  la  géométrie  que  la  tangente  à 
l'hyperbole  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  des  rayons  vecteurs  du  point  de 

contact;  or,  l'axe  sr  du  cône  de  révolution  divise  l'angle  asb  en  deux  parties 
égales,  donc  il  est  tangent  à  l'hyperbole  (H,  H')  au  point  s.  D'où  Ton  déduit  cette 
propriété  que  les  axes  des  cônes  de  révolution  sur  lesquels  on  peut  placer  une  ellipse 
sont  tangents  à  la  courbe  lieu  de  leurs  sommets.  Mais  cette  propriété  se  trouvera  dé- 
montrée par  la  géométrie  descriptive  sans  avoir  besoin  de  recourir  à  V analyse  ;  car 
plus  loin  nous  démontrerons  directement  la  propriété  suivante,  savoir  :  la  normale 
en  un  point  d*une  section  conique  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  des  rayons  rec- 
temrs  afont  te  point  considéré  pour  sommet. 
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En  augmentant  le  rayon  fr^  les  tangentes  ab  et  bq  approchent  du  parallélisme; 
lorsque  ces  droites  seront  parallèles,  le  sommet  s  sera  transporté  à  Tinfini,  et 
le  cône  se  transformera  en  un  cylindre.  On  aurait  un  second  cylindre  en  décri- 
vant un  cercle  égal  et  tangent  au  point /',  mais  il  est  facile  de  reconnaître  que  ces 
deux  cylindres  sont  superposables  et  qu'ainsi  on  peut  placer  sur  un  cylindre 
(n"*  287)  de  révolution  Tellipse  proposé  E,  de  deux  manières  différente ,  cette 
courbe  Ë  affectant  dès  lors  sur  le  cylindre  deux  positions  que  Ton  obtient 
{fig.  188}  en  faisant  tourner  le  plan  P  de  Tellipse  E  autour  de  cd  d'un  côté  ou 
d'autre  et  d'^n  même  angle. 

Dans  le  cas  que  nous  considérons ,  Taxe  du  cylindre  passe  par  le  centre  o 
(fig.  193)  de  Ë  et  par  le  point  de  Thyperbole  (H,  H')  situé  à  Tinfini,  donc  il  sera 
Tasymptote  de  celte  hyperbole,  car  nous  démontrerons  plus  loin  que  les  asymp- 
totes de  rhyperbole  passent  par  le  centre. 

S99.  2''  Soit  donnée  une  parabole  P  {fig.  194),  dont  a  est  le  sommet  et/ le 
foyer;  considérons  le  plan  de  P  comme  horizontal,  et  par  le  foyer  élevons  la  ver- 
ticale /r  sur  laquelle  nous  prendrons  un  point  quelconque  r  pour  centre  d'un 
cercle  C  tangent  à  l'axe  infini  de  la  parabole  et  au  point/,  puis  ayant  prolongé /r 
jusqu'en  q ,  menons  par  les  points  a  et  9  des  tangentes  à  C ,  elles  se  couperont  en 
un  point  «,  qui  sera  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  ayant /r  pour  axe,  sa  et 
^q  pour  génératrices  droites,  et  sur  lequel  est  placée  la  parabole  P.  En  effet,  le 
plan  horizontal,  parallèle  à  la  génératrice  sq,  coupe  cette  surface  conique  suivant 
une  parabole  ayant  même  sommet  a  et  même  foyer  /  que  la  courbe  donnée  P 
(n*  290),  donc  ces  deux  paraboles  sont  identiques.  Donc,  enfin,  la  parabole  P  est 
placée  sur  la  surface  conique  que  nous  venons  de  considérer. 

En  prenant  d'autres  centroe  r  sur  la  verticale  élevée  au  point/,  on  trouvera  une 
infinité  d'antres  surfaces  coniques,  sur  lesquelles  sera  également  placée  la  para- 
bole P,  et  je  dis  que  les  sommets  s  sont  les  différents  points  d'une  parabole  P'  ayant 
son  sommet  en/  et  son  foyer  en  a.  En  effet,  la  figure  montre  évidemment  que  pour 
un  point  quelconque  s  de  P'  on  a  : 

8a=zsp-\-paz=zsp  -\-af=8p  -^  fe'=^8q-\-ql  =  sl 

300.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  si  l'on  construit  un  cercle  C  d'un  rayon 
quelconque  et  tangent  à  l'axe  infini  d'une  parabole  F  au  sommet/,  que  l'on  mène 
une  tangente  à  ce  cercle  C  par  le  foyer  a  et  une  autre  tangente  à  ce  même  cercle , 
mais  parallèle  à  l'axe  infini ,  ces  deux  tangentes  se  rencontrent  en  un  point  s  de 
la  parabole  P',  ce  qui  fournit  un  moyen  de  construire  par  points  une  parabole 
dont  on  connaît  le  sommet  et  le  foyer.  Réciproquement,  si  par  un  point  quel- 
conque s  de  la  parabole  V  on  mène  le  rayon  vecteur  et  une  parallèle  à  l'axe  infin  i 
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et  extérieurement  à  la  courbe  P',  le  cercle  tangent  à  ces  trois  droites  touchera  Taxe 
infini  de  la  parabole  F  au  sommet  de  cette  courbe  F. 

Les  points  de  contact  des  cercles  ainsi  construits  et  des  rayons  vecteurs  sont 
sur  une  circonférence  de  cercle  décrite  du  foyer  comme  centre  et  avec  la  distance 
a/ pour  rayon  y  car  pour  tous  ces  cercles  on  a  ap=af. 

301 .  Si  Ton  suppose  que  le  cercle  C  tourne  autour  de  l'axe  «r,  il  engendrera 
une  sphère  tangente  à  la  surface  conique  le  long  d'un  parallèle  A  dont  le  plan 
coupe  le  plan  de  la  parabole  P  suivant  la  directrice  D  (n*  290),  de  sorte  que  Ton  a 
ae=a/;  pour  tout  autre  sommet  Sj  on  trouvera  un  autre  parallèle  A  dont  le  plan 
devra  couper  le  plan  de  la  parabole  suivant  la  même  droite  D,  puisque  af  est 
constant. 

302.  Par  Vanalyse  appliquée  à  la  géométrie  on  démontre  que  la  tangente  à  la 
parabole  divise  en  deux  parties  égales  Tangle  du  rayon  vecteur  et  du  diamètre, 
donc  Taxe  sr  est  tangent  à  la  parabole  P',  on  en  conclut  évidemment  que  la  sous- 
tangente  est  double  de  l'abscisse,  car  on  a  nf^=q8;  mais  nous  démontrerons  direc- 
tement cette  proposition  (n'^SSi),  et  ensuite  nous  démontrerons  que  cette  môme 
propriété  existe  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole  en  la  faisant  passer  de  la  parabole 
sur  ces  deux  .courbes. 

303.  A  mesure  que  le  sommet  s  s'éloigne  sur  la  parabole  F,  le  rayon  fr  du 
cercle  augmente  indéfiniment,  de  sorte  que  le  cône  ne  pourrait  dégénérer  en 
cylindre  qu'en  supposant  fr  infini ,  c'est-à-dire  qu'une  parabole  P  ne  peut  jamais 
être  placée  sur  un  cylindre  de  révolution.  Donc  aussi  un  cylindre  de  révolution 
ne  peut  pas  être  coupé  par  un  plan  suivant  une  parabole. 

304.  3*  Soit  donnée  une  hyperbole  (H,  H')  {fig.  195)  dont  a  et  6  sont  les  som- 
mets, /  et/  les  foyers;  considérons  le  plan  de  (H, H')  comme  plan  horizontal,  et 
par  l'un  des  foyers  /  élevons  la  verticale  fr  et  d'un  centre  quelconque  r  décrivons 
le  cercle  G  tangent  en /à  l'axe  réel  ou  transverse  afr,  par  les  sommets  a  et  6  me- 
nons des  tangentes  à  ce  cercle ,  elles  se  couperont  en  un  point  s  qui  sera  le  som- 
met d'un  cône  de  révolution  ayant  sr  pour  axe,  m  et  sb  pour  génératrices  droites 
et  sur  lequel  sera  située  l'hyperbole  (H,  H  ).  En  effet,  cette  surface  conique  sera 
coupée  par  le  plan  horizontal  suivant  une  hyperbole  ayant  mêmes  sommets  a  et  6 
et  mêmes  foyers/ et/'  que  l'hyperbole  proposée,  et  qui  par  conséquent  sera  iden* 
tique  avec  elle. 

Mais  en  choisissant  un  autre  point  r,  on  trouvera  par  la  même  construction  on 
autre  sommet  s  d'un  cône  de  révolution  sur  lequel  sera  située  l'hyperbole  pro- 
posée (H,H^;  le  lieu  de  ces  sommets  est  une  ellipse  E  ayant  pour  sommets  les 
foyers/et/  de  l'hyperbole  (H,  H^)  et  pour  foyers  les  sommets  a  et  6  de  cette  byper- 

t*  PÀATIB.  iO 
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bole;  en  effet,  pour  l'un  quelconque  de  ces  sommets  «,  on  a  évidemment  : 

$a-{-$b=:sp  +  pa'^qh  —  sq  =  ap-{'bq=^af-\-bf=bf  -\'bf=ff' 

308.  Nous  voyons  par  ce  qui  précède  que  si  Ton  décrit  un  cercle  d'un 
rayon  quelconque  tangent  au  grand  axe  d'une  ellipse  E  et  en  son  sommet; 
que  si  des  foyers  a  et  6  on  mène  des  tangentes  à  ce  cercle ,  elles  vont  se  couper 
en  un  point  s  de  l'ellipse  E;  ce  qui  fournit  un  moyen  de  décrire  par  points  une 
ellipse  dont  on  connaît  les  sommets  et  les  foyers.  Réciproquement,  si  l'on  décrit 
un  cercle  tangent  :  1**  au  grand  axe  d'une  ellipse  E,  2**  à  l'un  des  rayons  vec- 
teurs mené  à  un  point  x  de  cette  ellipse  et  3*  au  prolongement  de  l'autre  rayon 
vecteur  mené  au  même  point  a;,  le  point  de  contact  avec  l'axe  sera  au  sommet 
de  la  courbe  E. 

Les  points  de  contact  des  cercles  ainsi  construits  et  des  rayons  vecteurs  abou- 
tissant au  même  foyer  a  sont  sur  une  circonférence  décrite  de  ce  foyer  comme 
centre  et  avec  la  distance  af  pour  rayon ,  car  pour  chacun  de  ces  points  on  a 
toujours  af=ap. 

306.  Si  l'on  suppose  que  le  cercle  C  tourne  autour  de  l'axe  «r,  il  engendrera 
une  sphère  tangente  à  la  surface  conique  le  long  d'un  parallèle  A ,  dont  le  plan 
coupera  le  plan  horizontal  suivant  une  droite  D,  directrice  de  l'hyperbole  (H,  H') 
(n*  292). 

Si  Ton  construit  donc  des  cônes  ayant  leurs  sommets  en  chaque  point  de 
l'ellipse  E  et  les  sphères  correspondantes,  tous  les  plans  des  parallèles  de  contact 
se  couperont  suivant  la  même  droite  D. 

307.  On  démontre  par  Vanalyse  appliquée  à  la  géométrie  que  la  tangente  à 
l'ellipse  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  supplémentaire  des  rayons  vecteurs 
menés  au  point  de  contact.  Or,  l'axe  $r  du  cône  remplit  cette  condition,  donc  il 
doit  être  tangent  à  l'ellipse. 

Plus  loin  nous  démontrerons  directement  cette  propriété ,  en  démontrant  que  la 
normale  en  un  point  d'une  ellipse  divise  en  deux  parties  égales  Taugle  des  rayons 
vecteurs  passant  par  ce  point. 

Si  le  point  s  est  au  sommet  du  petit  axe  de  Tellipse ,  l'axe  sr  du  cône  est  paral- 
lèle à  a6,  ce  qui  est  évident,  car  alors  les  angles  sabj  sba  sont  égaux,  par  suite 
la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  est  parallèle  à  la  base,  donc  dans  ce  cas  parti- 
culier il  est  démontré  que  Taxe  du  cône  est  tangent  à  l'ellipse. 

En  augmentant  encore  le  rayon/r,  le  sommet  s  se  rapproche  de  /',  et  jamais  le 
cône  ne  dégénère  en  cylindre  ;  donc  une  hyperbole  ne  peut  jamais  être  placée  sur 
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un  cylindre  de  révolution.  Donc  aussi  un  cylindre  de  révolution  ne  peul  jamais 
être  coupé  par  un  plan  suivant  une  hyperbole. 

308.  Problème  III.  —  Placer  une  section  conique  donnée  sur  un  cône  de  ré-- 
volution   donné.    V  Si  la  section  conique  est  une  ellipse  E  {fig>    193)   en   pre*- 

nant  un  point  quelconque  de  l'hyperbole  (H,  H')  on  voit  que  l'angle  ask  peut  va- 
rier  de  180*  à  0%  donc  on  pourra  placer  la  courbe  E  sur  le  cône  donné  quel  que 
soit  son  angle  au  sommet;  et  pour  placer  la  courbe  E  sur  le  cône^  ayant  mçné 
un  plan  méridien  de  ce  cône,  il  suiTira  d'inscrire  dans  l'angle  des  génératrices 
extrêmes  une  droite  ab  égale  au  grand  axe  de  Tellipse ,  ou  autrement  ayant  con- 
struit comme  ci-dessus  (n"  294)  la  courbe  (H, H'),  puis  sur  ab  et  dans  le  plan  de 

cette  hyperbole  (H,  H')  ayant  décrit  un  segment  capable  de  l'angle  a«6  (formé  par 
les  génératrices  extrêmes  du  cône  donné) ,  ce  segment  coupera  l'hyperbole  en 
deux  points  symétriquement  placés ,  les  unissant  l'un  et  l'autre  aux  points  a  et  b 
on  aura  deux  triangles  identiques;  soit  sab  l'un  d'eux,  on  coupera  le  cône  donné 
par  un  plan  méridien  et  l'on  portera  respectivement  sur  les  deux  génératrices  qui 
y  seront  contenues  les  distances  sa^sb,  puis  conduisant  par  les  deux  points  ainsi 
obtenus  un  plan  perpendiculaire  au  plan  méridien ,  il  coupera  le  cône  suivant  une 
ellipse  identique  à  la  courbe  proposée. 

2"  Si  la  section  conique  donnée  est  une  parabole  P  {fig.  1 94) ,  on  construira 
encore  la  parabole  P'  (n""  298);  du  sommet  a,  on  mènera  une  droite  faisant  avec 
Taxe  infini  de  la  courbe  F  un  angle  supplément  de  l'angle  au  sommet  du  cône 
proposé,  cette  droite  coupera  P^  en  un  point  s,  portant  la  distance  as  sur  une 
génératrice  du  cône ,  et  par  le  point  ainsi  obtenu  menant  une  parallèle  à  la  géné- 
ratrice opposée  du  cône ,  puis  par  cette  droite  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
méridien  correspondant ,  il  coupera  le  cône  suivant  une  parabole  identique  à  la 
courbe  proposée.  Il  est  évident  que  cette  construction  est  possible  quel  que  soit 
l'angle  au  sommet  du  cône  proposé.  Donc  une  parabole  quelconque  peut  être 
placée  sur  un  cône  quelconque  de  révolution,  c'est-à-dire  :  quel  que  soit  l'angle 
au  sommet  de  ce  cône. 

3"'  Si  la  section  conique  donnée  est  une  hyperbole  (H,  H')  {fig.  <95),  ayant 
construit  l'ellipse  E  (n*  303),  on  décrira  sur  o6,  et  dans  le  plan  de  cette  ellipse,  un 
segment  capable  du  supplément  de  l'angle  au  sommet  du  cône  donné ,  il  coupera  E 
en  un  point  s;  prenant  alors  deux  génératrices  opposées  du  cône  donné  et  sur  ces 
génératrices,  mais  dans  des  nappes  différentes  pour  l'une  et  l'autre,  portant  les 
distances  sa,sb;  menant  ensuite  par  ab  un  plan  perpendiculaire  au  plan  méridien 
correspondant,  il  coupera  le  cône  donné  suivant  une  hyperbole  identique  à  la 
courbe  proposée.  Il  est  évident  que  le  segment  décrit  sur  ab  ne  coupera  pas  tou- 
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jours  Tellipse  E,  il  faut  que  Tangle  au  sommet  du  cône  soit  plus  grand  que  le 
supplément  de  Tangle  des  rayons  vecteurs  menés  du  sommet  du  petit  axe  de 
Tellipse  E.  Donc  une  hyperbole  quelconque  ne  peut  pas  toujours  être  placée  sur 
un  cône  quelconque  de  révolution,  elle  ne  peut  se  trouver  que  sur  un  cône  dont 
Tangle  au  sommet  est  au  moins  égal  au  supplément  de  celui  d'un  triangle  isocèle 
ayant  pour  base  Taxe  transverse  ab  et  pour  côté  la  demi-distance  des  foyers  ofde 
cette  hyperbole. 

Des  focales  des  sections  coniques. 

309.  Dans  Tellipse  chaque  foyer  peut  être  remplacé  par  un  point  quelconque 
de  la  branche  d'hyperbole  (n^  29i)  qui  y  passe  et  la  propriété  fondamentale  de 
cette  courbe  (savoir  :  que  la  somme  des  rayons  vecteurs  menés  à  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  est  constante)  est  encore  satisfaite.  En  effet,  prenons  les 
points  s  et  «'  (Jig.  193)  respectivement  situés  sur  les  deux  branches  de  l'hyper- 
bole (H,  H')  et  considérons  un  point  x  quelconque  de  l'ellipse  E;  les  génératrices 
SX  et  s\x  rencontrent  les  parallèles  A  et  A'  en  les  points  t  et  e'  et  l'on  a  st=spj 
s*t!:=^s'p\  xt^=xf^  xi'  =  xf  comme  tangentes  à  une  même  sphère  et  issues  d'un 
même  point;  donc  l'on  a  : 

SX'\-s'x=z9Î-\-tX-\-s'('{-i'x=^Sp  +  ^p'-\'Xf'\'Xf'^=:^ah  +  9p-\'ilp'=^COÏ^^^ 

Donc  ces  points  s  et  s'  pourraient  aussi  être  nommés  foyers  de  l'ellipse  E  et  soos 
ce  point  de  vue,  l'hyperbole  (H,  H')  est  le  lieu  des  foyers  de  l'ellipse  E,  ce  qui  lui 
a  fait  donner  le  nom  Aq  focale  de  C ellipse. 

Il  est  évident  que  si  l'on  prend  les  deux  foyers  sur  la  même  branche  de  l'hyper- 
bole  (H,  HO  9  on  trouvera  que  c'est  la  différence  des  rayons  vecteurs  qui  est  con- 
stante et  non  leur  somme,  car  on  aurait  dans  l'expression  de  chaque  rayon  vec- 
teur le  terme  xfow  xf\  que  l'on  ne  pourrait  faire  disparaître  que  par  soustraction; 
et,  en  effet,  en  considérant  le  même  foyer  /,  on  voit  que  {xf-^xf)  n'est  plus 
constant,  mais  bien  {xf — a/),  puisque  l'on  ax/ — xf=0. 

310.  Si  de  même  pour  la  parabole  P  on  remplace  le  foyer  f  (Jig.  194)  par  un 
point  quelconque  s  de  la  parabole  F  (n^  298),  et  si  l'on  prend  en  même  temps  au 
lieu  de  la  directrice  D,  une  parallèle  à  cette  droite  et  menée  par  le  point  où  a/ est 
coupée  par  une  parallèle  à  qp  passant  par  le  point  «,  on  voit  de  suite  qu'un  point 
quelconque  de  la  parabole  P  sera  encore  également  distant  du  foyer  s  et  de  la 
directrice  correspondante.  En  effet,  on  a  : 

xs=^xt'\-is=ixf'^sq^=:xg'\'gg^-=xg^ 
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La  parabole  F  est  donc  le  liea  des  foyers  de  la  parabole  P,  elle  est  dite  pour 
cela  la  focale  de  celte  courbe. 

311.  Enfin,  si  Ton  remplace  les  foyers  de  l'hyperbole  (HjHOC/jf.  195)  par 
deux  points  quelconques  s^s^  de  Tellipse  Ë  (n""  303),  la  différence  des  distances 
d'un  point  quelconque  de  Tbyperbole  à  ces  deux  points  sera  encore  constante. 
En  effet,  considérons  deux  points  m  et  m'  de  Thyperbole  situés  l'un  sur  une 
branche  et  l'autre  sur  l'autre  branche  de  l'hyperbole ,  on  sait  que  si  la  courbe  E 
est  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  sur  lesquels  on  peut  placer  l'hyper- 
bole (H,H%  réciproquement  la  courbe  (H,  H')  sera  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
de  révolution  sur  lesquels  on  peut  placer  l'ellipse  E  (n**  294  et  303),  donc  la  courbe 
(H,  H')  sera  la  focale  de  la  courbe  E  (n"*  308)  et  l'on  aura  : 

sm-{-8ml=^i'm-\'ftfnl     d'où      m$ — mtf:=m'$' — m'<=constante 

Si  l'on  prend  deux  points  m  et  m!'  sur  une  même  branche  de  l'hyperbole,  on 
aura  (n''  308)  : 

m$ — m"*  =  ma' — m'V       d'où      m"«  —  mV  =  m« — iiw' = constante 

Donc  l'ellipse  E  est  la  focale  de  l'hyperbole  (H,H^. 

Le  mode  de  démonstration  que  j'ai  employé  pour  obtenir  les  propriétés  de» 
foyers  et  des  focales  des  sections  coniques  a  été  exposé  pour  la  première  fois  par 
MM.  Dandelin  et  Quételet  {*). 

Diverses  propriétés  de  l'ellipse. 

312.  Nous  avons  vu  (n"*  286)  qu'une  surface  cylindrique  de  révolution  est 
coupée  suivant  une  ellipse  par  un  plan  incliné  à  l'axe  de  ce  cylindre,  de  sorte 
qu'en  supposant  cet  axe  vertical,  la  projection  horizontale  de  l'ellipse  sera  un 
cercle.  Cela  posé,  si  Ton  conçoit  que  toutes  les  droites  tracées  sur  le  plan  hori- 
zontal soient  les  projections  de  droites  tracées  sur  le  plan  de  l'ellipse,  il  est 
évident  que  les  cordes  du  cercle  sont  les  projections  de  cordes  de  l'eHipse;  que- 
le  milieu  de  la  corde  du  cercle  est  la  projection  du  point  milieu  de  la  corde  de 
l'ellipse;  que  deux  droites  parallèles  sur  le  plan  du  cercle  sont  les  projections  de 
deux  droites  parallèles  sur  le  plan  de  l'ellipse;  qu'une  tangente  au  cercle  est  la 
projection  d'une  tangente  à  l'ellipse;  que  deux  droites  qui  se  coupent  dans  le 
plan  du  cercle  sont  les  projections  de  deux  droites  qui  se  coupent  dans  le  plan 

(*)  Voffez  les  Mémoires  de  rAcadémie  royale  des  sciences  de  Bruxelles. 
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de  l'ellipse.  Mais  Tangle  des  projections  de  deux  droites  n'est  pas  égal  à  Tangle 
des  droites  projetées,  à  moins  que  ces  droites  ne  soient  Tune  une  horizontale  et 
l'autre  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  de  Tellipse ,  auquel  cas  ces  droites 
dans  Tespace  et  leurs  projections  sur  le  plan  du  cercle  sont  également  perpendi- 
culaires entre  elles. 

313.  D'après  cela  nous  conclurons  facilement  ce  qui  suit  : 

1®  Nommant  diamètre  d'une  courbe  une  ligne  qui  divise  en  deux  parties  égales 
un  système  de  cordes  parallèles,  les  diamètres  du  cercle  sont  des  droites,  donc 
les  diamètres  d'une  ellipse  sont  des  droiêes. 

2**  Tous  les  diamètres  d'un  cercle  passent  par  le  centre  et  y  sont  coupés  en  deux 
parties  égales;  donc  les  diamètres  dune  ellipse  concourent  en  un  point ^  qui  est  leur 
milieu  commun  et  qu'on  nomme  centre  de  rellipse. 

y  Les  diamètres  d'un  cercle  sont  perpendiculaires  aux  cordes  qu'ils  divisent  en 
deux  parties  égales;  mais  il  n'en  sera  pas  de  même  dans  l'ellipse,  excepté  toute- 
fois pour  le  diamètre  dirigé  suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  et 
pour  le  diamètre  horizontal.  Ces  deux  derniers  diamètres  sont  nommés  les  axes 
de  l'ellipse. 

i^  De  deux  droites,  qui  ont  des  projections  égales,  la  plus  grande  est  celle 
qui  fait  avec  le  plan  de  projection  le  plus  grand  angle;  or,  tous  les  diamètres  du 
cercle  sont  égaux,  donc  le  plus  grand  diamètre  de  l'ellipse  est  celui  qui  est  dirigé 
suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente  de  son  plan ,  et  le  plus  petit  est  le  diamètre 
horizontal;  c'est-à-dire  que  les  axes  d'une  ellipse  sont  ses  diamètres  maximum  et 
minimum, 

5''  On  nomme  diamètres  conjugués  doux  diamètres,  dont  chacun  est  parallèle  aux 
cordes  divisées  par  l'autre  en  deux  parties  égales;  dans  le  cercle  les  diamètres 
conjugués  sont  perpendiculaires  entre  eux  ;  mais  il  n'en  sera  pas  de  même  dans 
l'ellipse,  excepté  pour  les  axes,  qui  forment  le  seul  système  de  diamètres  conju- 
gués de  l'ellipse  perpendiculaires  entre  eux. 

6""  Les  diamètres  du  cercle  qui  font  des  angles  égaux  avec  la  projection  de  l'un 
des  axes  sont  les  projections  de  diamètres  égaux  de  l'ellipse ,  car  ils  sont  égale* 
ment  inclinés  sur  le  plan  horizontal  et  ont  des  projections  égales;  mais  ces  dia- 
mètres ne  sont  conjugués  qu'autant  qu'ils  font  avec  la  projection  de  l'un  des  axes 
des  angles  demi-droits;  donc  il  n'y  a  dans  l'ellipse  qu'un  seul  système  de  dia- 
mètres conjugués  égaux. 

7^  La  tangente  au  cercle  est  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe 
par  le  point  de  contact  ;  donc  aussi  la  tangente  à  l'ellipse  est  parallèle  au  diamètre 
conjugué  de  celui  qui  passe  par  le  point  de  contact  ;  et  par  conséquent  les  tan- 
gentes aux  extrémités  d'un  même  diamètre  sont  parallèles. 
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8^  Od  Domme  cordes  supplémentaires  deux  cordes  qui  partant  d'un  même  point 
de  la  courbe  aboutissent  aux  extrémités  d'un  même  diamètre;  or,  dans  le  cercle 
les  cordes  supplémentaires  sont  perpendiculaires  entre  elles  et  par  conséquent 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués;  donc  aussi  dans  Tellipse  les  cordes  sup* 
plémentaires  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués,  mais  les  cordes  suppléa 
mentaires  parallèles  aux  axes  sout  seules  perpendiculaires  entre  elles. 

9"  Dans  le  cercle  des  tangentes  aux  extrémités  d'une  corde  concourent  en  un 
point  du  diamètre  conjugué  de  cette  corde,  c'est-à-dire  en  un  point  du  diamètre 
qui  passe  par  le  milieu  de  la  corde  qui  unit  les  points  de  contact  ;  donc  aussi 
dans  Tellipse  les  tangentes  aux  extrémités  d'une  corde  concourent  en  un  point  du 
diamètre  conjugué  de  cette  corde  ;  et  par  conséquent  si  l'on  mène  des  tangentes 
aux  extrémités  de  tant  de  cordes  parallèles  que  Ton  voudra,  ces  tangentes  -con- 
courront deux  à  deux  en  des  points  situés  sur  le  diamètre  conjugué  de  ces  cordes 
parallèles. 

10°  Si  d'un  point  extérieur  à  l'ellipse  on  mène  deux  tangentes  à  celte  courbe, 
ensuite  la  corde  qqi  unit  les  points  de  contact,  et  enfin  une  parallèle  à  cette  corde, 
les  portions  de  cette  parallèle  comprises  entre  les  tangentes  et  la  courbe  sont  égales 
entre  elles  (c'est  évident  d'a[)rès  la  figure). 

31 4.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  les  constructions  graphiques  de  plusieurs  pro- 
blèmes ,  qu'il  est  utile  de  savoir  résoudre  lorsqu'une  ellipse  est  donnée  par  son  tracé. 

V  Pour  trouver  le  centre  d'une  ellipse  E  il  suffit  de  mener  deux  cordes  paral- 
lèles C  et  C,  de  construire  leur  diamètre  conjugué  D  qui  passe  par  les  points  rf 
et  df  milieux  de  ces  cordes  C  et  C  et  de  prendre  le  milieu  du  diamètre  D. 

2°  Pour  trouver  les  axes  d'une  ellipse  E,  on  construit  un  de  ses  diamètres  D 
quelconque,  sur  lequel ,  comme  diamètre ,  on  décrit  une  circonférence  de  cercle  B, 
laquelle  conpe  lellipse  en  un  point  m  que  l'on  unit  aux  extrémités  du  diamètre  D  ; 
on  a  deux  cordes  supplémentaires  rectangulaires  entre  elles  et  auxquelles  les  axes 
de  l'ellipse  sont  par  conséquent  parallèles  (n"*  31 3,  8*). 

3""  Les  diamètres  conjugués  égaux  sont  parallèles  aux  cordes  supplémentaires 
menées  d'une  extrémité  d'un  axe  aux  extrémités  de  l'autre  axe. 

i""  Pour  construire  la  tangente  en  un  point  m  d'une  ellipse  E ,  on  mène  le  dia- 
mètre D  qui  passe  au  point  fit,  ensuite  une  corde  G  parallèle  à  D,  enfin  on  unit 
les  milieux  des  droites  C  et  D  par  une  droite  D'  à  laquelle  la  tangente  demandée  est 
parallèle  (n"  313,  7*) ,  car  D  etD'  sont  deux  diamètres  conjugués. 

S""  On  peut  aussi  construire  la  tangente  de  la  manière  suivante  :  on  mène  le  diamètre 
D  qui  passe  au  point  m ,  ensuite  une  corde  C  parallèle  à  D,  enfin  la  corde  C  supplé- 
mentaire de  C,  et  la  tangente  au  point  m  est  parallèle  à  la  corde  C  (n*  31  7*  et  8*). 

6*  Les  mêmes  opérations  graphiques  s'appliquent  à  la  construction  de  la  tan- 
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gente  parallèle  à  une  droite  donnée,  car  on  obtient  le  point  de  contact  en  menant 
un  diamètre  parallèle  à  la  droite  donnée,  puis  son  conjugué. 

315.  La  projection  horizontale  (Tune  droite  esi  égale  à  la  droite  projetée  mtdtiptiée 
par  le  cosinus  de  F  angle  qu'elle  fait  avec  sa  projection  ;  car  la  droite  ab  {fig.  496  )  est 
rhypotcnuse  d'un  triangle  rectangle  dont  la  projection  ou  une  parallèle  ac  à  cette 
projection  est  un  côté  de  Tangle  droit;  ou  a  donc  :  ac=abXcos  a. 

La  même  relation  existe  entre  la  surface  ou  aire  d'une  figure  plane  quelconque 
et  la  surface  ou  aire  de  sa  projection.  En  effet,  soit  1*  un  triangle  abc  {fig.  197) 
ayant  un  côté  ab  sur  le  plan  de  projection ,  nous  avons  en  représentant  Taire  du 
triangle  cab  par  A  et  Taire  de  sa  projection  abd  par  A^  : 

A=^a6xce,    A'^r=ia6xed»    mais  ed=ceXcosa 

donc 

1'^= iofc  X  cex  cosa  =  A  X  cos  a 

^  Soit  le  triangle  abc  {fig.  198)  ayant  un  seul  sommet  a  sur  le  plan  de  projec- 
tion ,  prolongeons  le  côté  opposé  bc  et  sa  projection  de  jusqu'à  leur  rencontre  en  / 
et  joignons  par  la  droite  a/ les  deux  points  a  et/;  nous  aurons 

abc=afc — ahfy    ade=^afe — afd  ^    mais  a/'e=a/c xcosa,    afd=afbxcos9, 

donc 

ade  =  abcxcosci 

On  peut  toujours  se  ramener  à  ce  dernier  cas,  en  menant  par  Tun  des  sommets 
un  plan  parallèle  au  plan  de  projection. 

Une  autre  figure  plane  peut  toujours  se  décomposer  en  triangles  de  grandeur 
finie  ou  infiniment  petite,  et  par  conséquent  la  proposition  précédente  lui  serait 
applicable.  Donc,  si  en  général  on  représente  Taire  d'une  figure  plane  parK, 
par  K'^  Taire  de  sa  projection  et  par  a,  Tangle  que  fait  son  plan  avec  le  plan  de  pro- 
jection ,  on  aura  K^=E .  cos  «.  On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

316.  I*"  Les  quarrés  circonscrits  au  cercle  sont  égaux,  donc  les  parallélo- 
grammes circonscrits  à  Tellipse,  dont  ils  sont  les  projections,  sont  équivalents 
entre  eux. 

2*  Les  rectangles  inscrit^  au  cercle  ont  pour  diagonales  des  diamètres;  donc 
les  diagonales  des  parallélogrammes  inscrits  à  Tellipse  sont  aussi  des  diamètres. 

3*  Les  quarrés  inscrits  au  cercle  sont  égaux  et  leurs  diagonales  sont  des  dia- 
mètres conjugués;  donc  les  parallélogrammes  inscrits  à  Tellipse  et  dont  les  diago- 
nales sont  des  diamètres  conjugués,  sont  tous  équivalents  entre  eux. 

4*  Nommant  E  Taire  de  Tellipse,  a  Tangle  que  son  plan  fait  avec  le  plan  du 
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cercle  C  projection  de  Tellipse  E ,  et  R  le  rayon  de  ce  cercle  C ,  on  a  tcR* =E .  cos  «  ; 
et  si  A  et  B  sont  le  demi-grand  axe  et  le  demi-petit  axe  de  Pellipse ,  on  aura  : 
R=B=Acosa,  et  par  suite  tu.A.B.  cosa=E.  cosa;  donc,  enfin,  E=7rAB. 
Ainsi  Taire  de  Tellipse  est  égale  à  celle  d'un  cercle  dont  le  diamètre  serait  moyen 
proportionnel  entre  les  deux  axes  de  l'ellipse. 

317.  Dans  deux  cercles  concentriques  les  cordes  sous-tendues  par  des  angles 
égaux  sont  entre  elles  comme  les  rayons  de  ces  cercles,  et  par  conséquent  propor- 
tionnelles entre  elles.  Si  donc  on  considère  ces  deux  cercles  comme  les  projections 
de  deux  ellipses  tracées  sur  un  même  plan ,  ces  ellipses  seront  concentriques  et 
jouiront  de  cette  propriété ,  à  savoir  que  leurs  diamètres  homologues  et  leurs  cordes 
homologues  sont  proportionnels  ;  donc  les  axes  de  ces  ellipses  sont  proportionnels 
et  on  dit  que  ces  ellipses  sont  des  ellipses  semblables ,  semblablement  placées  et 
concentriques. 

On  pourrait  transporter  Tune  de  ces  ellipses  parallèlement  à  elle-même  dans 
son  plan,  ou  dans  un  plan  parallèle;  elle  aurait  toujours  pour  projection  un  cercle 
et  resterait  semblable  et  semblablement  placée  par  rapport  à  l'autre  ellipse. 

Je  dis  que  deux  ellipses  situées  dans  un  même  plan ,  ou  dans  deux  plans  parallèles , 
et  qui  ont  pour  projections  des  cercles ,  sont  semblables  et  semblablement  placées.  En 
effet  j  soient  R  et  R^  les  rayons  des  deux  cercles  projections  ;  A  et  B  deux  diamètres 
de  l'une  des  ellipses;  A'  et  B^  les  diamètres  qui  dans  l'autre  ellipse  sont  respective- 
ment parallèles  aux  diamètres  A  et  B;  les  droites  A  et  A'  feront  avec  le  plan 
horizontal  un  même  angle  a ,  et  aussi  les  droites  B  et  6^  feront  avec  le  plan  hori- 
zontal un  même  angle  ^ ,  et  par  conséquent  on  aura 

R  =  Acosa  =  Bcosp,    R'  =  A'cosa  =  B'cos6 

d'où  A  :  B  :  :  A'  :  B'  ;  donc  les  deux  ellipses  sont  semblables  et  semblablement 
placées. 

318.  Pour  mener  la  tangente  au  cercle  C  {fig.  199)  par  un  point  extérieur  a 
on  décrit  sur  oa  comme  diamètre  un  cercle  C  qui  coupe  le  cercle  C  aux  points  de 
contact  b  eic  des  tangentes  ab  et  ac,  et  si  par  le  point  a  on  mène  une  sécante  quel- 
conque, la  partie  df  comprise  dans  le  cercle  C  est  coupée  en  deux  parties  égales 

en  e  par  le  cercle  C,  car  si  l'on  joint  oe  l'angle  oca  est  droit.  Donc  pour  mener  la 
tangente  à  l'ellipse,  dont  le  cercle  C  serait  la  projection,  par  un  point  projeté 
en  a,  il  faudra  exécuter  les  constructions  suivantes  (pour  abréger  le  discours  nous 
nommerons  les  projections  au  lieu  des  lignes  projetées) ,  sur  oa  comme  diamètre 
homologue  de  gfA,  nous  décrirons  une  ellipse  C  semblable  à  1  ellipse  C  et  sembla- 
blement placée ,  elle  coupera  l'ellipse  C  en  deux  points  6  et  c ,  qui  seront  les  points 

3*  PAtTlI.  li 
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de  ceti^act  des  tangeoles  eb  et  ecy  et -si  Tcm  Tsène  fi»  ffiécante  quelcxMiqae ,  la 
partie  c^  comprise  dans  Tellipse  G  est  coupée  en  deuic  {)arties  égales ^en  ^parT^el- 
lipse  C 

319.  Ce  qui  a  été  dit  (if  ^81),  conduit  à  la  méttiode  suivanïte  pmir  mener  la 
tangente  en  un  point  m  d'une  ellipse 'E.  On  construira  le  petit  axe  de  l'ellrpse  E 
et  sur  ce  petit  axe  comme  diamètre  on  décrira  un  cerde  C.  Du  point  m  on  abaissera 
sur  ce  petit  axe  une  perpendiculaire  qui  coupera  le  cerdle  C  en  n  ;  on  mènera  la 
tangente  en  n  au  cercle  C ,  elle  coupera  le  petit  axe  prdiongé  en  s  ;  joignant  les 
points  $  et  m,  on  aura  la  tangente  demandée. 

On  peut  décrire  le  cercle  sur  le  grand  axe  et  opérer  de  la  même  manière  ;  mais 
auparavant  il  faut  démontrer  qu'un  cylindre  oblique  est  coupé  pai-  un  plan  suivant 
une  ellipse ,  et  que  par  suite  un  cercle  se  projette  suivant  une  ellipse  ;  e^est  ce  que 
nous  verrons  plus  loin. 

320.  Si  dans  un  cercle  C  {fig.  200)  on  inscrit  un  hexagone  dont  .les  côtés  cfe,  ef 
soient  respectivement  parallèles  aux  côtés  opposés  a6,  bc^  je  dis  que  les  autres 

côtés  ed  et  .a/'sont  parai  lèles  ;  *en  effet  y  tes  anjgles  «ofrc  ^ert  *def  sont  égaisx  ceunne  ayant 
tes  côtés  parallèles >et  dirigés  en  sens  ^contraires;  dcmc  iessvcsit^èdcti  fabnd  qfn'ils 
sous^tendent  sont  égausi  donc  teors^nppléannto  à  te  cîrconlérenoe  teiÉièrefeâ  ^ 
abc  BOfrt  égaux  ;  si  4'<(!m  prend  les  «milieux  ^^et  1i  des  ares  reiAante^^^et  cd,  on  aura 
aussi  Tare  gabk=i  Tare  ^dh ,  donc  gh  ^est  tin  diamètre  penpenoMcuteipe  auK  desx 
cordes  xff  et  trd ,  <lonc  nf  et  cd  sont  ^araflèles.  >H  en  vésuUe  qae  si  tUm»  Mlifêe ,  ttonft 
le  cercle  G  serait  la  projection ,  ^n  inncnt  un  "hemagcme  doni  deum  câêés  màeÊÊ  jamd- 
léles  à  leurs  opposés ,  les  deux  autres  côtés  seront  parallèles  entre  eux. 

321.  Problème  4.  Par  un  point  extérieur  mener  une  tangente  à  une  ellipse  dçnnée 
par  seM  axes.  Soient  ab  et  cd  {fig..  201)  tes  axes  d'une  ellipse  £  et  un  peint  m  par 
lequel  il  faut  lui  mener  une  tangente.  Prenons  le  plan  de  l'ellipse  pour  plan  hori- 
zontal ^t  te  grand  axe  ab  pour  ligne  de  terre^  sur  le  petit  axe  cd  décrivons  ua  cercle  C 
que  nous  considérerons  comme  la  base  d'nn  cylindre  A  vertical  et  de  révolnlion  ;  Je 
plan  du  cercle  restant  fixe  y  supposons  que  le  plan  de  l'elUpse  tourne  autooir  de  cd 
jusqu'à  ce  que  l'ellipse  soit  placée  sur  le  cylindre  A  (n""  287)  en  E',  le  point  m  entrainé 
dans  ce  mouvement  viendra  en  m',  puisqu'il  est  sur  le  plan  P'  qui  contient  l'ellipse  E'  ; 
meiratït  de  m'*  une  tangente  à  E'*,  pais  rameniinl  le  pomt  ai'  en  ,r  par  fin  mouve- 
ment len  ^ens  contraire^iet  joij^ant  xm,  nous  anrons  la  tangente  demandée.  On 
eon^roira?t  de  raêrne  la  tangente  imrafllète  à  une  tïroîte  donnée ,  -etc. ...  en  rmne- 
nawt  totijoars  tes  con*ruc5tïons  %  steflfechier  par  r»ppwt  «  wrcte  C  décrit  sur  te 
pcftit  aice  (cerdte'qni  est  la  projectten  "de  T^elKpse  V) ,  ffcns  msuile  en  Teportant  'tes 
points  SUT  te  plan  4e  cette  coaifieE'. 
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La  DutoieopératiûDi graphique  fera  caimaitre  les  pointa  d'intersection  d'une  dreite 
et  d*une  ellipse  donnée  par  ses  axes  ;,  car^  ayant  amené  Tellipse  donnée  dans  la 
position  E'  et.  la  droite  D  en  DV  D^'^  coupera  Ë''^  en  deax  points  que  Ton  ramènera 
sur  le  plan  horizontal. par  un  mouvement  contraire;  ils  appartiendront  à  D  et  seront 
les  points-  demandée. 

Diverses  propriétés  de  la  parabole. 

3S2;  Les  propriétés  de  l'ellipse  qui  ne  sont  pas  une  conséquence  de  ce  que  la 
courbe  est  fermée  s'appliquent  également  à  la  parabole,  on  peut  les  faire  passer 
de  Tune  de  ces  courbes  sur  l'autre  par  la  construction  suivante  :  soient  un  cône  de 
révolution  (^,  B)  {fig.  W2) ,  et  P  une  parabole  donnée  par  un  plan  sécant  parallèle 
au  plan  T' tangent  au  cône  le  long  de  la  génératrice  «n\  En  un  point  quelcanquam 
menons  la  tangente  0  et  le  plan  tangent!  le  long^de  la  génératrice ^m;  par  le  points 
menons  une  droite  D  parallèle  au  plan  0 ,  elle  sera  située  dans  le  plan  T  et  pat 
conséquent  tout  entière  hors  de  la  surface  conique,  et  un  plan  R  perpendiculaire 
au  plan. tangent  T  conduit  par  D  n'aura  que  le  sommet  s  de  commun  avec  le  O'ône; 
si  donc  pan  0  on  mène  à  ce  plan  R  un  plan  parallèle  Q ,  ce  plan  Q  coupera  le  cône 
suivant  une  ellipse  E.,  qui  aura  aus^  pour  tangente  0.  Cela  posé,  il  est  évident 
cpie  si  Ton  fait  passer  desr  plans  par  le  sommet  s  et  par  une  série  de  cordes  de 
l'ellipse  parallèle  à  0 ,  ces  plans  couperont  le  plan  de  la  parabole  P  suivant'  une 
série  de  cordes-  de  cette  courbe  et  toutes  parallèles  à  0  et  le  plan  passant  par  le 
sommets  et  par  le  milieu  (Jes  cordes  de  l'ellipse  passera  aussi  par  les  milieux^  des 
corde»  de  la  parabole.  Donc  les  diamètres  de  la  parabole  sont  des  droites. 

Si  par  la  droite  D  on  construit  un  second  plan  tangent  à  la  surface  conique,  il 
sera  parallèle  au  plan  de  la  parabole ,  car  le  plan  T' tangent  le  long  de  sn'  elle  plan 
de  1»  parabole  P  étant  parallèles  entre  eux  sont  coupés  par  le  plan  T  suivant  deux 
droites  parallèles ,.  mais  Tune  de»  intersections-  est-0 ,  donc  l'autre  est  parallèle  à.  ®, 
et  comme  elle)  passe  par  le  sommet  s ,  elle  n'est  autre  que  D  ;  la  génératri^:^.  sn' 
coupe  Tellipse  en  m!  et  le  plan  T^  coupa  le  plan  de  l'ellipse  E. suivant  une  tangente 
&  porailèle  à  D  et  par  conséquent  parallèle  à  0  ;  donc  tum'  est  le  diamètre  de.  l'el- 
lipse conjugué' de  la.  tangente  0  ;  la  génératrice  W  étant  parallèle  à  p^,  le  plan  ^nn' 
coupe  le  plan  de  la  parabole  P  suivant  une  parallèle. à>W  ou  p9,.donc  le  diasiàtce 
de  la  parabole  passant  par  »n.  est  parallèle  à  l'axe  pq^  En  menant  la  tangente  ©  ppir 
un  autre  point  de  la  parabole,  on  arrivera  à  des  conséquences  semblables*,. donc 
tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  parallèles  à  l'axe  infini  de  cette  courbe. 
Donc  la  parabole  n^a  pas  de  centre,  ou ,  ce  qui  exprime  la  même  idée,  le  centre 
de&la.pnmheïftiqst  ^Uié.  à  une  distança  infinie. 
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Par  ce  qui  précède ,  on  voit  de  suite  que  la  tangente  à  Textrémité  d*un  diamètre 
est  parallèle  aux  cordes  divisées  par  ce  diamètre  en  deux  parties  égales. 

Si  on  mène  la  tangente  0  au  point  p ,  elle  sera  horizontale ,  car  les  plans  tangents 
au  cône  suivant  les  génératrices  sp  et  sn^  ont  leurs  traces  horizontales  parallèles  et 
se  coupent  par  conséquent  suivant  une  horizontale  y  cette  tangente  ©  serait  donc 
perpendiculaire  à  Taxe  pq  ;  dans  tout  autre  cas  la  tangente  fait  avec  le  diamètre 
conjugué  un  angle  différent  d'un  droit;  donc  Taxe  de  la  parabole  est  le  seul  dia- 
mètre perpendiculaire  aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales. 

On  voit  de  suite:  1*  que  puisque  les  diamètres  sont  infinis,  de  deux  cordes 
supplémentaires  Tune  est  toujours  parallèle  à  Taxe,  et  ^  que  les  tangentes  aux 
extrémités  d'une  corde  se  croisent  sur  le  diamètre  conjugué  de  cette  corde. 

3S3.  De  là  on  conclut  que  pour  trouver  l'axe  d'une  parabole  (donnée  par  son 
tracé) j  il  suffit  de  mener  deux  cordes  parallèles,  d'unir  leurs  milieux  par  une  droite 
qui  sera  un  diamètre  de  la  parabole,  de  mener  une  corde  perpendiculaire  à  ce  dia- 
mètre et  par  le  milieu  de  cette  corde  une  parallèle  au  premier  diamètre,  et  cette 
parallèle  sera  l'axe. 

Pour  mener  la  tangente  à  la  parabole  en  un  point  m,  on  peut  construire  le 
diamètre  D  qui  passe  au  point  m,  ensuite  deux  autres  diamètres  D'  et  D''  égale- 
ment distants  de  D ,  puis  unissant  les  points  m!  et  m"  (en  lesquels  ces  diamètres 
coupent  la  parabole)  par  une  corde,  elle  sera  divisée  par  D  en  deux  parties  égales 
et  par  conséquent  cette  corde  sera  parallèle  à  la  tangente  cherchée;  la  tangente 
demandée  s'obtiendra  donc  en  menant  par  le  point  m  une  parallèle  à  cette  corde. 

324.  Dans  la  parabole  la  sous-Uoigenle  est  double  de  t abscisse*  En  effet,  ayant 
construit  {Jig.  194)  la  focale  F  de  la  parabole  P  et  la  tangente  T  au  point  m,  si 
Ton  abaisse  l'ordonnée  inn,  que  l'on  dérive  de  a  comme  centre  et  du  rayon  an  un 
cercle  qui  coupe  la  focale  en  « ,  ce  point  s  sera  le  sommet  d'un  cône  doutait  est  l'axe; 
élevant  la  verticale /7,  qui  coupe  sn  en  r,  puis  décrivant  le  cercle  C  du  centre  r  et 
du  rayon  r/,  il  sera  tangent  en  môme  temps  à  l'axe  a/i,  à  la  droite  as  et  à  la  géné- 
ratrice si  parallèle  à  Taxe.  Le  plan  tangent  au  cône  suivant  la  génératrice  sm  a 
pour  trace  horizontale  T  et  pour  trace  verticale  «a",  et  comme  il  est  aussi  tangent 
à  la  sphère  engendrée  par  le  cercle  C  tournant  autour  de  sn  et  qu'il  est  par  consé: 
quent  perpendiculaire  au  rayon  qui  passe  par  le  point  de  contact  (lequel  point  de 
contact  se  projette  verticalement  sur  rs),  la  droite  se"  est  perpendiculaire  sur  la 
droite  sr  ou  parallèle  à  gpe^  donc  les  triangles  ape  et  ase"  sont  semblables  et  comme 
ae=:apy  on  a 


oe"  =as  =  an  ,        d'où        ntf' = ^n 


Mais  les  triangles  égaux  nrf  et  rqs  donnent  sq=fny  donc  ns  est  tangente  à  la 
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coarbe  F  (n*  302) ,  donc  la  tangente  à  la  parabole  divise  en  deux  parties  égales  le 
supplément  de  l'angle  du  rayon  vecteur  et  du  diamètre,  et  par  conséquent  la  nor- 
male divise  en  deux,  parties  égales  Tangle  du  rayon  vecteur  et  du  diamètre. 

Il  résulte  de  là  un  moyen  de  construire  une  parabole  dont  on  connaît  Taxe  A 
{fig.  ;203),  le  sommet  a  et  un  point  m  ;  car  abaissant  Tordonnée  mp^  prenant  aq=:apf 
mq  sera  tangente  à  la  parabole  ;  donc  le  diamètre  A'  et  le  rayon  vecteur  R  doivent 
faire  avec  mq,  ou  avec  la  normale  N,  des  angles  égaux  ;  R  vient  couper  Taxe  A  au 
foyer /,  prenant  a^  =  a/,  et  menant  D  perpendiculaire  à  A,  ce  sera  la  directrice; 
connaissant  alors  le  foyer /et  la  directrice  D,  on  peut  facilement  construire  la 
courbe  par  points,  ou  par  un  mouvement  continu. 

Diverses  propriétés  de  Chyperbole. 

3^5.  Parmi  les  surfaces  coniques  eu  nombre  infini  sur  lesquelles  on  peut  placer 
une  hyperbole  donnée,  il  y  en  a  une  dont  Taxe  est  parallèle  au  plan  de  la  courbe, 
c'est  celle  dont  le  sommet  est  placé  à  Textrémité  de  Taxe  vertical  de  la  focale 
(n»  306). 

Nous  considérerons  donc  une  hyperbole  sur  cette  surface  conique  particulière 
et  nous  déduirons  les  diverses  propriétés  qui  appartiennent  à  Thyperbole  de  celles 
que  nous  avons  précédemment  reconnues  appartenir  à  l'ellipse ,  en  d'autres  termes 
nous  ferons  passer  les  propriétés  de  l'ellipse  sur  l'hyperbole  et  de  la  manière  sui- 
vante : 

i""  Soient  (fig.  204)  s  le  sommet  et  B  la  base  d'un  cône  de  révolution  coupé  par 
un  plan  P  mené  parallèlement  au  plan  vertical  de  projection ,  la  section  sera  une 
hyperbole  K,  rencontrant  le  plan  horizontal  en  a  et  6  et  dont  l'un  des  sommets  se 
projette  horizontalement  en  p\*  pour  avoir  p",  nous  ramènerons  la  génératrice  G, 
qui  contient  le  sommet  p  en  G\  dans  le  plan  méridien  M  (parallèle  au  plan  vertical 
de  projection),  p^  viendra  en  p'^;  on  en  conclura  p'*',  puis  on  reviendra  de  là  à  p". 

2*  Le  plan  P  étant  parallèle  aux  génératrices  G',  et  G,,  les  asymptotes  de  Thyper- 
bole  K  seront  les  intersections  du  plan  P  et  des  plans  tangents  T  et  T,  menés  sui- 
vant ces  génératrices  ;  or,  ces  plans  sont  perpendiculaires  au  plan  vertical,  et  leurs 
traces  verticales  passent  par  s""  centre  de  Thyperbole  K*'  ;  donc  les  asymptotes  de 
l'hyperbole  passent  par  le  centre  de  cette  courbe.  (L'hyperbole  K**  étant  identique 
avec  l'hyperbole  E,  les  propriétés  de  l'une  appartiendront  à  l'autre.) 

3°  En  un  point  m  menons  une  tangente  0  à  l'hyperbole,  puis  par  cette  droite  fai- 
sons passer  un  plan  Q  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection,  il  coupera  la 
surface  conique  suivant  une  ellipse  Ë  passant  par  met  qui  aura  la  même  droite  0 
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pour  tangente*  en.  ee  point,  mais  le  grand  axe  de  K'^  est  suf  H"  et  parallèle  à  Qf'y  dtàai^ 
mf"  est  Textrémité  du  petit  axe  et  o^  le  œntre  de  la  courbe  E^  *,  donc  o^  estlemiliau 
de  la  droite  c^df"  et  par  suite  o*'  ou  m°  est  le  milieu  de  c^'d^.donc  le  point  de  eoBlael 
divise  en  deux  parties  égales  la  portion  de  chaque  tangente.à  1/hyperbole  comprise 
artre  les  asymptotes^ 

4^  Soit  une'  corde  C  de  TeUipseet  parallèle  à  <s>^  elle  reocoatre  cette  courbe  aux 
points  e  et  g^  et  Ton  sait  que  e^m!'=m!'g''  ;  si  par  le»  génératrices  G,  et  G,  qui  pas* 
sent  en  ces  points  on  conduit  un  plan,  il  coupera  le  pLau  P  suivant  une  droite  A*  p»» 
rallèle  à  @  et  à  C,  et  passant  par  les  points  k  eiLde  Thyperbole  où.  elle  est.câiofée 
par  G,  et  G,.  Cela  posé,  menant  la  droite  G*'  par  s''  et  m*'  elle  coupe  A^'en  r**,  et 
puisque  e*'m*'=m*'j/%  on  aaussi  k!'r''^=fP'^  donc  G*'  passe  par  les  milieux  de  toutes 
les  cordes  parallèles  à  &  ;  c'est  donc  un  diamètre  de  la  courbe.  Donc  las  diamètres 
de  l'hyperbole  sont  des  droites  qui  passent  par  son  centre. 

5*"  Les  tangentes  aux  extrémités  d  un  diamètre  sont  parallèles  aux  cordes  qu'il 
divise  en  deux  parties  égaies. 

&"  L'axe  transverse  est  le  seul  diamètre  perpendiculaire  à  ses  cordes  conjuguées 
(les-  cordes  coupant  une  seule  branche  de  l'hyperbole).  Si  l'on  mène  des  cordes  cou- 
pant les  deux  branches  de  l'hyperbole ,  leurs  milieux  sont  encore  en  ligne  droite  et 
l'on  obtient  ainsi  d'autres  diamètres,  parmi  lesquels  un  seul  est  perpendiculaire  à  se^ 
cordes  conjuguées,  c'est  cTelui  qui  fait  un  angle  droitavec  Taxef  tiansvei^se. 

7''  Des  diamètres  conjugués  de  l'hyperbole  ua  seul  couf^ala  courbe^,  llautrenerla 
rencontrejamais. 

8**  Chaque  asymptote  forme  à  elle  seule  un  système  de  deux  diamètres  conjugoéar, 
car  l'aogle  de  deux  diamètres  conjugués  diminue  indéfiniment  àmesare  que  le  point 
m  s'éloigne,  et  cet  angle  finit  par  devenir  nul  quand  ce.  point  est  tranâpQrté.à«  l'iiir 
fini  sur  l'une  de& brandies  de' l'hyperbole. 

d""  Le&  cordes  supplémentainesf de  l'hyperbole  sont  paraU^eS)  ài  deux  dianètnefi 
conjugués. 

1 0""  Les  tangentes  aux  extrémités  d'une;Gorde  confioureat.eni un  point  desûfidier 

mètre  conjugué. 

W""  Rei\'enons  aux  cordes CetÂ, nous  avonsc*'m*'=f»''d%  doncn? r*' =r*' gf,  mÛB 
/cV=r''/%  donc  ?!.''&*'= Tç*".  Donc  les  parties  d'une  oorde  iiUecceptées^entre  Ulèy- 
perbole  et  ses  a&ymptotes  sont^ales.. 

3%6.  D'après  ce  qui  précède,  lorsqu'une  hyperbolû.est  donnée  pu;  ^oskiùréitcéi: 

V  Pour  avoir  le  centre,  il  suffit  de  mener  deux,  cordes  parallèlafr  etdluBÎr  leui» 
milieux,  puis  de  mener  deux  autoes  cordes- parallèles  et  d'unir  leui&milieiiat,  on  a 
ainsi  deux  diaiDàtres>qui.8e'G0upentâa  centre  de.nhyperbûJe. 

^  Pour  avoir;  lesaKes^  ou.eoAstruîL  un  (Maaaàtre^  \xeBmmm.  quftknmpie  P»,aMr 
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l^quel  'im  •dâBittt  icomme  diamètre  'vne  civconSéresme^  laqi^Ue  eoupe  rhyperboleen 
Hii>seooiui  point  ^que  ron  .unit  à  «obaoone  des  extFémitésdu  diamètre  D,  et  l'on  a  un 
9jK8tèmc  de  cordes;  sappiéiDûntaires  rectangulaires  entre  «^es  et  .auxquelles  les  axâ0 
sont  parallèles. 

3*  Pour  construire  la  tangente  en  un  point  m  de  rhyperbole,  on  mène  le  dia- 
mètre D  qui  passe  au  point  m,  ensuite  une  corde  G  parallèle  à  ce  diamètre ,  on  unit 
les  milieux  de  ces  droites  et  Ton  a  un  second  diamètre  auquel  la  tangente  est  pa- 
rallèle. Lorsque  les  asymptotes  sont  construites ,  désignant  par  o  le  point  en  lequel 
elles  se  coupent  (et  ce  point  o  est  le  centre  de  la  courbe) ,  on  peut  par  le  point  m, 
situé  sur  Thyperbole,  mener  une  parallèle  à  F  une  des  asymptotes,  elle  rencontre  la 
seconde  asymptote  en  un  point  w,  qui  doit  être  un  point  milieu  entre  le  point  o  et  le 
point  p  en  lequel  cette  seconde  asymptote  est  coupée  par  la  tangente.  Il  est  donc 
facile  de  construire  le  point  p  et  par  suite  la  tangente  au  point  m. 

Qnpeut  aussi  employer  les  cordes  supplémentaires. 

Les  mêmes  constructions  servent  à  mener  une  tangente  parallèle  à  une  droite 
donnée,  car  menant  une  corde  parallèle  à  la  droite  donnée  et  construisant  le  dia- 
mètre conjugué  de  cette  corde,  ce  diamètre  coupe  Hiyperlôle  au  point  du  contadt. 
On  voit  de  suite  que  ce  problème  a  deux  solutions  quand  la  corde  ne  rencontre 
qu'une  branche  de  Thyperlole  et  quMl  n'a  pas  de  solution  quand  la  corde  rencontre 
les  deux  branches  de  l'hyperbole. 

4*  Lorsqu'on  connaît  les  asymptotes  d'une  hyperbole  et  un  point  m  de  la  courbe, 
on  trouve  tant  d'autres  points  de  la  courbe  que  l'on  veut  en  menant  par  ce  point  m 

des  droites  B,  B',  B'', jcoupani;  les  asymptotes  et  prenant  sur  chacune  de  ces 

droites  B  un  second  point  n  dont  la  distance  à  une  asymptote  et  comptée  sur  cette 
droite  B,  soit  égale  à  la  distance  du  point  m  à  l'autre  asymptote. 

5*  L'hyperbole  étant  tracée ,  et  connaissant  son  axe  transverse  et  ses  foyers, 
pour  avoir  ses  asymptotes  il  faut  sur  la  distance  des  foyers,  comme  diamètre^  dé- 
cnre  iiBe  'Circonférence  de  cercle  G^  élever  au  sommet  de  Thyperhole  des  per^n- 
dÎDiilainss  à  i'iote  IcansvarsÊ^  ces  perpendiculaires  vont  couper  iâ  circonférence  C 
en  «des  points  sypparienant  aux  asymptotes.  £n  effet,  choisissant  toujours  pour  le 
itèae^eirévoluliaB  passant  fiar  l'hyperhole  donnée,  celui  dont  l'axe  est  parallèle  au 
fian  de  l'hyperbole^  ^oit  s  (fig.  205)  leisominet  de  ce  cône  ;  prencms  pour  plan  ver- 
UcaL  de  prcyeetioa  le  plan  méridien  M  perpendiculaire  au  plan  sécant  P^  dersorte 
que  y*  soit  parallèle  à  l'axe  du  cône^  l'asymptote  A  sera  parallèle  .à  ia  génératrice 
droite  G  suivant  laquelle  le  cône  est  coupé  par  le  plan  méridien  M  ;  soit  G  le  cercle 
qui  donne  le  foyer  /,  et  «concepons  «eu  Bommet.a  une  qpevpendiculaire  à  l'axe  ab  de 
rhyperbole.  Cela  posé,  si  l'on  rabat  les  plans  M  et  P  sur  le  plan  vertical  en  les  fai- 
sant totmaer^arriloiir  ifle  Seurs  trsfces  ^Fortreafles  Tcspedtives,  les  liroitoB  ^ anStÔleB'6  et 
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Â  se  rabattront  suivant  des  droit)es  parallèles  entre  elles  6'  et  A'  dont  la  première 
est  tangente  au  cercle  G  ;  cela  posé,  les  triangles  ops  et  acs  sont  égaux  comme  reo* 
tangles  en  p  et  c  et  ayant  un  côté  égal  chacun  à  chacun,  savoir  :  op=^sc  et  Tangle 

08p=sac^  donc  sa  =  os =cf y  mais  cin'=sa,  donc  cin'=c/.  Donc  le  point  m'  est 
l'intersection  de  l'asymptote,  du  cercle  décrit  du  centre  c  avec  le  rayon  efj  et  de  la 
perpendiculaire  menée  par  le  point  a  sur  l'axe  de  l'hyperbole. 

327.  Si  de  divers  points  de  t hyperbole  on  mène  des  parallèles  à  ses  asymptotes,  on 
forme  des  parallélogrammes  qui  ont  tous  même  aire,  propriété  qui  est  exprimée  par  Vé- 
quation  xy  =  constante.  En  effet,  soit  le  cône  ($,  B)  [fig.  206),  dont  l'axe  est  paral- 
lèle au  plan  de  l'hyperbole  K  (n*  304),  prenons  pour  plan  vertical  de  projection  le 
plan  méridien  sab  parallèle  au  plan  de  l'hyperbole,  celte  courbe  se  projettera  sui- 
vant une  hyperbole  identique  K''  (  n°  56,  1**)  ayant  pour  asymptotes  les  génératrices 
sa,  sb;  si  l'on  coupe  le  cône  par  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe,  on  obtiendra 
deux  cercles  C  et  G  rencontrant  l'hyperbole  K  en  des  points  m,  n  et  m',  n',  dont  les 
projections  sont  les  intersections  de  K'  par  C  et  C".  Cela  posé,  on  a  dans  le  cercle 
C,  [nn'y=cn'xdn%  et  dans  le  cercle  C,  (/iV")'=cV'XrfV%  mais  wn*=wV% 
donc  cn''Xdn''=cWxd'n'%  ou  c/i"  :  cV^  :  :  d'n'"  :  dn%  mais  si  l'on  mène  h'e  et  n'^e 
parallèles  à  sa,  on  aura  les  quatre  triangles  csdy  d^dl^  dn^'e,  d  nV  qui  seront  sem- 
blables, et  l'on  en  conclura  les  proportions  : 

cn^  :  5c  ::  rCi  :  it  ::  rCi  :  rfe'  ::  c'tT  :  te' 

donc 

cv!"  :  dfC  ::  se  :  se'  ::  ifC  :  dn*  ::  iliC  :  en* 
ou 

se  :  se'  :  :  eV*  :  en*        d'où        «e  X  en* =îéX  ifn" 

ce  qui  conduit  à  Téquation  0:1/= constante. 

328.  On  conclut  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  a  plusieurs  paraboles  P,  P', 

Vy etc.  (fig.  207),  les  abscisses  des  points  ayant  même  ordonnée  sont  dans  un 

rapport  constant.  C'est-à-dire  que  si,  après  avoir  placé  toutes  les  paraboles  de  ma- 
nière à  ce  qu'elles  aient  même  axe  A  et  même  sommet  a  (ce  qui  est  évidemment 
toujours  possible),  l'on  mène  des  droites  B,  C,  etc parallèles  à  l'axe  A,  les- 
quelles couperont  les  paraboles  en  les  points  m,  m',  m", et  «,  n%  n\ etc., 

■ 

et  que  Ton  abaisse  les  ordonnées  de  ces  points,  on  aura 

ap:ap'\ap"\ ::aq\aq[\aiii"\ 

En  effet,  toute  parabole  pouvant  être  placée  sur  un  cône  quelconque  de  révo- 
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lulion  (n*  307,  2^)  on  peut  concevoir  les  paraboles  P,  F,  P^, conune  obtenues 

par  des  sections  parallèles  faites  dans  un  même  cône  de  révolution  {fig.  208)  ;  si  Ton 
coupe  ensuite  le  cône  par  des  plans  parallèles  au  plan  méridien  scby  ils  détermine- 
ront les  hyperboles  B,  G, qui  rencontrent  les  paraboles  en  des  points  m,  m\ 

n^n\...  .  en  abaissant  de  ces  points  des  perpendiculaires  sur  les  axes  A,  Â', 

elles  seront  en  même  temps  perpendiculaires  au  plan  méridien  csbj  par  conséquent 

les  pieds ^9, p\  q\ etc., seront  sur  les  projections  des  hyperboles 

B,  G, dont  se  et  sb  sont  les  asymptotes,  on  aura  donc  (n""  327) 

saxap  =  sol  X  a'f'=i  etc et       ja  X  oç  =  «rfx  oY= etc. 

Si  Ton  divise  membre  à  membre  ces  deux  séries  d'égalités,  on  aura 

Qp         CL'p' 

-i-  r= -f-- ==  etc ou       ap:ag::ay:aY::  etc 

D'autres  hyperboles  donneraient  des  suites  semblables  liées  entre  elles  par  des 
antécédents  comimuns,  on  aurait  donc  enfin 


ap  :  a'p'  :  cfy  : ::  oj  :  rfç'  :  a"q"  : 


Il  est  facile  de  reconnaître  que  la  figure  207  nous  offre  la  projection  de  la  fi- 
gure 208  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  génératrice  sb^  et  qui  est  par  conséquent 
perpendiculaire  au  plan  méridien  csb  et  aux  plans  des  hyperboles,  de  sorte  que  ces 
courbes  se  projettent  suivant  des  droites. 

Les  asymptotes  de  Chyperbole  se  croisent  en  son  centre. 

328  bis.  Nous  avons  précédemment  démontré  que  les  asymptotes  de  l'hyper- 
bole passaient  par  le  centre  de  cette  courbe,  et  cela  en  plaçant  celte  courbe  sur  le 
cône  de  révolution  qui  avait  son  axe  de  rotation  parallèle  au  plan  de  l'hyperbole  ; 
démontrons  maintenant  que,  quel  que  soit  le  cône  de  révolution  sur  lequel  l'hy- 
perbole se  trouve  placée ,  les  asymptotes  se  croisent  toujours  au  centre  de  la 
courbe. 

Mais  au  préalable,  démontrons  que  1  ""  Ton  peut  toujours  mener  à  l'ellipse  deux 
tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée,  quelle  que  soit  la  direction  de  celte  droite 
dans  le  plan  de  la  courbe; 

2''  On  ne  peut  mener  à  la  parabole  qu'une  tangente  parallèle  à  une  droite  don- 
née, quelle  que  soit  la  direction  de  cette  droite  dans  le  plan  de  la  courbe  ; 

2*  PÀRTIB.  12 
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â*  Qoe  Ton  peut  mener  à  Thyperboie  cteux  taBgales  paraUèles  à  une  droite 
dMiiée ,  mis  que  le  problème  n'^t  possible  qu'autant  qw  la  dnoîte  aflfecle  eer- 
taîDes  directions  dans  le  plan  de  la  courbe. 
I*"  Saluiian  du  problème  pour  Vettipêe. 

Soit  donné  un  cône  de  révolution  à  dont  l'axe  Â  est  vertica)  j  apnt  le  potnt  s 
poar  aofliiiiet  et  le  cercle  B  poor  base  oq  traoe  bonzoatate;  coupons  ce  oboiQ  par  un 
plan  P  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  et  de  manière  à  dvofr  pour 
section  une  ellipse  E,  plaçons  dans  le  plan  P  une  droite  D  qeelooiique,  D""  ne  sera 
autre  que  V  et  D*sera  quelconque  (c'est-à-dire  qu'elle  aura  une  position  arbi- 
traire par  rapport  à  la  ligne  de  terre  LT). 
Cela  posé  (fig.  208  bis)  : 

Pour  construire  à  la  section  E  une  tangente  T  paraîlèle  à  la  droite  D,  il  faudra 
mener  par  le  sommet  s  du  cône  A  une  droite  K  parallèle  à  D,  et  dès  lors  K  sera  pa- 
rallèle au  plan  P  ;  on  aura  donc  K'  parallèle  à  D'  ou  V*  et  passant  par  le  point  s"  et 
K*  parallèle  à  D*  et  passant  par  le  point  s*.  Comme  le  plan  P  coupe  toutes  les  géné- 
ratrices du  cône  A  (puisque  la  section  E  est  rme  ellipse),  la  droite  K  sera  exté- 
rieure au  cône  et  telle  que  l'on  pourra  mener  par  elle  deux  plans  tangents  9  et  0' 
au  cône  A. 

Le  problème  a  donc  deux  solutions ,  puisque ,  qfuelle  que  soit  la  direction  de  la 
droite  D  et  par  suite  celle  de  la  droite  K^  cette  droite  K  étant  toujours  extérieure  au 
cône  A|  les  deux  plans  tangents  existeront  toujours. 

Et  les  tangentes  demandées  T  et  T' seront  données  par  l'intersection  du  plan  P 
avec  les  deux  plans  tangents  0  et  0'. 
2**  Solution  du  problème  pour  la  parabole. 

Soit  donné  un  cône  de  révolution  A  ayant  son  axe  A  perpendiculaire  au  plan  ho- 
rizontal de  projection,  ayant  un  point  s  pour  sommet  et  pour  base  ou  trace  hori- 
zontale  un  cercle  B. 

Coapons  ce  cône  par  un  plan  P  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  et 
de  manière  à  avoir  pour  section  une  parabole  E.  Le  plan  méridien  M  parallèle  au 
plan  vertical  de  projection  cotrpera  le  cône  A  suivant  deux  génératrices  droites  G 
elG,  dont  l'une  G  sera  parallèle  au  plan  P.  Ainsi  V*  sera  parallèle  à  G'  et  IP  sera 
perpendiculaire  à  G\ 
Cela  posé  {fig.  208  ter)  : 

Si  Ton  place  sur  le  plan  P  une  droite  D  quelconque,  on  aura  D*  quelconque  et 
D'^qui  ne  sera  autre  que  V%  et  si  Ton  mène  par  le  sommet  5  une  droite  K  parallèle 
à  la  droite  D  on  aura  K""  qui  ne  sera  autre  que  G""  et  K*  qui,  passant  par  !e  point  «*, 
sera  paraître  à  D*. 

Or,  par  la  droite  K  on  pourra  mener  deux  plans  tangents  au  cône  A,  saTOtr  :  © 
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et  6',  Mais  Vuu  'd'eux  0^  par  exemple,  s&ra  Uogeat  au  eàae  A  nivant  la  droileG' 
et  sera  dès  lors  parallèle  au  plan  P,  et  cela  aura  lieu  quelle  que  soit  la  directi(Oii  de 
la  droite  D  daiifi  le  plan  P,  le  plan  0  sera  donc  toi^yoors  le  même;  il  n'y  aura 
que  le  plan  0'  qui  variera  de  position  dans  l'espace  avec  les  changements  de  posi- 
tion de  la  droite  D  sur  le  plan  P. 

Par  conséquent,  des  deux  tangentes  à  la  parabole  E  parallèles  à  la  droite  D, 
Tune  existe  toujours,  c'est  celle  qui  est  l'intersection  du  plan  P  et  du  plan  tangent 
0',  l'autre  est  tout  entière  située  à  l'infini ,  puisqu'elle  est  l'intersection  de  deux 
plans  parallèles  P  et  0. 

3**  Solution  du  problème  pour  rhyperbole. 

Soit  donné  un  cône  de  révolution  A  ayant  son  axe  A  perpendiculaire  au  plan  ho- 
rizontal de  projection  et  ayant  le  point  s  pour  sommet  et  le  cercle  B  pour  base  sur 
le  plan  horizontal. 

Coupons  les  deux  nappes  de  ce  cône  par  un  plan  P,  nous  aurons  pour  section 
une  hyperbole  E  ;  si  nous  prenons  le  plan  P  perpendiculaire  au  plan  vertical  de 
projection,  une  droite  D  située  dans  ce  plan  P  (et  y  ayant  une  direction  arbitraire) 
aura  sa  projection  D*  quelconque,  et  sa  projection  IT  ne  sera  autre  que  V  :  si  par 
le  sommet  s  on  mène  une  droite  K  parallèle  à  D,  la  droite  K  sera  dans  un  plan  Q  pa- 
rallèle au  plan  P  ;  or,  le  plan  Q  coupera  le  cône  A  suivant  deux  génératrices  droites 
G  et  G'  parallèles  au  plan  P,  et  les  plans  R  et  R',  tangents  au  cône  A,  l'un  suivantG 
et  l'autre  suivant  G',  couperont  le  plan  P  suivant  deux  droites  X  et  X'  qui  seront 
les  asymptotes  ide  l'kyperbole  Ë» 

Cela  posé  {fog.  208  fiMlar)  : 

Il  pourra  arriver  trois  cas,  ou  que  l""  la  droite  K  soit  aitoéedans  l'intériettrdu 
cône  A,  et  alors  les  plans  0  et  0'  menés  par  la  droite  K  tangentiellement  au  cône  A 
ne  pourront  exister,  et  le  problème  sera  impossible  ;  ou  que  ^  la  droite  K  soit  si- 
tuée hors  du  cône  A,  et  alors  les  deux  plans  tangents  0  et  0'  existeront,  et  le  pro- 
blème aura  deux  solutions  ;  ou  que  3""  la  droite  K  soit  située  sur  le  cône  Af  auquel 
cas  cette  droite  K  ne  sera  autre  que  la  génératrice  G,  ou  ne  sera  autre  que  la  géné- 
ratrice G',  et  dès  lors  il  n'y  aura  qu'une  seule  solution. 

On  voit  de  suite  que  si  par  le  point  x  en  lequel  se  coupent  tes  asymptotes  X  et  X' 
on  mène  une  droite  D'  parallèle  à  la  droite  D,  il  pourra  arriver  trois  cas  :  ou  1^  la 
droite  D'  •eoapera  niypeii)ole  E,  et  alors  ie  pneèlème  sera  impossible;  /Ht  fi*  la 
droite  D'  se  confondra  avec  X  on  K',  et  alors  le  prcibièMe  n'aura  qa^cine  solotiMi  ; 
xm  3*  la  droite  D' ne  eoupera  pae  rhypeii)olè  E  y  ^  alors  4e  problème  aura  deox 
solutions. 

328  ter.  Démontrons  maintenant  que,  quel  que  soit  le  cône  de  révolution  sur 
lequel  se  trouve  placée  une  hyperbole  E  (et  par  conséqiient  quelle  que  soit  la  di- 


—  92  — 

reotion  du  plan  de  la  courbe  par  rapport  à  Taxe  du  cône),  les  deux  asymptotes  se 
croisent  toujours  au  centre  de  la  courbe  E. 

Soit  donné  un  cône  de  révolution  A,  dont  Taxe  A  se  trouve  dans  le  plan  ver- 
tical de  projection  et  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  coupons  les  deux  nappes 
de  ce  cône  (fig.  SOS,  a)  par  un  plan  P  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  pro- 
jection. 

L'axe  transverse  de  l'hyperbole  sera  en  ad  sur  le  plan  vertical,  et  le  centre  de 
rhyperbole  sera  en  r  milieu  de  ad;  unissons  le  point  r  et  le  sommet  s  par  une  droite 
K,  puis  menons  par  le  point  a  un  plan  Q  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  pro- 
jection et  parallèlement  à  la  droite  K,  on  aura  dès  lors  Y^  parallèle  à  E  et  H*  per- 
pendiculaire à  LT. 

Le  plan  Q  coupera  le  cône  A  suivant  une  ellipse  e,  et  si  nous  construisons  à  cette 
ellipse  e  deux  tangentes  T  et  T' parallèles  à  K,  la  droite  qui  unira  les  points  m  et 
m'  contact  de  e  avec  T  et  T'  sera  un  diamètre  qai  passera  par  le  centre  o  de  la 
courbe  z. 

Or,  il  est  évident  que  les  droites  T  et  T' seront  parallèles  au  plan  vertical  de  pro- 
jection, puisque  K  est  parallèle  à  ce  plan,  par  conséquent  les  points  m  et  m!  se  pro- 
jetteront sur  le  plan  vertical  au  point  o  milieu  de  a6,  car  ab  est  le  grand  axe  de  la 
courbe  e. 

« 

Les  plans  0  et  &  tangents  au  cône  A  et  menés  par  la  droite  K  et  qui ,  par  leur 
intersection  avec  le  plan  Q,  déterminent  les  tangentes  T  et  T',  auront  pour  géné- 
ratrices de  contact  avec  le  cône  A,  les  droites  G  et  G'  qui  se  projetteront  verticale- 
ment suivant  la  droite  bo. 

Démontrons  maintenant,  qu'en  vertu  des  constructions  précédentes,  la  droite  so 
est  parallèle  à  V. 

En  effet  : 

La  droite  ab  a  été  menée  parallèle  à  K,  et  la  droite  K  passe  par  le  milieu  r  de  ad^ 
donc  l'on  a  :  d8=isb. 

Le  point  o  est  le  milieu  de  ab,  donc  Ton  a  :  oazuab;  donc  so  est  parallèle  à  a(/, 
donc  le  quadrilatère  noa  est  un  parallélogramme. 

De  ce  qui  précède  on  doit  conclure  que  le  plan  des  deux  droites  G  et  G'  est  pa- 
rallèle au  plan  P  ;  les  plans  tangents  0  et  0'  coupent  donc  le  plan  P  suivant  les 
asymptotes  X  et  X'  de  l'hyperbole  E  ;  mais  les  plans  0  et  0^  passent  tous  deux  par 
la  droite  K,  donc  X  et  X'  se  croisent  au  point  r  centre  de  l'hyperbole  E  • 
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Dans  les  sections  coniques  ta  tangente  fait  des  angles  égaux  avec 

les   rayons  vecteurs. 

328  quater.  On  démontre  facilement,  ainsi  qu'on  Ta  vu  précédemment  (n""  324), 
que  la  normale  en  un  point  d'une  parabole  divise  en  deux  parties  égales  Tangle  des 
rayons  vecteurs  en  ce  point,  et  nous  avons  démontré  Texistence  de  cette  propriété 
dont  jouit  la  parabole,  en  nous  servant  de  sa /oca/e.  Plus  loin,  nous  démontrerons 
la  même  propriété  sans  recourir  à  la/oca/e.  Toutefois,  voyons  si  la  même  propriété 
subsiste  pour  Tellipse  et  l'hyperbole;  voyons  s'il  ne  nous  est  pas  possible  de  faire 
passer  la  propriété  de  la  parabole  et  sur  l'ellipse  et  sur  l'hyperbole. 

Concevons  un  côùe  de  révolution  A  ayant  son  sommet  en  un  point  «,  et  pour  axe 
une  droite  A  et  pour  base  un  cercle  C  (fig.  208  b). 

Coupons  ce  cône  A  par  un  plan  P  donnant  pour  section  une  ellipse  E. 

Désignons  par  /*et/  les  foyers  de  cette  courbe  E. 

Prenons  un  point  m  sur  la  courbe  E  ;  faisons  passer  par  ce  point  m  une  généra- 
trice G  du  cône  A,  laquelle  percera  le  cercle  C  en  un  point  p. 

Désignons  par  ©  le  plan  tangent  au  cône  A  le  long  de  la  génératrice  G. 

Désignons  par  X  le  plan  méridien  passant  par  la  génératrice  G  et  l'axe  Â  du 
cône  A. 

Si  du  foyer  /  de  l'ellipse  E,  on  mène  une  perpendiculaire  N  au  plan  P  de  cette 
courbe  ^  cette  normale  coupera  Taxe  A  en  un  point  q  qui  sera  le  centre  de  la 
sphère  S  tangente  au  plan  P  en  le  point  /  et  au  cône  A  suivant  un  parallèle  d  qui 
passera  par  le  point  n  de  la  génératrice  G ,  point  que  l'on  obtiendra  en  abaissant 
du  centre  q  une  perpendiculaire  R  sur  cette  droite  G. 

Ainsi ,  on  a  /9  =  qn ,  et  la  droite  qn  ou  R  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  0. 

Si  par  le  point  m  de  l'ellipse  E  et  par  la  normale /^  ou  N,  on  fait  passer  un 
plan  Y ,  ce  plan  coupera  le  plan  X  suivant  une  droite  L,  passant  par  les  points  m 
et  9,  et  cette  droite  L  jouira  de  la  propriété  suivante,  savoir  :  si  d'un  point  quel- 
conque de  la  droite  L ,  on  abaisse  deux  perpendiculaires  sur  les  plans  P  et  0 ,  ces 
perpendiculaires  seront  égales  entre  elles ,  et  de  plus  leurs  pieds  sur  les  plans  P 
et  0  seront  situés ,  pour  le  plan  0  sur  la  droite  G ,  et  sur  le  plan  P  sur  la  droite /m. 

Cela  posé  : 

On  pourra  toujours  construire  une  infinité  de  cônes  de  révolution  tangents  au 
cône  A  suivant  la  génératrice  G ,  et  dont  les  axes  seront  situés  dans  le  plan  X. 

Les  plans  des  cercles  ou  parallèles  de  ces  divers  cônes  de  révolution  étant  assu- 
jettis à  passer  par  la  tangente  9  au  point  p  du  cercle  C  seront  tous  perpendiculaires 
au  plan  X,  et  leurs  centres  seront  situés  sur  une  demi- circonférence  S  tracée  dans 


le  plan  X  et  sur  la  partie  so  de  Taxe  A  du  cône  A  comprise  entre  le  sommet  ^r  de 
ce  cône  A  et  le  centre  o  de  la  base  G. 

Cela  posé  : 

Si  par  le  sommet  s  du  cône  A  on  mène  une  droite  F,  parallèle  au  rayon  vecteur 
fin  de  Tellipse  E  ;  et  si  par  cette  droite  F,  on  mène  un  plan  P,  parallèle  ati  pten  P  de 
FellipseE  ;  et  si  par  le  point  s  on  mène  dans  le  plan  X  «ne  droite  L,  parallèle  à  ïa 
droite  L,  cette  droite  L,  jouira  de  la  même  propriété  par  rapport  aux  plans  P,  et 
&y  dont  jouissait  la  droite  L  par  rapport  aux  plans  P  et  0. 

Cela  posé  : 

Si  du  second  foyer/  de  l'ellipse  E,  on  mène  une  droite  N'  perpendiculaire  au 
plan  P ,  elle  coupera  Taxe  A  du  cône  A  en  un  point  ç^,  et  si  Ton  abaisse  de  ce 
point  q'  une  perpendiculaire  R'  sur  le  plan  0,  cette  droite  R'  percera  le  plan  0  en 
un  point  n'  situé  sur  la  droite  G,  et  Ton  aura  en  ç'  le  centre  de  la  sphère  Jj  tan- 
gente au  plan  P  en  le  point/  et  au  cône  A  suivant  un  cercle  ou  parallèle  Sf  passant 
par  le  point  n',  et  Ton  aura  :  (ff'=icfn\ 

Cela  posé  : 

Si  l'on  unit  les  points  m  et  g'  par  une  droite  D,  elle  coupera  la  droite  L,  en  un 
point  r/,  ;  et  si  de  ce  point  ç^  on  mène  deux  perpendiculaires,  l'une  N,  au  plan  P 
et  l'antre  R,  au  plan  0,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  seront  sur  le  plan  P  en 
un  point  /  et  sur  le  plan  0  en  un  point  n,  ;  et  ces  points/  et  n^  seront  évidem- 
ment situés ,  savoir  :  le  point  w,  sur  la  génératrice  G  et  le  point/,  sur  la  droite  mf 
prolongée. 

Cela  posé  : 

La  droite  L,  pourra  être  considérée  comme  l'axe  d'an  cône  de  révolution  A, 
ayant  le  point  s  pour  sommet  et  pour  .génératrices  droites  les  droites  F^  et  G,  et 
poar  plans  tangents  les  plans  P,  tangent  suivant  la  droite  F,  et  0  tai]\gent  âaivant  la 
droite  G. 

Or,  comme  la  droite  F,  est  parallèle  au  plan  P,  paisqu'elle  est  parallèle  à  la 
droite  mf  de  ce  plan ,  il  s'ensuit  que  le  plan  P  coupera  le  cône  A,  suivant  une  fisM- 
bole  y  passant  par  le  point  m  et  ayant  même  tangente  en  ce  point  m  que  l'dlipME. 

Et  si  l'on  mène  par  l'axe  L,  du  cône  A,  et  par  sa  génératrioe  F.  im  fiêm  Y, 
(lequel,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  sera  parallèle  au  plan  Y),  ce  plan  Y,  ocmpera 
le  frfan  P  suivant  une  droite  D  parallèle  à  la  droite  F,  et  à  la  droite  mf^  et  cette 
droite  D  «ra  l'axe  tofini  de  ia  pdrri)ole  y;  cette  drèite  D  passera 'donc  |iar  le  f&ftv 
ée  cette  parabole  y. 

Cela  posé  : 

On  sait  que  pow  déterminer  le  foyer  àe  la  parabole  y  il  fiiiit  «heroher  «nr  l'axe 
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L,  an  c6ne  A,  «n  point  tel  qoe  ses  distances  99  pfam  P  et  à  ia  droite  G  (génératrice 
de  contact  des  deux  cônes  A  et  A,)  soient  ^ales  entre  eltes. 

Or  y  noDS  avons  vu  précédemment  que  le  point  <f ,  était  précisément  ce  point ,  et 
dt^plns  il  est  fSicile  de  voir  que  le  point/  est  situé  à  Tintersection  des  deciic  droites 
D  et  m/  prolongée.  Ce  point/,  sera  donc  le  foyer  de  la  parabole  7. 

Cela  posé  : 

La  parabole  y  ayant  son  foyer  /,  situé  sur  le  rayon  vectenr  wf  de  Tellipse  E , 
et  ayant  son  axe  infini  D  parallèle  au  second  rayon  veetenr  mf  de  cette  ellipse  Ë 
et  étant  tangenle  an  point  m  à  cette  ellipse  Ë ,  il  s'ensuit  qne  les  droites  m/ et  mf 
sont  aussi  les  rayons  vecteurs  de  cette  parabole  y ,  et  sa  normale  (qvi  sera  en  môme 

temps  celle  de  Tellipse  Ë) ,  divisant  en  deux  parties  égales  l'angle  wi/,  mf  de  ses 
rayons  vecteurs,  il  se  trouve  démontré  que  :  pour  un  point  quelconque  d'une 
ellipse  sa  normale  divise  aussi  en  deux  parties  égales  l'angle  de  ses  rayons  vecteurs 
en  ce  point. 

La  même  démonstration  s'appliquerait  mot  pour  mot  à  V hyperbole. 

328  qmnL  Nous  avons  vu  ci-dessus  que  l'on  pouvait  toujours  construire  une 
parabole  P  tangente  en  un  point  m  d'une  ellipse  Ë  ou  d'une  hyperbole  H ,  cette 
parabole  étant  telle  que  son  axe  infini  serait  parallèle  à  l'un  des  rayons  vecteurs  de 
la  courbe  Ë  ou  H  et  passant  par  le  point  tu,  et  que  son  foyer  serait  situé  sur  l'autre 
rayon  vecteur  passani  par  le  même  point  m. 

Démontrons  maintenant  que  pour  l'eltifxse  S  (fig.  208  c)  toutes  les  paraboles 
tug^ntes  en  m  et  ayant  ebamie  leur  foyer/  sur  le  rayon  vecteur  mf,  ne  pourront 
pvManr  de  l'intersection  d'un  cône  de  révolation  par  le  plan  de  l'ellipse  Ë  don* 
née,  qn'antant  que  «e  foj&rf  sera  au  delà  du  foyer/ de  l'elUpee  par  rapport  au 
point  m. 

Eneffist  : 

Llvfperbde  (H,  H')  focate  de  l'ellipse  donnée  Ë  se  projette  sur  le  plan  de  cette 
etiipee  en  les  deox  portions  de  drcHtes  indéfinies  fb  et  fa  (marquées  par  un  trmt 
fofi  sur  la  fignre). 

Le  cône  de  révirfution  qui  sera  coupé  par  le  plan  de  l'ellipse  Ë  soivant  une  pa* 
rabole  P  tangente  en  m  à  cette  ellipse  Ë  devra  donc  avoir  son  somnet  2  situé  sur 
la  focale  (H,  H') ,  et  par  conséquent  z*  sera  sur  la  droite  H'^. 

Il  ent  donc  dès  lors  évident  que  le  foyer /de  l'ellipse  Ë  sera  le  dernier  point 
qvi  y  situé  sur  le  rayon  Tedeur  mf,  pourra  être  le  foyer  de  la  parabole  tangente 
en  m  à  fellipse  B. 

On  anra  deux  séries  de  paraboles  tangentes  en  m  à  l'ellipse  Ë ,  la  première  série 
comprendra  les  paraboles  P  ayant  leurs  foyers  situés  sur  le  rayon  ^eolear  tirfj  la 
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seconde  série  comprendra  les  paraboles  P,  ayant  leurs  foyers  situés  sur  le  rayon 
vecteur  m/\  ainsi  que  l'indique  la  figure. 

Démontrons  maintenant  que  pour  Thyperbole  les  foyers  des  paraboles  tangentes 
en  un  point  m  de  cette  courbe,  seront  situés  entre  le  point  m  et  le  foyer/  de  l'hy- 
perbole et  sur  le  rayon  vecteur  m/,  ou  entre  le  point  m  et  le  foyer/  de  l'hyperbole 
et  sur  le  rgiyon  vecteur  m/'. 

EieneSet(fig.  208  rf): 

La  focale  de  l'hyperbole  H  est  une  ellipse  E  qui  se  projette  sur  le  plan  de  cette 
hyperbole  suivant  la  droite  j^ ,  le  sommet  z  du  cône  de  révolution  qui  doit  être 
coupé  par  le  plan  de  l'hyperbole  H  suivant  une  parabole  tangente  en  m  à  cette 
courbe  H,  devra  donc  être  situé  sur  la  focale  E,  et  par  suite  «*sera  sur  la  droite /JT'. 

La  figure  démontre  que  le  foyer  /  de  la  parabole  P  tangente  en  m  doit  être  situé 
sur  le  rayon  vecteur  mfet  entre  les  points  m  et  /. 

On  aurait  encore  comme  pour  l'ellipse  deux,  séries  de  paraboles  tangentes  au 
point  ni ,  les  unes  ayant  leurs  foyers  situés  sur  le  rayon  vecteur  mf  et  leurs  axes 
infinis  parallèles  entre  eux  et  au  second  rayon  vecteur  mf  ;  les  autres  ayant  leurs 
foyers  situés  sur  le  rayon  vecteur  mf  et  leurs  axes  infinis  parallèles  entre  eux  et  au 
premier  rayon  vecteur  mf. 

Théorème.  328  sexto.  La  tangente  en  un  point  (fune  section  conique  fait  des 
angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs  passant  par  ce  point. 

Daas  ce  qui  précède ,  nous  avons  démontré  la  propriété  dont  jouit  toute  section 
conique ,  savoir  que  sa  tangente  en  un  point  (et  par  suite  que  sa  normale  en  ce  point) 
fait  des  angles  égaux  avec  les  deux  rayons  vecteurs  passant  par  ce  point ,  et  cela ,  en 
nous  servant  de  la  focale  de  la  section  conique  (n"*  328  quater)  ;  maintenant  démon- 
trons directement  cette  propriété  remarquable ,  et  ainsi ,  sans  avoir  besoin  de  recou- 
rir à  la /oca/c. 

Soit  donné  un  cône  de  révolution  1  {fig.  208  x)  ayant  le  point  s  pour  sommet, 
la  droite  A  pour  axe  et  coupée  par  un  plan  méridien  M  suivant  les  deux  généra- 
trices droites  G  et  G'.  Coupons  ce  cône  £  par  un  plan  P  suivant  une  ellipse  E  et  soit 
ab  son  grand  axe;  construisant  deux  sphères,  l'une  S  tangente  au  plan  P  en  le 
point /et  au  cône  S  suivant  le  cercle  ou  parallèle  det  l'autre  S' tangente  au  plan  P 
en  le  point/  et  au  cône  S  suivant  le  cercle  ou  parallèle  3'. 

Cela  posé  : 

Nous  savons  que  les  points/ et/  situés  sur  le  grand  axe  ab  sont  les  foyers  de 
l'ellipse  de  section  Ë,  et  que  si  nous  considérons  sur  cette  ellipse  un  point  m  (quel- 
conque) la  génératrice  droite  G,  du  cône  £  passant  par  ce  point  m  touche  la 
sphère  S  en  un  point  p  situé  sur  le  parallèle  8  et  la  sphère  S'  en  un  point  p'  situé 
sur  le  parallèle  i\ 
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Noas  sav<Mi8  encore  que  Ton  a  mp=^n}f  et'mp'=^nif ,  car  les  droites  tnp  et  m/, 
mp'  et  mf ,  sont  des  tangentes  issues  d'an  même  point  extérieur  ^  les  premières  à  la 
sphère  S  et  les  secondes  à  la  sphère  S\ 

Cela  posé  : 

Menons  le  plan  0  tangent  au  cône  S  suivant  la  génératrice  G, ,  ce  plan  0  coupera 
ie  plan  P  suivant  une  droite  9  tangente  en  m  à  l'ellipse  E  et  cette  droite  9  coupera 
le  grand  axe  ab  (situé  dans  le  plan  M)  en  un  point  q. 

Abaissons  du  point /une  perpendiculaire  sur  0  et  la  coupant  au  point  (/,  joi- 
gnons les  points  pei  d  par  une  droite  pd,  cette  droite  pd  sera  perpendiculaire  à  9. 
La  droite /d  sera  dans  le  plan  P  et  la  droite  pd  sera  dans  le  plan  0. 

Les  deux  triangles  pmd  et  fmd  seront  égaux  et  rectangles  en  d. 

Si  du  point/  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  9  et  la  coupant  au  point  d^  et 
si  l'on  joint  les  points  p'  et  d'  par  une  droite  p'd' ,  celte  droile  p'd*  sera  perpendi- 
culaire sur  9. 

La  droite  fd^  sera  dans  le  plan  P  et  la  droite  p'd^  sera  dans  le  plan  0. 

Les  deux  triangles  p'md'  et/'md'  seront  égaux  et  rectangles  en  df.   . 
Cela  posé  : 

Il  est  évident  par  la  figure  que  les  angles  pmd  et  p'md'  (opposés  par  le  sommet 
et  donnés  par  les  droites  G,  et  9  situées  dans  le  plan  tangent  0)  sont  égaux  ;  dès 

lors  les  angles  fmd  et  fma  sont  égaux.  Donc  j  etc. 

Il  est  évident  que  l'on  démontrerait  de  la  même  manière  que  la  propriété  subsiste 
pour  l'hyperbole,  puisque  l'hyperbole  a  deux  foyers  et  que  l'on  aurait  encore  à 
considérer  deux  sphères  S  et  S' tangentes  en  même  temps  et  au  cône  de  révolution 
£  et  au  plan  sécant  P. 

Mais  pour  la  parabole  l'un  des  foyers  est  transporté  à  l'infini,  et  dès  lors  il 
n'existe  réellement  qu'un  seul  foyer  et  une  seule  sphère  tangente  à  la  fois  et  au 
cône  de  révolution  £  et  au  plan  sécant  P. 

Soit  donné  un  cône  de  révolution  £,  ayant  le  point  s  pour  sommet  et  la  droite 
A  pour  axe  (Jig.  208  y),  et  coupons  ce  cône  d'abord  par  un  plan  méridien  M  sui- 
vant deux  génératrices  droites  opposées  G  et  G. ,  et  ensuite  par  un  plan  P  perpen- 
diculaire au  plan  M  et  parallèle  à  la  droile  G  ;  la  section  sera  une  parabole  Ë. 

Imaginons  la  sphère  S  tangente  au  cône  £  suivant  un  cercle  ou  parallèle  i  et  au 
plan  P  en  uu  point /qui  sera  le  foyer  de  la  parabole  de  section  E. 

Cela  posé  : 

Prenons  un  point  m  quelconque  sur  la  courbe  E ,  et  traçons  la  génératrice  droite 

2*  PAETIB.  13 
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G  (da  aàoe  S)  passant  |mr  œ  paînt  m^  «lie  coapena  le  pmmUik i  en  aa  poiai  p,  et 
noas  MVKHks  que  l'on  a  : 

mp=m/. 

Menons  la  pdan  0  tangent  au  eàae  S  euivant  la  ^nératru»  6, ,  oe  plan  8  cou- 
pera le  plan  P  suivant  «ne  droite  9  qui  sera  tangente  en  m  à  la  parabote  6  et  eelle 
tangente  9  coupera  Taxe  infini  o^  de  la  parajbole  an  an  poiot  q. 

Joignons  les  points  p  et  9  par  une  droite  pq. 

Abaissons  du  point  /  une  perpendiculaire  sur  la  droite  6  et  la  coupant  au 
point  d. 

Joignons  les  points  p  eid  par  une  droite  pd. 

La  droite  fd  sera  dans  le  plan  P,  et  la  droite  pd  sera  dans  te  plan  G, 

Les  deux  triangles  pmd  etfmd  (  tous  deux  rectangles  en  d)  seront  égaux,  puisque 
Ton  a  :  pm  =fm ,  les  deux  droites  pm  et  fin  étant  égales  comme  tangentes  à  une 
même  sphère  et  issues  d'un  même  point  extérieur. 

Par  suite  les  deux  triangles  pmq  etfmq  sont  égaux. 

Cela  posé  : 

Menons  par  le  point  m ,  d'abord  une  droite  mr  qui ,  située  dans  le  plan  sécant  P, 
soit  parallèle  à  Taxe  infini  ab  de  la  parabole  £  ;  ensuite  une  droite  mr^  qui  p  située 
dans  le  plan  tangent  0 ,  soit  parallèle  à  pq. 

Si  nous  faisons  tourner  le  plan  0  autour  de  la  tangente  9  comme  charnière,  pour 
le  rabattre  sur  le  plan  P,  le  point  p  viendra  se  superposer  sur  le  point/,  et  dès  lorS 
lai  droites  pq  et/q^  mr^  et  mr  se  superposeront. 

Or  pour  le  point  m  les  rayons  vecteurs  de  la  parabole  Ë  sont  précisément  m/ et 
mr^  puisque  /  est  le  foyer  et  que  la  droite  tnr  est  parallèle  à  Taxe  infini  ab ,  de  la 
parabole  E. 

Si  donc  Ton  démontre  que  les  droites  pq  et  pm  sont  égales  entre  elles,  on  aura  dé- 
montré que  le  triangle  finq  est  isocèle,  et  Ton  aura  dès  lors  démontré  que  les  angles 

finq  etfqm  sont  égaux  et  par  suite  que  les  angles ^9  et  qmr  sont  aussi  égaux  ;  ou 

vice  versa ,  si  Ton  démontre  que  les  angles  fqm  et  fmq  sont  égaux  on  aura  démontré 
que  le  triangle /mg  est  isocèle.  Or  pour  démontrer  qu'en  effet  pq=pm,  concevons 
un  plan  T  tangent  au  cône  2  suivant  la  génératrice  G.  Ce  plan  T  sera  parallèle  au 
plan  sécant  P,  dès  lors  il  coupera  le  plan  0  (langent  au  cône  E  tout  le  long  de  la 
génératrice  G,  )  suivant  une  droite  sx  parallèle  à  la  tangente  6. 

Les  angles  xsm  et  smq  seront  donc  égaux  et  aussi  les  angles  Gsx  etfqm. 

Mais  le  plan  A  du  parallèle  d  coupe  le  plan  T  suivant  une  tangente  Ç  à  ce  cercle  d 

et  au  point  r  en  lequel  ce  plan  A  coupe  la  génératrice  drmte  G ,  et  ce  même  plan 


A  coupe  la  génératrice  G,  au  point  p  et  le  plan  0  suivant  une  drckite  l^  tangente  en 
p  au  cercle  d;  or  il  est  évident  que  ces  deux  tangentes  l  et  4'  vont  se  couper  en  un 
point  k  situé  sur  la  droite  sx;  et  que  Ton  aura  :  kr=^kp. 

Les  deux  triangles  srk  et  skp  seront  égaux  et  dès  lors  les  angles  rsk  et  ksp  sont 
égaux. 
Oo  a  done : 

nk^=srksp'i^wm^^flnq 
et 

rsk  =^fqfn 

donc 

fmq  =  fqm 

donc^  le  triangle,^  est  isocèle,  donc  j^n=/f. 
Donc^  etc. 

Des  sections  coniques  considérées  comme  h  UBU  des^  poisUs^  égahmsni  distanis» 

d'mn  piànlfixe  ei  (Sun  cerele. 

338  sepii.  I.  Étant  donnés  une  ellipse  E  et  ses  foyers  /  et  f  (fiy.  iOS.  ^),  »  du 
foyer  /  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  R  on  décrit  un  cercle  G'  ;  si  d'un 
point  m  quelconque  de  Tellipse  on  mène  les  deux  rayons  vecteurs  mf  et  mf  et 
qu'on  prolonge  le  rayon  vecteur  mf  jusqu'au  cercle  C,  on  aura  les  deux  pomlg 
n'  et  q\ 

(lela  posé ,  désignant  par  A  le  grand  axe  de  l'ellipse  Ë ,  on  aura  : 


d'où 

mf  +  mfz=zk 

et 

mf:ss:A'^mf 

• 

et 

mn'=R — mf 

d'on  l'on 

déduit  : 

mç^R  +  mf 

V 

rnn' — mf*=:R — A 

et 

1 

r 

mq+mf^A^àc 
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Si  R      A ,  on  aura  : 

1* 

mn'=m^ 

et 

2» 

tiuj[  +  m/ss  ÎA 

On  peut  donc  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  1 .  Étant  donnés  un  cercle  C  ayant  pour  centre  un  point/  et  un  rayon 
égal  à  Â  y  et  un  point  /  situé  dans  Viniérieur  au  cercle  C,  le  lieu  des  points  égale- 
ment distants  du  cercle  G'  et  du  point  fixe  /  sera  une  ellipse  E  ayant  les  points /et/ 
pour  foyers  et  son  grand  axe  égal  au  rayon  A  du  cercle  C 

Ce  théorème  est  pour  l'ellipse  l'analogue  de  celui  qui  existe  pour  la  parabole, 
savoir  :  que ,  un  point  de  la  parabole  est  également  distant  du  foyer  et  de  la  directrice 
droite. 

Théorème  2.  Étant  donnés  un  cercle  C  ayant  pour  centre  un  point/  et  un  rayon 
égal  à  A ,  et  un  point/  intérieur  au  cercle  C,  le  lieu  des  points  dont  la  différence 
des  distances  au  cercle  G'  et  au  point  fixe /sera  constante  et  égale  au  diamètre  2 A 
du  cercle  G',  sera  une  ellipse  E  dont  les  points  /et/  seront  les  foyers  et  dont  le 
grand  axe  sera  agal  an  rayon  A  du  cercle  G^ 

IL  Étant  donnés  une  ellipse  E  et  ses  foyers /et/,  si  de  chacun  des  foyers 
comme  centre  et  avec  des  rayons  R  et  R',  on  trace  les  cercles  G  et  C  {/</.  208.  e) 
et  que  par  un  point  m  quelconque  on  conçoive  les  rayons  vecteurs  m/ et  mf^  les- 
quels prolongés  seront  tels  que  1*"  le  rayon  m/ coupera  le  cercle  G  en  les  points  h  et 
p  et  le  cercle  G'  en  les  points  /i'  et  p';  et  2**  le  rayon  mf  coupera  le  cercle  G  en  les 
points  n  et  9  et  le  cercle  G'  en  les  points  n'  et  q\ 

On  aura  : 

mn'=K—mf' 
mq'=K-\-mf 
mh=R  — mf 
mp  =R  +m/' 

d'où  l'on  tire  : 

1^  wn'  +  m*=R  +  R'— (fn/'+m/")  =  R  +  R'— A  =  constante 
y  mç'  +  mp=R  +  R'  +  (m/'+mn=R  +  R'  +  A  =  constante 
3«        mn'+mq'  =  W: 


Si  R  =  R'  =  A,  on  aura: 


mn'  +  mh=-A 

mj'  +  mp  ==3A 

mn' 4- »»?' = wA  +  m/>  =  2  A 


On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


-  10<   — 

Si  de  chacun  des  foyers  d'une  ellipse ,  comme  centre  y  et  avec  un  rayon  égal  au  grand 
axe  de  cette  ellipse  y  on  décrit  un  cercle  y  la  somme  des  distances  dun  point  quelconque  de 
C ellipse  aux  deux  cercles  décrits  sera  constante. 

Et  cette  somme  sera  encore  constante  lorsque  les  rayons  des  cercles  seront  iné- 
gaux entre  eux  et  plus  grands  ou  plus  petits  que  le  grand  axe  de  Tellipse. 

Et  lorsque  ces  rayons  sont  nuls,  ou  en  d'autres  termes  lorsqu'ils  ont  une  lon- 
gueur égale  à  téroy  on  retombe  sur  la  propriété  connue  des  foyers,  savoir  :  que  la 
sotnme  des  rayons  vecteurs  est  constante  et  égale  au  grand  axe  de  C ellipse  (^). 

328  octavo.  I.  Étant  donnés  une  hyperbole  H  (fig.  208.  h)  et  ses  deux  foyers/ 
et  /,  si  du  foyer/  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  R  on  décrit  un  cercle  C  ; 
si  d'un  point  m  quelconque  pris  sur  la  branche  qui  a  pour  foyer  le  point/  on  mène 
les  deux  rayons  vecteurs  iw/et  mf  et  qu'on  prolonge  le  rayon  vecteur  mf  jusqu'au, 
cercle  C,  on  aura  les  deux  points  n'  et  q' . 

Cela  posé  y  désignant  la  longueur  de  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  par  A,  on 
aura  : 

nf—mf'=k 
d'où 


et 


et 


fw/=±  mf  +  A 
mn'  =  R — mf 


m(/'=R  +  m/" 


d*où  Ton  déduit  : 

i«  mn'+m/'=R  +  A 
et 

2°  m?'— m/'==R— A 
SiR=A,  on  aura  : 

et 

2»  mq'  =  mf 

On  peut  donc  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  i .  Étant  donnés  un  cercle  C  ayant  pour  cenlre  un  point/  et  un  rayon 
égal  à  A  ,  et  un  point /exlm^iir  au  cercle  C,  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des 
distances  au  cercle  C  et  au  point  fixe  /  sera  constante  et  égale  au  diamètre  2A  du 
cercle  C,  sera  une  hyperbole  H  dont  les  points/  et  /  seront  les  foyers  et  dont  Taxe 
iransverse  sera  égal  au  rayon  A  du  cercle  C . 


(*)  On  a  fondé  sur  celte  propriété  la  construction  d'un  compas  à  ellipse. 
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Théorème  S.  ÊIsnt  (tomiéB  ua  oerde  C  ayant  poor  centre  un  point/'  et  an  rayon 
égal  à  Ay  et  un  point /situé  en  éekars  du  cerele  C\  le  lieu  des  points  également 
distants  du  cercle  G  et  du  point  fixe/,  sera  une  hyperbole  H  ayant  les  points /et/ 
pour  foyers  et  son  axe  trafosverse  égal  au  rayon  A  du  cercle  G'. 

Ce  théorème  est  pour  F  hyperbole  Tanaloguede  celui  qui  existe  pour  la  parabole^ 
savoir  :  que  tout  point  de  la  parabde^est  également  distant  du  foyer  et  de  la  direc- 
trice droite.  Pour  la  parabole,  la  direcUioe  droite  est  un  cercle  de  rayon  infini, 
puisque  son  centre  n'est  autr»  que  le  second  foyer  qui  est  situé  à  Tinfini  (^. 

H.  Étant  donnés  une  hyperbole  H  et  ses  deux  foyers  /  et  /,  si  de  chacun  des 
foyers  comme  centre  et  avec  des  rayons  R  et  R'  on  trace  lés  cercles  C  et  G' 
{fy.  208.  t),  et  que  pour  un  point  mcprelconque  on  conçoive  les  rayons  vecteurs 
m/ et  mfj  lesquels  prolongés  seront  tels  que  le  rayon  mf  coupera  le  oerde*  G  aux 
points  n  et  p  et  que  le  rayon  mf  coupera  le  cerele  G'  aux  points  n'  et  f/y  on  aura  : 

mfi'=R' — mf 
mp'=K'-^n^ 
mn=zmf — R 
mp=iii/'+R 


d'où  Ton  tire  : 


V  mn-f-mp'=âR 

y  mn'  +  mn=:R'— R  +  (m/— m/')  =  R'— R  +  A=constante 

y  mp—mn=.3R 

4®  mp' — mn  =  R'4-R — A=:  constante 

Si  R =R'  =  A ,  on  aura  ; 

mn'  -\-  mp'  =zmp — mn  =  2A 
mp' — mn=A 
mn'  -\-  mn  =  A 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  de  chacun  des  foyers  dune  hyperbole  comme  centre^  et  avec  un  rayon  égal  à  l'axe 
transverse  de  cette  hyperbole ,  on  décrit  un  cercle ,  la  différence  des  distances  dtun  point 
quelconque  de  [hyperbole  aux  deux  cercles  décrits  sera  constante  et  égale  à  Caxe  trans- 
verse  lorsque  les  foyers  seront  Cun  et  C autre  entre  le  point  et  les  cercles^  etCon  aura  au 
contraire  la  somme  des  distances  égale  à  Caxe  transverse  lorsque  l'un  des  foyers  seule- 
ment sera  entre  le  point  et  le  cercle  correspondant  y  Cautre  foyer  étant  au  delà  du  point 
par  rapport  à  son  cercle. 


{*)  Sur  cette  propriété  de  Thyperbole  on  a  fondé  la  construction  d*un  compas  destiné  à  tracer  cette 
courbe. 
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iSi  Ton  anppose  tpm  les  nyons  de»  oeroto  scmt  ttuls^  alocs  on  retombe  mr  la 

propriété  connne  des  foyers,  savoir  :  que  la  différence  des  rayons  vecteurs  estégrie 
à  Taxe  transverse  de  Thyperbole  (*). 

De  la  courbe  lieu  des  perpendiaUcàres  abamies  dun  foyer  sur  les  tangentes 

à  une  section  conique. 

9WS  nme.  V  S  chacnn  des  foyers  d'une  eUipse  on  dxAsse  une  ferpendkulaxre  sur 
chacune  des  tangentes  à  cette  courbe,  le  lieu  des  pieds  de  ces  perpem&culaires  sur  les 
droites  tangentes  sera  un  cercle  décrU  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  cwnme  diamètre* 

Soient  donnés  une  ellipse  E  ayant  son  centre  en  o  et  pour  graod  axe  an^  et  pour 
petit  axe  bb'  (fig.  S08  A)  et  ses  foyers  en  /et/.  Prenons  un  point  m  sur  la  courbe 
E  et  traçons  la  tangente  nip  en  m  à  cette  courbe  E. 

La  normale  mq  divisant  en  deux  parties  égales  l'angle  finf  des  rayons  vecteurs 
menés  au  point  m  (n""  328  quater)^  il  s'ensuit  que  si  Ton  prolonge  le  rayon  vec- 
teur wf  d'une  quantité  mg^=^mfen  unissant  les  points/ et  9  on  aura  une  droitey^ 
perpendiculaire  à  la  tangente  mp,  et  le  point  n  en  lequel  les  droites  fy  et  mp  9e 
coupent  sera  le  milieu  de^. 


(*}  On  voit  donc  que  si  l'on  a  deux  points  f  et  o  (/!g.  S08  A) ,  et  que  du  point  o  on  décrive a^Bc  un 
rayon  op  an  cercle  G ,  le  point  m  égulemenl  distant  do  cercle  C  et  du  point  /sera  sur  une  eilifise  £ 
dont  les  points  feio  seront  les  foyers  et  dont  le  grand  axe  sera  égal  au  raycm  op  du  cercle  C,  car 
Ton  a:  cd=oa  =  op. 

Si  l'on  mène  la  droite  p/,  et  que  du  point  m  on  abaisse  une  droite  mq  perpendiculaire  à  pf,  cette 
droite  mq  sera  la  tangente  en  m  à  rellipse  B:  et  en  effet,  puisque  Von^  mp=mq  et  que  les  deux  trian- 
gles pmq  et  fmq  sont  tous  les  deux  rectangles ,  les  Bxigïespmq  eiqinf  seroni  égaux.  Or,  les  droites  m/' 
et  mo  sont  les  rayons  vecteurs  de  Tellipse  B  pour  le  point  m ,  donc,  etc. 

On  pourrait,  d'après  ce  qui  précède»  construire  un  compas  à  eUipse  qui  jouirait  d'une  propriété 
fort  utile  et  qui  n'a  point  encore  été  réalisée. 

Tous  les  compas  à  ellipse  construits  jusqu'à  ce  jour  ne  permettent  pas  de  diriger  le  bec  du  tire- 
ligne  dans  le  plan  de  la  tangente  à  la  courbe.  Par  le  procédé  suivant,  on  obtiendrait  ce  résultat. 

Soient  trois  régies  À,  B,  D,  fendues  dans  leur  longueur;  A  et  B  tourneront  autour  des  points  /  et  o 
{fig.  208  B),  le  point  p  placé  sur  la  règle  B  à  une  distance  fixe  op  du  pivot-centre  0 ,  pourra  glisser  dans 
la  rainure  pratiquée  dans  la  règle  A. 

La  règle  D  portera  un  pivot  q  qui  pourra  glisser  dans  la  rainure  de  la  règle  A ,  mais  la  règle  D  sera 
tellement  ajustée  sur  la  règle  A ,  qu'elle  lui  sera  toujours  perpendiculaire. 

Le  tire-ligne  m  glissera  carrément  dans  la  rainure  pratiquée  sur  la  règle  D  et  portera  un  pivot  qui 
pourra  glisser  dans  la  rainure  pratiquée  sur  la  règle  B. 

Par  ce  moyen,  en  faisant  tourner  la  droite  B  autour  du  pivot-centre  0 ,  le  point  p  décrira  un  cercle 
C ,  la  règle  A  tournera  autour  de  son  pivot-centre  f  et  le  tire-ligne  m ,  dont  le  bec  aura  son  plan  tou- 
jours parallèle  à  la  régie  D,  décrira  Fellipse  E. 
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Or  le  point  0  est  le  milieu  àéff,  donc  la  droite  m  sera  parallèle  à  fg  et  de  plus 
on  aura  : 

Or 


fg=fm-\-fm=^aa' 

Donc  on=le  demi  grand  axe  de  TellipseE. 

Quel  que  soit  le  point  m  que  Ton  considère  sur  Tellipse  E,  on  arrivera  toujours 
au  même  résultat. 

Ainsi  le  point  n  est  sur  un  icercle  G  décrit  sur  le  grand  axe  aa!  de  Tellipse  E 
comme  diamètre. 

%"*  Si  de  chacun  des  foyers  d'une  hyperbole  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  dm- 
cune  des  tangentes  à  cette  courbe ,  les  pieds  des  diverses  perpendiculaires  abaissées  sur 
ces  tangentes ,  seront  sur  un  cercle  décrit  sur  l'axe  transverse  de  C hyperbole  pris  pour 
diamètre. 

Soit  donnée  une  hyperbole  E  (Jig.  208  l)  ayant  le  point  o  pour  centre,  les  points 
/et/  pour  foyers  et  dont  aa' sera  Taxe  transverse. 

Prenons  un  point  m  sur  la  courbe;  la  droite  mp  étant  la  tangente  en  ce  point  m , 

cette  droite  mp  divise  en  deux  parties  égales  Fangle  frnf  des  deux  rayons  vecteurs 
menés  en  ce  point  m. 

Abaissons  du  foyer/  une  perpendiculaire  sur  la  tangente  mp  ;  cette  perpendicu- 
laire coupera  la  tangente  mp  en  n'  et  le  rayon  vecteur  m/ en  g. 

Or,  il  est  évident  que  mg=mf. 

Donc fg=mf — w/= l'axe  transverse  cra'  de  l'hyperbole  donnée* 

Le  point  n'  est  le  milieu  de  la  droite  gf. 

Le  point  o  est  le  milieu  de  la  droite j/. 

Donc  la  droite  on'  est  parallèle  à^  et  égale  à  la  moitié  de  fg  et  par  conséquent 
égale  à  la  moitié  de  l'axe  transverse  aa'  de  l'hyperbole  donnée.  Or  quel  que  soit  le 
point  m,  le  résultat  obtenu  sera  le  même;  donc  les  points  n'  seront  sur  un  cercle  C 
décrit  du  point  o  comme  centre  et  sur  Taxe  transverse  aa'  comme  diamètre. 

S""  Si  du  foyer  d'une  parabole  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  chacune  des  ton* 
gentes  à  cette  courbe^  les  pieds  des  diverses  perpendiculaires  abaissées  sur  ces  tangentes 
seront  sur  une  droite  tangente  au  sotnmet  de  la  parabole. 

Soit  donnée  une  parabole  E  ayant  le  point/  pour  foyer,  le  point  s  pour  sommet 
et  la  droite  D  pour  directrice.  Menons  en  un  point  m  de  la  courbe  E  une  tangente 
mp  (fig.  208  m)  à  cette  courbe. 

Abaissons  du  foyer  /  une  perpendiculaire  sur  cette  tangente  mp,  elle  coupera  la 
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droite  mpen  an  point  n  et  la  droite  mq  (parallèle  à  l'axe  infini  sfde  la  parabole) 
en  un  point  g. 

On  aura  :  mef=mfei  le  point  n  sera  le  milieu  defg. 

Or  la  droite  D  étant  la  directrice  de  la  parabole,  on  a  :  mq=^mf;  donc  les  points 
9  et  9  se  confondent,  et  comme  8f=-sr  et  que  le  point  n  est  le  milieu  dey^,  on  en 
conclut  que  le  point  n  est  situé  sur  la  droite  C  menée  par  le  sommet  s  de  la  para- 
bole et  parallèlement  à  la  directrice  D. 

Et  comme  quel  que  soit  le  point  m  pris  sur  la  parabole ,  on  arrivera  toujours  au 
même  résultat,  on  doit  en  conclure  que  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  sur 
les  tangentes  sont  sur  la  droite  C,  tangente  au  sommet  s  de  la  parabole. 


Propriété  remarquable  du  tore  irrégulier  ou  excentrique. 


328  déci.  Étant  donné  un  cercle  G  sur  le  plan  horizontal  menons  par  un  point  p 
situé  en  dedans  ou  en  dehors  du  cercle  C  une  verticale  Y  ;  menons  par  la  droite  Y 
un  plan  M  coupant  le  cercle  G  en  un  point  q ,  et  traçons  dans  ce  plan  M  un 
cercle  i  ayant  le  point  q  pour  centre  et  pq  pour  rayon  ;  en  faisant  tourner  le  plan  M 
autour  de  l'axe  Y  et  supposant  que  le  cercle  3  varie  de  rayon  et  que  son  centre  par- 
coure le  cercle  G ,  ce  cercle  i  mobile  (  et  variable  de  grandeur  suivant  une  loi 
donnée)  décrira  une  surface  2  (fui,  en  vertu  de  son  mode  de  génération,  sera 
coupée  par  tout  plan  passant  par  Taxe  Y  suivant  deux  cercles  5,  et  3',  de  rayons 
inégaux ,  ayant  leurs  centres  sur  le  cercle  G  et  étant  tangents  Tun  à  l'autre  au 
point  p.  La  surface  £  a£Fectera  la  forme  d'un  tore  qui  sera  dit  :  irrégulier  ou 
excentrique. 

Je  dis  que  cette  surface  £  peut  encore  être  coupée  par  une  seconde  série  de 
plans  suivant  des  cercles. 

Premier  cas.  Supposons  que  le  point  p  est  situé  dans  l'intérieur  du  cercle  G, 
unissons  le  point  p  et  le  centre  o  du  cercle  G  par  une  droite  coupant  {fig.  208  p.) 
ce  cercle  G  en  les  deux  points  a  et  a',  portons  sur  le  diamètre  a7  une  longueur 
ay=apet  regardons  les  deux  points  p  et  p'  comme  les  foyers  d'une  ellipse  E 
ayant  son  centre  en  o  et  la  droite  ac^  pour  grand  axe. 

Faisons  passer  par  la  droite  aa!  un  plan  R  perpendiculaire  au  plan  horizontal 
sur  lequel  se  trouvent  tracées  les  courbes  G  et  E,  et  traçons  dans  ce  plan  R  la  focale 
de  l'ellipse  E,  on  aura  une  hyperbole  (H,  H')  ayant  les  points  p  et  p'  pour  sommets 
et  les  points  a  et  a'  pour  foyers  (n*  309). 

2*  PART»»  iA 


'-.rf 
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Geia  posé  : 

On  sait  T  que  si  l'on  prend  un  point  x  sur  l'ellipse  E  et  qu'on  to  regarde 
comme  le  sommet  d'une  cône  X  ayaai  l'hyperbole  H  pour  directrice ,  ce  cône  X 
est  de  révolution. 

2*  "Que  si  Ton  prend  un  point  z  sur  Thyperbole  H  et  qu'on  le  regarde  comme 
le  sommet  d'un  cône  2  ayant  l'ellipse  E  pour  directrice ,  ce  cône  Z  est  de  révo- 
lution. 

S"»  Que  si  l'on  mène  les  tangentes  6  en  a:  à  la  courbe  E  et  T  en  z  à  la  courbe  H, 
ces  tangentes  seront  respectivement  les  axes  de  rotation  des  surfaces  coniques 
X  et  Z  ;  ainsi  S  sera  Taxe  du  cône  X  et  T  Faxe  du  cône  Z. 

Cela  posé  : 

Si  du  point  p  foyer  de  l'ellipse  E,  on  mène  un  plan  M  perpendiculaire  à  la 
tangente  9 ,  ce  plan  M  coupera  le  cône  X  suivant  un  cercle  i  qui  aura  son  centre 
au  point  q  en  lequel  le  plan  M  coupe  la  droite  6 ,  et  ce  cercle  3  aura  pour  rayon  la 

droite  pq. 

En  considérant  une  suite  de  plans  M  ^  on  aura  une  série  de  cercle  i  qui  déter- 
mineront la  surface  1  précédente  et  désignée  par  le  nom  de  tare  irré^fulier. 

Cela  posé  : 

Construisons  une  sphère  S  tangente  au  cône  Z  et  au  plan  de  l'ellipse  E  au  foyer 
p  ;  le  cône  Z  touchera  la  sphère  S  suivant  un  cercle  S.  Et  si  l'on  considère  les  divers 
points  Zj  z\  z\  etc.,  de  l'hyberbole  H,  on  aura  une  suite  de  cônes  Z,  Z\  Z'\  etc., 
et  par  suite  une  série  de  cercles  6,  6',  6",  etc. 

Tous  ces  cercles  6,  g',  6",  etc.,  engendreront  une  surface  qui  ne  sera  autre  que 
la  surface  2  précédente,  et  en  effet  : 

Considérons  la  génératrice  droite  zx  du  cône  X^  cette  droite  coupe  le  cercle  g  en 
un  point  n  et  l'on  a  xn=xp^  or  tous  les  points  du  cercle  d  sont  distants  du  sonuaet 
X  d'une  quantité  égale  kxp'j  le  point  n  est  donc  un  point  du  cercle  d. 

Si  Ton  considère  un  second  cercle  6'  tracé  sur  un  cône  ayant  le  point  z  {Kmr 
sommet ,  \a  génératrice  xz'  du  cône  X  couperait  le  cercle  6'  en  un  point  n'  et  Ton 
aurait  xn=xp  ;  ainsi  le  point  n  sera  sur  le  cercle  3. 

On  trouverait  de  même  que  les  divers  cercles  d,  i\  d%  etc.,  coupent  respective- 
ment, et  chacun  en  un  point,  les  divers  cercles  g,  g',  g",  etc.  Ainsi  les  cercles  g, 
g',  g",  etc. ,  sont  situés  sur  la  surface  2  formée  par  les  cercles  à ,  d\  d^',  etc. 

Deuxième  cas.   Supposons  que  le  point  p  est  situé  hors  du  cercle  C 

Menons  par  le  point  p  et  le  centre  0  du  cercle  G  une  droite  B^  et  par  cette  droRe 
B  un  plan  M  perpendiculaire  au  plan  du  cende  C  ;  cette  droite  fi  coupera  ie  cerde 
<]  en  deux  points  {fig.  208  q)aei a\ 


Portons  oy=ap  et  traçons  :  t*  dans  le  plan  M  une  ellipse  E  ayant  les  points  p  et 
p  pour  sommets  et  les  points  a  et  a  pour  foyers,  et  2"  dans  le  plan  dn  cen*e  C 
une  hyperbole  (H,  H')  ayant  les  points  p  et  p'  pour  foyers  et  les  points  a  et  a  pour 
sommets ,  la  surface  engendrée  par  le  cercle  mobile  d ,  dont  te  centre  parcourt  le 
cercle  C  et  dont  le  plan  méridien  M  passe  toujours  par  la  droite  Y  menée  perpen- 
diculairement au  plan  du  cercle  C  par  le  point  m,  sera  coupée  par  des  plans  perpen- 
diculaires au  plan  de  Tellipse  E  et  normaux  aux  tangentes  de  cette  ellipse  suivant 
d*autres  cercles  6,  6',  S",  .... 

Troisième  cas.  Supposons  qu'au  lieu  d'un  cercle,  on  se  donne  une  droite  C 
{fig.  208  s)  et  ensuite  un  point  p  ;  si  Ton  mène  par  ce  point  p  une  suite  de  diver- 
gentes coupant  la  droite  C  en  des  points  o ,  o',  o\ et  si  l'on  considère  chaque 

point  0  comme  le  centre  d'un  cercle  à  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan 

(p,  C)  et  ayant  op  pour  rayon ,  la  surface  engendrée  par  les  cercles  3 ,  3',  3"> 

pourra  être  coupée  suivant  une  seconde  série  de  cercles  6,  6',  6",  ...•  Et  en  effet  : 
abaissons  du  point  p  une  perpendiculaire  sur  la  droite  G,  on  aura  le  point  s]  con- 
struisons dans  le  plan  (p,  C)  une  parabole  P  ayant  le  point  s  pour  sommet  et  le  point 
p  pour  foyer  ;  puis  par  la  droite  ps  menons  un  plan  M  perpendiculaire  au  plan  (p,  C), 
et  traçons  dans  ce  plan  M  une  parabole  F  ayant  le  point  p  pour  sommet  et  le  point 
s  pour  foyer. 

La  courbe  P'  sera  la  focale  de  P,  et  l'on  trouvera ,  par  des  raisonnements  aMk>- 
gues  à  ceux  employés  dans  le  premier  cas,  que  les  plans  de  cercles  6,  6',  S",.*** 
seront  perpendiculaires  au  plan  M  et  normaux  aux  tangentes  de  la  parabole  P. 

La  propriété  dont  jouit  chacune  de  ces  trois  espèces  de  surfaces ,  d'être  dcohio^ 
ment  circulaire^  nous  permet  de  construire  avec  facilité  le  plan  tangent  en  un  poÎBt 
de  chacune  d'elles. 

En  effet  :  étant  donné  un  point  m  de  cette  surface,  on  mèn^a  par  ce  point  et  par 
Taxe  Y  un  plan,  et  l'on  aura  le  cercle  3,  et  en  menant  par  le  point  m  et  par  la  droite 
D  par  laquelle  passent  tous  les  plans  des  cercles  S  (n°*  299,  301  et  306  ;  fig.  4  W, 
194  et  195)  un  plan  sécant,  on  aura  le  cercle  S.  Les  tangentes  aux  deux  eeri^ 
d  et  S  se  croisant  au  point  m,  détermineront  le  plan  tangent  en  ce  point  m. 

Lorsque  le  point  p  est  précisément  le  centre  du  cercle  C ,  alors  la  droite  Y  est 
précisément  l'axe  du  cercle  C ,  et  dans  ce  cas  on  a  pour  surface  le  tore  régu-- 
liery  surface  qui  est  de  révolution  et  engendrée  par  un  cercle  J  de  rayon  con- 
stant et  égal  à  celui  du  cercle  C  -,  dans  ce  cas ,  la  surface  est  coupée  suivant  une 
seconde  série  de  cercles  6  par  des  plans  parallèles  entre  eux  et  perpendiculaires 
à  l'axe  Y. 

Or ,  l'axe  Y  est  la  focale  de  cercle  G ,  on  voit  donc  que  ['analogie  srimrte  eok% 
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les  quatre  surfaces  que  nous  avons  examinées,  savoir  :  les  trois  tores  irréguliers  et 
Xetore  régulier  (*). 

Du  pôle  et  de  la  polaire  (Cune  section  conique. 

329.  Dans  toute  section  conique ,  si  Ton  trace  une  série  de  cordes  parallèles  et 
qu'on  mène  les  tangentes  aux  extrémités  de  chaque  corde,  elles  concourent  en  des 
points  qui  sont  tous  situés  sur  le  diamètre  conjugué  de  ces  cordes.  Réciproquement 
si  par  tous  les  points  d'un  diamètre  d'une  section  conique  on  mène  des  tangentes 
à  cette  courbe  y  les  cordes  qui  unissent  les  points  de  contact  des  tangentes  issues 
d'un  même  point  sont  toutes  parallèles  au  diamètre  conjugué  du  diamètre  donné 
(n«*  312,  9^321;  324). 

330.  Soient  une  section  conique  E  (Jig.  209)  et  une  droite  quelconque?,  qui 
la  coupe  en  deux  points  q  etr,  les  tangentes  en  ces  points  concourent  en  un  point 
Pf  et  je  dis  que  si  par  un  point  quelconque  x  cfe  P ,  on  mène  les  tangentes  xy  et  xz  à  la 
section  conique  Ey  la  corde  yz  prolongée  passera  par  le  point  p.  En  effet,  soit  s  un 
point  de  la  focale  de  la  conique  E ,  prenons-le  pour  sommet  d'un  cône  A  de  révolu- 
tion sur  lequel  la  courbe  E  soit  placée,  joignons  sp  et  sx  et  menons  les  génératrices 
droites  sq^sr^sy^sz  du  cône  A.  La  droite  sp  étant  tout  entière  hors  de  la  surface 
conique ,  un  plan  Z  qui  lui  sera  parallèle  coupera  toutes  les  génératrices  du  cône 
et  donnera  par  conséquent  pour  section  une  ellipse  E';  pour  simplifier  la  figure 
nous  tracerons  cette  ellipse  à  part  (Jig.  210),  les  points  </',  r',  t/',  z'  sont  les  inter- 
sections de  ce  plan  Z  avec  les  génératrices  sq^sr^sy^sz;  cela  posé,  les  plans  tan- 
gents {srp)  et  (spq)  coupent  le  plan  Z  qui  contient  la  courbe  E%  suivant  des 
tangentes  à  E'  en  les  points  r'  et  q^  et  parallèles  à  sp,  donc  q^r^  est  un  diamètre  de 
K\  et  comme  il  est  dans  le  plan  {sqr)  qui  contient  la  droite  sxj  il  coupera  cette 
droite  en  un  point  a;';  puis  les  plans  tangents  (sxy)  et  (sxz)  coupent  le  plan  Z  aussi 
suivant  les  droites  t/V  et  sV  tangentes  à  la  courbe  E'  et  aux  points  y'  et  z' ,  et  ces 
tangentes  concourent  aux  points  x',  intersection  des  trois  plans  Z,  (sxy)  et  {sxz); 
donc  la  corde  (i/V)  est  parallèle  à  «p,  elle  rencontre  le  plan  horizontal  en  un  point 
p'  situé  sur  la  droite  yz  puisqu'elle  est  dans  le  plan  {syz) ,  et  comme  ce  plan  {syz) 
contient  aussi  spj  la  droite  yz  passe  nécessairement  par  le  point  p. 

Réciproquement  si  par  un  point  p  (Jg.  209)  extérieur  à  une  section  conique  on 
mène  tes  deux  tangentes  pq  et  pr  et  tant  de  sécantes  py  que  ton  voudra  ;  qu'aux  inter- 


(*)  Plus  loin ,  nous  verrons  que  Ton  peut  transformer  les  quatres  tares  circulaires  en  des  tores 
elliptiques  ;  ces  nouvelles  surfaces  jouissent  de  la  propriété  d'être  coupées  par  une  suite  de  plans 
passant  par  Taxe  Y,  suivant  des  ellipses^  et  par  une  suite  de  plans  passant  par  la  droite  D ,  suivant 
d'autres  ellipses. 
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sections  y  et  z  de  chaque  sécante  et  de  la  courbe  on  mène  des  tangentes  û  cette  courbe , 
ces  tangentes  concourent  en  des  points  x  situés  sur  la  droite  P ,  laquelle  joint  les  points 
de  contact  qetr.Le  point  p  est  dit  le  pôle  conjugué  de  la  droite  P,  et  la  droite  P  est 
dite  la  polaire  conjuguée  du  pôle  p.  Si  Ton  prend  le  point  x  à  Tinfini ,  les  tangentes 
sont  parallèles  à  la  droite  P,  la  corde  qui  unit  les  points  de  contact  est  un  diamètre 
passant  par  le  point  p ,  donc  le  pôlep  est  sur  le  prolongement  du  diamètre  qui  est  le 
conjugué  du  diamètre  qui  est  parallèle  à  la  polaire  P. 

331 .  Si  par  un  point  p  (Jig.  21 1  )  intérieur  à  une  section  conique  E  on  mène  tant  de 
cordes  que  Con  voudra  »  et  qu'aux  extrémités  de  chaque  corde ,  on  construise  les  tangentes 
à  la  courbe  Ë ,  elles  concourent  en  des  points  situés  sur  une  droite  extérieure  à  la  section 
conique  Ë.  En  effet ,  par  le  point  p  menons  trois  cordes  ab^  ab',  a"b"y  les  tangentes  en 
a  et  b  se  coupent  en  un  point  r ,  celles  en  a  et  b^  se  coupent  en  / ,  enfin  celles  en  a^^ 
et  b^'  se  coupent  en  r";  deux  de  ces  trois  points  r  et  r'  déterminent  une  droite  P. 
Il  faut  démontrer  que  cette  droite  P  passe  par  le  point  /'  ;  pour  cela  concevons  la 
focale  de  la  courbe  E  et  le  cône  A  qui  aurait  son  sommet  en  un  point  s  de  cette 
focale  j  menons  les  génératrices  soj  sby  sa\  sb\  sa!\  sb"  du  cône  A  et  les  droites  sr , 
sr\  sr"  ;  le  plan  («,  P)  n'ayant  que  le  sommet  s  de  commun  avec  le  cône  A ,  un  plan 
Z  qui  lui  sera  parallèle  coupera  ce  cône  A  suivant  une  ellipse  E' ,  que  pour  plus  de 
clarté  nous  construisons  à  part  (Jig.  21 2)  et  il  coupera  aussi  les  plans  tangents  {sar)^ 
(sbr)  suivant  deux  droites  tangentes  en  les  points  a  et  |3  à  la  courbe  E'  et  ces  tan- 
gentes seront  parallèles  à  «r;  donc  a|3  est  un  diamètre  de  l'ellipse  E',  et  il  est  situé 
dans  le  plan  (sab)^  de  même  le  plan  sécant  Z  coupe  les  plans  tangents  (sa^r^,  {sb'r') 
suivant  des  tangentes  en  a  et  Ç/  à  la  courbe  E'  et  parallèles  à  «r';  donc  aÇ!  est 
aussi  un  diamètre  de  Tellipse  E^  et  il  est  situé  dans  le  plan  {sa'b^  ;  mais  les  plans 
{sab)  et  {sa'b^  se  coupent  suivant  la  droite  «p,  qui  contient  par  conséquent  le  point 
d'intersection  tt  des  diamètres  a(3  et^^',  ou  le  centre  de  l'ellipse  E^ 

Cela  posé  : 

Le  plan  {sa!'b")  coupe  le  plan  Z  de  la  courbe  E'  suivant  un  diamètre ol'Ç/\  donc 
les  intersections  du  plan  Z  (sur  lequel  est  tracée  l'ellipse  E^  et  des  plans  tangents 
{sa"r") ,  {sb"r'^  sont  des  tangentes  en  a  et  (3"  à  l'ellipse  E'  et  parallèles  entre  elles  et 
par  conséquent  à  l'intersection  sr"  des  deux  plans  tangents;  donc  sr"  est  située 
dans  le  plan  {s^  P)  parallèle  au  plan  de  lellipse  Ë' ;  donc  enfin  le  point  r'^  est  sur  la 
droite  P. 

Réciproquement  si  par  chacun  des  points  d*une  droite  P  {fig.  211)  extérieure  à  la 
section  conique  E ,  on  mène  deux  tangentes  à  cette  courbe  et  qu'on  joigne  les  points  de 
contact  par  une  corde ,  toutes  ces  cordes  se  croiseront  en  un  point  p  intérieur  à  la  section 
conique  E. 

La  droite  P  est  la  polaire  du  pôle  p.  Si  l'on  prend  le  point  r  à  l'infini ,  les  tangentes 
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à  la  courbe  B  aox  points  a  et  b  seront  parallèles  entre  eUes  et  à  la  droite  P  ^  donc  ta 
corde  qui  unira  les  poiats  de  contact  a  et  6  sera  un  dianèlre  passant  par  le  point  f. 
Donc  le  pôle  p  est  sur  le  diamètre  conjugué  du  diamètre  parallèle  à  la  polaire  P. 

Des  propriétés  de  certains  polygones  inscrits  à  une  sec6on  conique* 

332.  Si  Von  prolonge  les  côtés  opposés  d'vn  hexagone  abcdef  (Jig.  SI  3)  inscrit 
dans  une  section  conique ,  ils  se  coupent  en  trois  poinis  r,  r',  r^  qui  sont  en  ligne  éreite. 
En  effet,  concevons  la  focale  de  la  section  conique  E ,  soit  s  un  point  de  cette  foeak 
que  nous  prendrons  pour  sommet  de  Tune  A  des  surfaces  coniques  de  révoiutioii 
sur  lesquelles  la  courbe  E  peut  être  placée;  menons  les  génératrices  mi, «6,  «c, ^/, 
scy  sf  du  cône  A  et  les  droites  «r,  sr'^  sr"  ;  les  points  r  et  /  déterminent  une  droite  D, 
qui  passe  par  le  point  r^\  Pour  le  démontrer  coupons  la  surface  conique  par  un 
plan  Z  parallèle  au  plan  (^^D),  la  section  sera  une  ellipse  E',  les  intersections  de 
ce  plan  sécant  Z  avec  les  plans  {saf) ,  (scd)  sont  deux  cordes  a'f  et  c^d!  parallèles 
à  «r  ;  le  même  plan  Z  est  coupé  par  les  deux  plans  (sfe) ,  {sbc)  suivant  deux  autres 
cordes /e'  et  6V  parallèles  à  sr^',  enfin  les  intersections  du  même  plan  Z  (qui  con« 
tient  la  courbe  E')  avec  les  plans  {sad)^  (sab)  sont  deux  autres  cordes  cfdf  et  aV, 
qui  avec  les  quatre  préc^entes  forment  un  hexagone  inscrit  dans  Tellipse  B'  ;  et 
puisque  les  quatre  premiers  côtés  sont  parallèles  deux  à  deux ,  les  deux  derniers 
côtés  sont  aussi  parallèles  entre  eux  (n""  320)  et  par  conséquent  parallèles  à  Tm- 
tersection  sr"  des  deux  plans ,  donc  cette  intersection  est  située  sur  le  plan  (# ,  D) 
parallèle  au  plan  Z  de  la  courbe  E^;  donc  enfin  le  point  r''  est  sur  la  droite  D. 

C'est  la  propriété  connue  sous  le  nom  d' hexagratnme  de  Pascal. 

Il  résulte  de  là  un  moyen  de  construire  une  section  conique  par  points ,  car  si 
Ton  donne  les  cinq  points  n,  6,  c,  d,  e,  on  mènera  les  droites  a6,  bc,  cd  qui  seront 
trois  côtés  d'un  hexagone  inscrit  dans  la  section  conique  cherchée ,  puis  ta  qua- 
trième côté  ed  ira  couper  ab  en  un  point  r".  Pour  trouver  un  point  compris  entre 
les  points  e  et  a,  Ton  mènera  donc  une  droite  er^ ,  qui  rencontrera  ab  au  delà  db 
pointa,  Ton  joindra  les  points  r^'  et  r^  par  une  droite  D  coupant  ed  en  un  point  r, 
que  Ton  joindra  avec  a ,  les  droites  ra  et  r'e  se  croisent  en  un  point  /  qui  appar- 
tiendra à  la  section  conique  passant  par  les  cinq  points  donnés.  On  obtiendrait  de 
même  des  points  compris  entre  deux  quelconques  des  points  donnés  et  autant  qu^on 
en  voudra. 

L'un  des  côtés  ed,  par  exemple,  pourrait  devenir  infiniment  petit,  la  propriété 
de  rhexagone  inscrit  n'en  serait  pas  moins  vraie  ;  ntais  alors  la  droite  er^'j  ou  Tun 
des  côtés  de  l'hexagone  étant  prolongé,  deviendrait  tangente  à  la  courbe  B.  On 
conclut  donc  de  là  que  pour  mener  la  tangente  en  un  point  m  d'une  section  co- 
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nique,  il  fenl  d'abord  inscrire  un  pentagone  dont  Tnn  des  sommets  soit  en  m, 
anmiile  prolonger  le  côté  opposé  au  point  m  et  les  qnatre  autres  côtés  jusqu'à  la 
raacontre  des  côtés  non  adjacents^  et.  enfin  unir  les  points  de  concours  par  une 
draile  qui  ira  couper  le  côté  opposé  au  point  m  en  un  point  x  et  menant  la  droite 
xm^  on  aura  en  cette  droite  la  tangente  demandée. 

333.  Soient  abcd  {fig.  244)  un  quadrilatère  inscrit  dans  une  section  conique 
quelconque ,  p  et  </  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  ;  les  diagonales  ac  et 
Mseeoupeoieii  un  point  o,  joignant  ce  point  o  aux  points  p  et  q  par  les  droites  Q 
et  P ,  je  dis  que  le  point  p  alie  pôle  conjugué  de  la  polaire  P ,  et  que  le  point  q  est  le 
pâle  conjugué  ée  (a  p^ire  Q,  c'est-à-dire  que  si  du  point  p  on  mène  les  tangentes 
pe^pf,  à  la  courbe  Ë,  la  droite  P  passera  par  les  points  de  contact  «  et  /de  ces 
taagentes  ;  et  de  mène  si  du  point  q ,  on  mène  les  tangentes  qg  et  qli ,  la  droite  Q 
passera  par  les  points  de  contact  9  et  /i  de  ces  tangentes  avec  la  courbe  E.  En  effet 
concevons  Isc  focale  de  la  section  conique  Ë  et  soit  s  le  sommet  de  Tun  A  des  cônes 
de  TOvolatioa ,  sur  lesquels  on  peut  placer  cette  courbe  E  ;  menons  les  génératrices 
Ma,  êbj  scy  sd  du  cône  A  et  les  droites  «p,  «</,  puis  coupons  tout  le  système  par  un 
plan  Z  parallèle  au  plan  {spq),  la  section  conique  sera  une  ellipse  Ë',  et  la  pyra- 
mide  sabcd  sera  coupée  suivant  un  parallélogramme  a'b'c*d'  (n**  i  56) ,  dont  les  côtés 
ab'  et  c'd'  sont  parallèles  à  *p  et  dont  tes  côtés  6V  et  a'rf'  sont  parallèles  à  sq;  donc 
cfe^  et  6'd'  sont  des  diamètres  de  TeHipse  E'  (n*  346 ,  ?•) ,  le  point  0'  en  est  le  centre 
ât  ae  trouve  sur  ia  droite  90  intersection  des  plans  {sbd)  et  {sac).  Les  cordes  nV  et 
i^i/  SOU  supplémentaires  (n*  31  S,  S"*)  et  par  conséquent  parallèles  à  des  diamètres 
GMfiigués  ;  or  les  plans  tangents  (sep)  et  {sjp)  sont  coupés  par  le  plan  Z  de  Tel- 
lipse  E'  suivant  des  tangentes  parallèles  à  sp  et  par  conséquent  parallèles  à  o'fr^, 
doM  le  dianiètre  qui  unit  les  points  de  contact  est  parallète  à  6V  (n*  31 3 ,  T)  ou 
à  jiy  I  mais  oe  diai&ètre  est  dans  le  plan  [sef) ,  donc  ce  plan  contient  aussi  sq ,  mais 
ii  eoBiîeat  $0  ^  doDC  les  quatre  points  e,fy  g^  o  sont  sur  la  trace  horizontale  P  de  ce 
plan  isef)  et  par  conséquent  en  ligne  droite;  donc  enfin  le  point  p  est  le  pâte 
conjugué  de  la  polaire  P.  De  même  les  plans  tangents  (sqg)  et  {sqli)  sont  coupés 
pu*  le  plan  Z  suivant  de&  taiBgentes  à  ia  courbe  E'  et  parallèles  à  frV  et  par  une 
siitto  de  raisonaeaiettts  semUaUes  à  ceux  ci-dessus  on  conclura  que  le  point  q  est 
le  pôle  conjugué  de  la  polaire  Q. 

Si  ntcd  est  un  trapèee  {fig.  24  &)  les  côtés  parallèles  ab  et  cd  se  couperont  à 
riafiaî  9  alors  la  |M>laire  Q  aéra  parallèle  aux  côtés  <i6  et  cd  du  trapèze  et  elle  coupe 
la  courbe  £  aux  points  ^^à;  menons  en  ces  points  des  tangentes  à  la  courbe  E , 
elles  iront  concourir  en  un  point  du  diamètre  conjugué  de  Q,  qui  se  sera  autre  que 
lofaûit  do  cottOMBftf  des  ofiités  non  parallèles  teet  orf ,  et  le  pokit^  est  évidem- 
ment le  milieu  de  ^A* 
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Oo  déduit  de  là  un  moyen  simple  et  facile  pour  mener  une  tangente  en  un  point 
donné  d'une  section  conique  ;  en  effet,  soit  la  section  conique  Ë  à  laquelle  on  veut 
mener  la  tangente  au  point  A,  par  ce  point  menons  une  droite  quelconque  Q,  pre- 
nons le  milieu  o  de  la  corde  ghj  par  ce  points  o  menons  deux  sécantes  quelconques 
ae^  bd  qui  coupent  la  courbe  £  en  les  points  a  et  «,  b  et  (/,  joignons  les  points  a  et  d, 
b  et  e^  par  des  droites  qui  se  coupent  au  point  q^  traçons  la  droite  9/1,  on  aura  la 
tangente  demandée. 

333  bis.  L  On  peut  regarder  un  quadrilatère  inscrit  à  une  section  conique, 
comme  étant  un  pentagone  inscrit  en  considérant  la  tangente  à  la  courbe  en  Tun 
des  quatre  sommets.  Alors  le  cinquième  côté  du  pentagone  est  Télément  rectiligne 
de  la  courbe  au  sommet  du  quadrilatère  par  lequel  passe  la  tangente. 

II.  On  peut  regarder  un  quadrilatère  inscrit  à  une  section  conique,  comme  étant 
un  hexagone  inscrit  en  considérant  deux  tangentes  à  la  courbe,  en  deux  des  quatre 
sommets.  Alors  le  cinquième  et  le  sixième  côté  de  Thexagone  sont  les  éléments 
rectilignes  de  la  courbe  en  les  deux  sommets  du  quadrilatère,  par  lesquels  passent 
les  deux  tangentes. 

Soient  donnés  une  section  conique  E  et  un  quadrilatère  inscrit  a^  b^  c^  dy  et  au 
point  a  la  tangente  T  à  la  courbe  £  (fig.  21 5  bis)  : 

Le  pentagone  aura  quatre  côtés  de  longueur  finie,  ad^  dc^  cb  et  6a,  et  le  cin- 
quième côté  sera  aa' ,  infiniment  petit  rectiligne. 

Dès  lors  si  Ton  voulait  construire  la  tangente  au  point  b  de  la  section  conique  E, 
on  devrait  considérer  cette  tangente  comme  étant  le  prolongement  du  sixième 
côté  d'un  hexagone,  ayant  en  a  un  côté  infiniment  petit  aa'  et  en  b  un  côté  infini- 
ment petit  bb'. 

Dès  lors  les  côtés  opposés  de  Thexagone  étant  ad,  bb'  et  cb,  aa'  et  cd,  b'a\  le  côté  cb 
prolongé  coupera  la  tangente  T  (ou  aa  prolongé)  au  point  r .;  les  droites  cdet  ab' 
(qui  n'est  autre  que  ab)  étant  prolongées  se  couperont  en  un  point  r;  unissant  les 
points  r  et  r'  par  une  droite  D,  elle  coupera  ad  prolongé  en  un  point  r'',  et  la 
droite  r"b  sera  la  tangente  T'  demandée. 

On  peut  donc  par  cette  méthode  construire  la  tangente  en  un  point  b  d'une 
section  conique  donnée  par  son  tracé,  lorsque  l'on  connaîtra  une  tangente  T  à  celte 
courbe  et  le  point  de  contact  a  de  la  tangente  T. 

On  peut  toujours  inscrire  à  une  ellipse  £  un  rectangle  dont  les  côtés  soient 
respectivement  parallèles  aux  axes  de  la  courbe ,  et  si  Ton  construit  aux  quatre 
sommets  du  rectangle  des  tangentes  à  la  courbe ,  on  aura  un  rectangle  circonscrit  ; 
or  (fig.  21 5  ier)j  il  est  évident  : 

P  Que  les  diagonales  du  rectangle  inscrit  sont  parallèlles  aux  côtés  du  rectangle 
circonscrit  ; 
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ST"  Que  chaqae  côté  du  rectangle  circonscrit  étant  prolongé  coupe  les  côtés  du 
rectangle  inscrit  qui  lui  sont  opposés  en  deux  points,  en  sorte  que  Ton  a  huit  points 
marqués  sur  la  figure  par  les  lettres  p,  p',  p",  p"',  p*^,  p^,  p^^  p^". 

Ces  points  sont  deux  à  deux  sur  quatre  droites  qui  forment  un  rectangle  9,  (\\ 
q\  </"',  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  diagonales  du  rectangle  inscrit. 

Chacun  des  8  points  p  se  trouve  en  ligne  droite  avec  Tun  des  4  points  q  et  Tun 
des  4  sommets/ du  rectangle  circonscrit; 

3*  Les  diagonales  du  rectangle  circonscrit  se  coupent  au  point  0  en  lequel  se 
coupaient  les  diagonales  du  rectangle  inscrit. 

Il  est  évident  que  si  Ton  construit  un  parallélogramme  inscrit  à  une  ellipse  et  le 
parallélogramme  circonscrit ,  on  obtiendra  les  mêmes  relations  indiquées  par  la 
fig.  215  ter  y  seulement  les  lignes  rectangulaires  entre  elles  dans  le  cas  du  rectangle 
ne  le  seront  plus  dans  le  cas  du  parallélogramme  ;  mais ,  celles  qui  sont 
parallèles  resteront  parallèles  et  les  points  qui  étaient  en  ligne  droite ,  resteront 
en  ligne  droite. 

Cela  posé: 

Étant  donnés  une  section  conique  E  et  deux  quadrilatères  Tun  inscrit  et  l'autre 
circonscrit ,  il  est  facile  de  trouver  les  propriétés  qui  existent  entre  ces  deux  qua- 
drilatères, car  il  sufQra  de  prendre  un  point  «  sur  Idi  focale  de  la  courbe  E,  de  regarder 
ce  point  comme  le  sommet  d'un  cône  A  ayant  la  courbe  E  pour  base,  ce  cône  sera 
de  révolution  ;  en  le  coupant  par  un  plan  Z  parallèle  aux  deux  droites  unissant  le 
sommet  s  avec  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  inscrit,  on 
obtiendra  une  ellipse  E' dans  laquelle  on  aura  deux  parallélogrammes,  Tun  inscrit 
et  l'autre  circonscrit,  comme  l'indique  la  fig.  215  (er.  Si  donc  par  le  sommet  s  du 
cône  A  et  par  chacun  des  points  de  la  fig.  21 5  ter  (figure  que  l'on  suppose  mainte- 
nant sur  le  plan  Z)  on  fait  passer  des  droites ,  et  si  par  ce  même  sommet  s  et  par 
chacune  des  droites  de  la  fig.  21 5  ter  on  fait  passer  des  plans,  ces  droites  perceront 
le  plan  de  la  courbe  E  en  des  points  et  ces  plans  couperont  le  plan  de  la  courbe  E 
en  des  droites,  qui  seront  telles  que  toutes  les  relations  existant  sur  la  figure  située 
dans  le  plan  Z,  subsisteront  sur  le  plan  de  la  courbe  E ,  seulement  les  droites  qui 
mnt  parallèles  dans  la  première  figure  située  sur  le  plan  Z,  concourront  en  un  point 
pour  la  figure  tracée  sur  le  plan  de  la  section  conique  E. 

Un  triangle  inscrit  dans  une  section  conique  peut  être  considéré  comme  un 
quadrilatère  inscrit,  ou  comme  un  pentagone  inscrit,  ou  comme  un  hexagone 
inscrit. 

En  le  considérant  comme  un  hexagone  inscrit ,  on  est  conduit  à  considérer  en 
même  temps  {fig.  215  quaier)  et  le  triangle  inscrit  donné  et  le  triangle  circonscrit 
qui  est  formé  par  les  tangentes  à  la  courbe  aux  sommets  du  triangle  inscrit. 

S*  PARTIS.  i5 


—  114  — 

Alors  rbexagone  inscrit  a  trois  côtéB  infiniment  petits  asij  bU^  ed  et  trois  c6tés 
finis  qui  sont  ceux  du  triangle  inscrit, 

Oq  déduit  de  ce  qui  précède  la  propriété  suivante ,  savoir  :  ri  ton  prolonge  cha- 
cune des  trois  tangentes  menées  à  une  section  conique  en  chacun  des  trois  sommets  d*un 
triangle  inscrit  et  le  côté  du  triangle  inscrit ,  on  obtient  trois  points  de  concours  s^  s\  s^^ 
qui  sont  nécessairement  en  ligne  droite. 

Cette  propriété  permet  de  construire  la  tangente  en  un  point  d*une  section  co- 
nique lorsque  la  courbe  est  donnée  par  son  tracé  et  que  Ton  connaît  deux  tangentes 
à  cette  courbe  et  les  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

En  effet  : 

Soient  tracés  la  section  conique  E,  les  deux  tangentes  ar  et  br,  et  les  points 
de  contact  a  eiby  proposons-nous  de  construire  la  tangente  au  point  c  de  la 
courbe  E. 

On  tracera  le  triangle  inscrit  abc ,  les  droites  ra  et  bc  prolongées  donneront  le 
point  s;  les  droites  rb  etac  prolongées  donneront  le  point  s';  on  unira  les  points  s 
et  5'  par  la  droite  («,  «') ,  laquelle  sera  coupée  au  point  «"  par  la  droite  ab  prolon- 
gée ;  unissant  les  points  c  et  /,  on  aura  la  tangente  demandée. 

333  ter,  L'hexagramme  de  Pascal  démontre  :  . 

1  "*  Que  cinq  points  déterminent  une  section  conique  et  n'en  déterminent  qu'une 
seule; 

2""  Que  deux  sections  coniques  ne  peuvent  s'entre-couper  en  plus  de  quatre 
points  sans  se  confondre  ; 

3""  Que  deux  sections  coniques  qui  ont  un  point  de  contact  ne  peuvent  se  cou- 
per au  plus  qu'en  deux  autres  points  ; 

4*"  Que  deux  sections  coniques  qui  ont  deux  points  de  contact  ne  peuvent  avoir 
d'autres  points  communs. 

333  quat*  Les  propriétés ^  employées  pour  la  construction  d'une  tangente  en 
on  point  d'une  section  conique,  dont  jouissent  l'bexagCHie»  le  pentagone»  le  qua* 
drilatère  et  le  triangle  inscrits  à  cette  section  conique  j  démontrent  : 

1  ""  Que  cinq  points  déterminent  une  section  conique  ; 

S""  Que  quatre  points  et  une  tangente  déterminent  une  section  conique  ; 

3""  Que  trois  points  et  deux  tangentes  déterminent  une  secticm  conique; 

4^  Que  deux  points  et  trois  tangentes  déterminent  une  section  conique  >  et  que 
dans  les  quatre  cas  on  ne  peut  construire  qu'une  seule  section  conique. 

Mais  il  faut  ajouter  que  parmi  les  points  donnés  il  £aut  toojoors  qu'il  y  en  ait  un 
situé  sur  chaque  tangente,  et  qu'il  soit  donné  coimme  point  de  oMtaot  de  la  tan* 
gente  à  la  seettoo  conique  à  ecmstrmre  par  pcinis. 
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Des  quadrilatères  inscrits  à  une  section  conique  et  conjugués  entre  eux. 

333  qmni.  D'après  ce  qui  précède  on  peut  énoncer  ce  qui  sait  : 

1*  Étant  données  une  section  conique  E  {fig.  215  a)  et  an»  droite  X,  et  ayant 
déterminé  le  ptf/e  o  de  la  polaire  X. 

Si  de  deux  points  s  et  s^  pris  sur  la  polaire  X  on  mène  des  tangentes  sp  9  sq  et 
«y,  «Y  à  la  courbe  E ,  on  sait  que  les  points  «',  p,  9,  sont  sur  une  droite  Z  et  que 
les  points  Sj  p\  fjf  sont  aur  uue  droite  Y  et  que  les  deux  droites  Z  et  Y  se  coupent 
au  pâle  0. 

Les  droites  Z  et  Y  ont  respectivement  pour  pôle  les  points  s  et  s'^  en  sorte  qae 
Ton  peut  donner  au  triangle  oss^  le  nom  de  triangle  polaire  de  la  courbe  E. 

Si  Ton  inscrit  dans  la  section  conique  £  un  quadrilatère  abcd^  dont  les  côtés 
opposée  prolongés  passent  par  les  points  s  et  s\  les  diagonales  de  ce  quadrilatère 
86  croiseront  au  pôle  o. 

Si  du  point  s  on  mène  une  sécante  quelconque ,  coupant  la  courbe  £  aux  points 
af  et  6'  ;  si  Ton  mène  la  droite  b'o  coupant  la  courbe  £  au  point  d'  ;  si  Ton  mène  la 
droite  sd  coupant  la  courbe  £  au  point  c'  ;  les  points  s\  y  et  d  seront  en  ligne 
droite,  ainsi  que  les  points  si  y  d!  et  al ,  ainsi  que  les  points  a^  0  et  c'. 

Les  deux  quadrilatères  inscrits  abcd ,  afb'c'df ,  seront  dits  conjugués  et  ils  auront 
pour  triangle  polaire  le  triangle  ss'o. 

a*  Étant  données  (/ijf.  315  6)  la  section  conique  £,  la  droite  X,  et  ayant  con- 
struit le  pâleo  (dont  la  droite  X  est  la  polaire) y  et  le  quadrilatère  inscrit  abcd;  91 
Ton  prend  deux  points  arbitraires  s  et  s/  sur  la  droite  X^  et  que  Ton  construise  le 
quadrilatère  inscrit  aWd'y  les  deux  quadrilatères  cAcd  et  àb^cfd  pourront  encore 
être  dits  conjugués;  mais  ils  auront  seulement  même  pôle  o  et  même  polaire  X;  le 
premier  aura  pour  iriangte  pokùre  le  triangle  ss^o  j  et  le  second  aura  le  triangle 
s^fi  pour  triangle  polaire. 

3*  Si  l'on  a  une  série  de  quadrilatères  conjugués  par  un  triangle  polaire ,  ainsi  que 
le  sont  les  quadnlatàrea  abcd  et  aWd'  {Jig.  215  a), 

Les  diagonales  du  petit  quadrilatère  a'b^ab  se  croiseront  en  un  point  situé  sur  la 
droitQ  Z;  les  tangentes  en  les  points  a'  et  b*  se  couperont  sur  la  droite  Z  ;  les  tan- 
gentes en  les  points  a  et  6  se  croiseront  sur  la  droite  Z. 

On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  ; 

Si  Ton  a  une  section  conique  E  et  que  Ton  ait  construit  le  pôle  s  et  la  polaire  Z , 
si  dopéfo  s  on  mène  une  suite  de  divergentes ,  D,  D',  ï)\  etc. ,  coupant  la  courbe  E  j 
savoir  :  D  en«et»,  D" eno"  et  ^'^  D''  en  a"  et  b\  etc. 

1*  Les  tangentes  à  la  eourbe  E  y  pour  les  poîutoaet  ^,a'et^S  af^  et  V\  etc.,  se 


.» 
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couperont  sur  la  droite  Z;  2*  les  diagonales  unissant  les  sommets  des  quadrilatères 
donnés  par  deux  divergentes  quelconques  se  croiseront  sur  la  droite  Z. 

Et  réciproquement  3**  si  d'un  point  arbitraire  de  la  droite  Z  on  mène  deux  tan- 
gentes à  la  courbe  E ,  la  corde  de  contact  étant  prolongée  passera  par  le  pôle  s. 

Nous  trouveront,  pour  les  surfaces  du  second  ordre,  une  propriété  analogue. 
Mais  alors  les  quadrilatères  seront  remplacés  par  des  troncs  de  pyramides  quadran- 
gulaires. 

Des  sections  coniques  semblables  entre  elles  et  semblablement  placées  sur  des  plans 

parallèles  entre  eux. 

334.  Si  Ton  coupe  un  cône  de  révolution  par  deux  plans  parallèles ,  les  sections 
seront  des  courbes  semblables  ayant  pour  pôle  commun  de  similitude  le  sommet 
du  cône  (n''  262),  et  ce  sommet  sera  un  pôle  de  similitude  directe  ou  de  similitude 
inverse  suivant  que  les  deux  plans  couperont  la  même  nappe  ou  des  nappes  diffé- 
rentes du  cône  (n""  559);  si  les  sections  sont  des  ellipses  ou  des  hyperboles,  les 
centres  de  ces  courbes  sont  des  pôles  conjugués  de  similitude  (n""  360)  ;  ces  courbes 
peuvent  dès  lors  être  situées  sur  une  seconde  surface  conique  (n<>  261)  {Jig.  216)  ; 
enfin  les  sommets  s  et  ^  des  deux  surfaces  coniques  sur  lesquelles  peuvent  être 
placées  en  même  temps  les  ellipses  ou  hyperboles  E  et  E^  semblables  et  sembla* 
blement  placées  sur  deux  plans  parallèles ,  et  les  centres  o  et  o'  de  ces  courbes  sont 
sur  une  même  droite,  intérieure  aux  deux  surfaces  coniques  lorsque  les  courbes 
£  et  E'  sont  des  ellipses ,  et  extérieure  aux  deux  surfaces  coniques  lorsque  les 
courbes  E  et  E'  sont  des  hyperboles. 

Les  points  s  et  s'  doivent  se  trouver  en  même  temps  sur  les  focales  des  courbes  E 
et  E'  (n""  295,  304,  309,  311),  pour  que  les  surfaces  coniques  soient  de  révolu- 
tion ;  mais  comme  deux  hyperboles  ou  deux  ellipses  se  coupent  généralement  en 
quatre  points,  on  pourrait  croire  que,  pour  une  position  donnée  de  deux  ellipses 
ou  de  deux  hyperboles  semblables  et  semblablement  placées ,  il  y  a  quatre  surfaces 
coniques  de  révolution  capables  de  les  contenir  en  même  temps;  mais  dans  ce  cas 
les  focales  des  courbes  proposées  ne  se  coupent  qu'en  deux  points  comme  le  montre 
le  raisonnement  suivant. 

Si  Ton  fait  mouvoir  Tune  des  deux  courbes  parallèlement  à  elle-même ,  de  ma- 
nière que  son  centre  parcourt  la  droite  oo\  les  cônes  sur  lesquels  elles  seront  pla- 
cées auront  encore  leurs  sommets  sur  la  même  droite  oo* ,  mais  en  des  points  autres 
que  5  et  s';  or  la  focale  de  Tellipse  ou  de  l'hyperbole  ne  pouvant  être  rencontrée 
par  une  droite  qu'en  deux  points ,  de  toutes  les  surfaces  coniques  ainsi  obtenues , 
deux  seulement  seront  de  révolution ,  les  autres  seront  des  cônes  obliques.  D'où 
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Ton  pourrait  cODclare  qu'un  cône  oblique  peut  être  coupé  par  un  plan  suivant  une 
ellipse  ou  une  hyperbole. 

Les  paraboles  n'ayant  pas  de  centre ,  deux  paraboles  semblables  et  placées  sur 
deux  plans  parallèles  ne  peuvent  être  situées  que  sur  une  seule  surface  conique 
dont  le  sommet  «sera  au  delà  des  deux  paraboles,  si  elles  ont  leur  courbure  diri- 
gée du  même  côté ,  on  si  elles  sont  semblablement  placées ,  et  entre  les  deux  para- 
boles dans  le  cas  contraire ,  c'est-à-dire  si  elles  sont  inversement  semblables.  Si 
Ton  fait  mouvoir  l'une  des  deux  courbes  parallèlement  à  elle-même ,  de  manière 
que  l'extrémité  a!  d'un  diamètre  parcourt  la  droite  (a,  a^,  le  sommet  $  de  la  surface 
conique  changera  de  place  eu  restant  toujours  sur  la  même  droite  aa\  mais  là  focale 
de  la  parabole  ne  peut  être  rencontrée  qu'en  deux  points  par  une  droite  ;  donc  de 
toutes  les  surfaces  coniques  ainsi  obtenues  j  deux  seulement  pourront  être  de  révo- 
lution (ce  qui  ne  veut  pas  dire  que  nécessairement  il  existera  deux  cônes  de  révo- 
lution) ,  les  autres  seront  obliques  i  on  pourrait  conclure  de  là  qu'un  cône  oblique 
peut  être  coupé  suivant  une  parabole. 

335.  Si  les  deux  sections  coniques  sont  identiques  y  les  droites  qui  unissent  deux 
points  homologues  quelconques  sont  parallèles ,  et  le  cône  se  transforme  en  un 
cylindre.  Donc  deux  sections  coniques  identiques  peuvent  toujours  être  placées 
sur  une  même  surface  cylindrique. 

336.  Deux  paraboles  quelconques  sont  deux  courbes  semblables,  car  si  l'on 
fait  coïncider  les  foyers  de  ces  paraboles ,  et  si  l'on  mène  un  rayon  vecteur  quel- 
conque qui  les  coupe  en  a;  et  a;' ,  les  diamètres  et  les  rayons  vecteurs  de  ces  points 
sont  parallèles,  donc  les  bissectrices  des  angles  de  ces  droites  sont  aussi  parallèles; 
mais  ces  bissectrices  ne  sont  autres  que  les  tangentes  aux  paraboles  (n*  324), 
donc  les  deux  paraboles  ont  leurs  tangentes  parallèles  et  sont  par  conséquent 
deux  courbes  semblables  (n""  259)  ayant  pour  pôle  commun  de  similitude  leurs 
foyers  communs;  si  l'on  déplace  ces  paraboles  de  sorte  qu'elles  n'aient  plus  même 
foyer,  leurs  foyers  deviennent  alors  des  pôles  conjugués  de  similitude. 

337.  Lorsqu'un  cône  est  coupé  par  deux  plans  parallèles  suivant  des  ellipses 
E,E'  (fig.  216) ,  on  peut  faire  mouvoir  l'une  d'elles  de  manière  que  son  centre 
parcourt  la  droite  oo'  jusqu'à  ce  qu'il  vienne  coïncider  avec  le  centre  de  l'autre; 
on  a  alors  deux  ellipses  semblables  y  semblablement  placées  et  concentriques ,  de 
sorte  que  les  diamètres  homologues  se  confondent  en  une  même  droite.  Il  en  résulte 
que  si  l'on  mène  une  tangente  à  l'ellipse  intérieure  et  prolongée  de  part  et  d'autre 
jusqu'à  l'ellipse  extérieure,  on  aura  une  corde  et  le  point  de  contactsera  le  milieu  de 
cette  corde ,  car  il  appartient  au  diamètre  conjugué  de  cette  corde  (n*  313,  ?•),  et  si 
Ton  coupe  les  deux  ellipses  p^r  une  sécante  quelconque,  les  parties  de  cette  droite, 
interceptées  entre  elles,  sont  égales,  c^r  le  même  point  est  le  milieu  de  la  corde  corres- 
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pondant  à  chaque  ellipse.  Les  cordes  sapplémentaires,  par  rapporta  deax  diamètres 
homologues,  et  issues  de  points  homologues,  sont  parallèles  ;  les  parallélogrammes 
ayant  pour  diagonales  des  diamètres  homologues  ont  leurs  c6tés  parallèles  et  sont 
semblables.  Des  propriétés  analogues  existent  pour  deux  hypeii>oles  semblables, 
semblablement  placées  et  concentriques.  Deux  paraboles  qui  jouissent  des  mêmes 
propriétés  ne  sont  plus  deux  courbes  semblables,  mais  bien  deux  paraboles 
identiques ,  qui  coïncideraient  si ,  en  leur  conservant  même  axe ,  on  les  amenait  à 
avoir  même  sommet. 

On  peut  conclure  de  là  que  ri  deux  courbes  jouissent  de  cette  propriété ,  que 
les  parties  d'une  sécante  quelconque,  comprises  entre  les  deux  courbes,  sont 
égales ,  et  que  le  point  de  contact  d'une  tangente  à  la  courbe  intérieure  soit  le 
milieu  de  la  portion  comprise  dans  la  courbe  extérieure,  si  Tune  des  deux 
courbes  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole ,  Tautre  sera  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole semblable,  semblablement  placée  et  concentrique,  et  si  Tune  des  deux 
courbes  est  une  parabole ,  l'autre  sera  une  parabole  identique  ayant  même  axe 
infini  que  la  première. 

338.  Si  l'on  coupe  une  surface  conique  de  révolution  par  deux  plans  parais 
lèles  de  manière  que  les  sections  soient  des  hyperboles  ;  on  peut ,  par  le  sommet , 
faire  passer  un  plan  parallèle  aux  plans  sécants,  il  coupera  la  surface  conique 
suivant  deux  génératrices,  et  l'on  sait  (n"  326,  5*)  que  ces  génératrices  sont 
parallèles  aux  asymptotes  des  hyperboles,  donc  les  asymptotes  de  l'une  des 
hyperboles  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  l'autre  byperiiole.  Si,  par  consé- 
quent, on  fait  mouvoir  l'un  des  plans  sécants  parallèlement  à  lui-même,  de  ma- 
nière que  le  centre  d  de  l'hyperbole  correspondante  se  meuve  sur  la  droite  wt  et 
vienne  coïncider  avec  le  centre  o  de  l'autre  hyperbole ,  les  asymptotes  de  la  pre- 
mière hyperbole  viendront  s'appliquer  sur  les  asymptotes  de  la  seconde,  et  l'on 
reconnaîtra  facilement  que  les  deux  courbes  se  trouveront  situées  dans  les  mêmes 
angles  de  leurs  asymptotes  communes. 

Les  asymptotes  des  deux  hyperboles  et  les  génératrices  parallèles  de  la  surfoce 
conique  déterminent  deux  plans ,  dont  l'intersection  passe  par  le  sommet  du  cône 
et  par  les  centres  des  hyperboles  ;  il  est  évident  que  les  deux  hyperboles  sont  situées 
dans  les  mêmes  angles  dièdres  opposés  de  ces  deux  plans. 

Si  donc  on  conçoit  deux  plans  parallèles  P  et  P',  dans  le  plan  P  deux  droites  A 
et  B  et  une  hyperbole  H  dont  ces  droites  seraient  les  asymptotes,  dans  le 
plan  F  deux  droites  Â'  et  B'  respectivement  parallèles  à  A  et  B,  et  une  hyp^- 
bole  H'  semblable  à  H,  et  dont  A'  et  B'  seraient  les  asymptotes,  et  si  l'on  imagine 
les  plans  (A,  A')  et  (B,B')  ils  se  couperont  suivant  une  droite  I  passant  par  les 
centres  des  deux  hyperboles.  Cela  posé ,  si  les  courbes  H  et  H'  sont  dans  les 
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mômes  angles  dièdres  opposés  des  plans  (A,  A')  et  (B^Bf),  ces  deux  hyperboles 
pourront  être  placées  sur  deux  surfaces  coniques  ayant  leurs  sommets  sur  I  ;  mais 
si  la  courbe  H  est  située  dans  deux  angles  dièdres  opposés,  et  que  la  courbe  H'  soit 
dans  les  deux  autres  angles  dièdres  aussi  opposés ,  ces  deux  hyperboles  ne  peuvent 
être  situées  en  même  temps  sur  aucune  surface  conique.  Cependant,  dans  ce 
dernier  cas ,  si  Ton  unit  par  une  courbe  les  extrémités  des  diamètres  imaginaires 
de  Tune  des  hyperboles  H'  on  aura  une  nouvelle  hyperbole  H',  qui  pourra  se 
trouver  avec  H  sur  deux  surfaces  coniques;  de  même  Thyperbole  H,,  dont  les 
diamètres  réels  seraient  les  diamètres  imaginaires  de  H ,  pourra  être  située  avec 
la  courbe  H'  sur  deux  autres  surfaces  coniques ,  et  les  sommets  de  ces  quatre 
surfaces  coniques  sont  tous  sur  la  droite  L  Les  hyperboles  telles  que  H  et  H, 
ayant  mêmes  asymptotes  et  qui  sont  telles  que  les  diamètres  imaginaires  de  Tune 
sont  les  diamètres  réels  de  Tautre  et  réciproquement,  peuvent  être  nommées  corn* 
plémenunresy  nous  remarquerons  que  chaque  asymptote  d'une  hyperbole  forme  à 
elle  seule  un  système  de  diamètres  conjugués  (n""  325 ,  8*"). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  donne  deux  hyperboles  semblables  H 
et  H'  ayant  leurs  asymptotes  parallèles,  et  situées  dans  deux  plans  parallèles,  ces 
deux  hyperboles  et  leurs  complémentaires  H^  et  H',  déterminent  quatre  surfaces 
coniques  ayant  leurs  sommets  sur  la  droite  qui  unit  les  centres  des  hyperboles 
proposées, 

339.  Si  Ton  a  deux  cerdes  Goncenlriqnes  C  et  C'  (fig.  217)  ;  qae  Ton  mène 
au  cercle  intérieur  C  les  tangentes  parallèles  ab,cdj  terminées  au  cercle  exté- 
rieur C  ;  que  Ton  tire  les  cordes  or,  bd;  qne  du  centre  o ,  on  mène  le  diamètre  ef 
parallèle  aux  tangentes  ab  et  ed,  il  coupera  les  cordes  ac  et  bd  en  leurs  milieux  g 
et  A,  et  il  est  évident  que  tons  les  points  gei  h  ainsi  obtenus  sont  sur  une  circon- 
férence de  cercle  C'  concentrique  à  C  et  C.  Si  l'on  considère  ces  trois  cercles 
comme  les  projections  de  trois  ellipses  tracées  sur  un  même  plan ,  nous  savons 
(n*  317)  qne  ces  ellipses  ne  peuvent  avoir  pour  projections  des  cercles  qu'autant 
qu'elles  sont  semblables  et  semblablement  placées;  il  est  évident  de  plus  que  dans 
ce  cas-ci  elles  sont  concentriques.  Donc  si  l'on  a  deux  ellipses  C  et  G'  semblables, 
semblablement  placées  et  concentriques ,  qu'on  inscrive  dans  la  plus  grande  un 
parallélogramme  dont  denx  côtés  soient  tangents  à  la  plus  petite ,  les  deux  autres 
c6tés  seront  tangents  à  une  troiâène  ellipse  C"  semblable,  semblablement  placée 
et  concentrique  aux  deux  {»emières. 

340.  Si  l'on  a  deux  cercles  concentriques  G  et  C,  qne  l'on  mène  deux  tangentes 
ab^  np  au  cercle  intérienr  G  et  aux  points  k^  ta,  les  cordes  on,  mk^  bp  sont  parali^es; 
car  l'on  a  Jrp=mp,.tt=:tm  et  par  conséquent  ia=in.  Donc  si  l'on  considère  ces 
cercles  covwne  les  projections  de  deux  ellipses  semblables,  semblablement  pla* 
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cées  et  concentriques ,  on  en  conclura  que  dans  de  telles  ellipses  deux  tangentes 
à  Tellipse  intérieure  coupent  Tellipse  extérieure  en  quatre  points  liés  deux  à  deux 
par  deux  cordes  parallèles  à  celle  qui  unit  les  points  de  contact.  De  plus  si  Ton 
menait  les  cordes  bn^pa^  il  est  évident  qu* elles  iraient  se  couper  sur  la  droite  oi, 
donc  aussi  cela  aurait  lieu  dans  les  ellipses.  Il  est  évident  que  les  réciproques  de 
cette  proposition  et  de  la  précédente  ne  sont  pas  généralement  vraies. 

341.  Si  l'on  a  deux  cercles  concentriques  C  et  C"  {fig.  217),  que  Ton  con- 
struise le  rectangle  abcd  (n**  339) ,  les  diagonales  adj  bc  seront  des  diamètres  du 
cercle  C;  si  Ton  construit  sur  le  diamètre  kl  les  cordes  supplémentaires  km  et  /m, 
elles  font  entre  elles  un  angle  droit,  si  des  extrémités  a  et  d  du  diamètre  ai  on 
leur  mène  des  parallèles  a/i,  c/n,  elles  feront  aussi  entre  elles  un  angle  droit  et  se 
couperont  par  conséquent  en  un  point  n  de  la  circonférence  C;  de  même  si  des 
points  6  et  c  on  leur  mène  des  parallèles  bp^qp,  elles  se  couperont  en  un  point  p 
de  la  circonférence  G';  et  les  trois  points  n,  m,  p  sont  sur  une  ligne  droite  tangente 
en  m  au  cercle  G.  En  effet,  les  droites  pc^dn  étant  parallèles,  les  arcs  dp^nc  sont 

égaux  et  dès  lors  les  cordes  dp  et  ne  sont  égales  et  Ton  a  pdc=^pncj  donc  les 
triangles  pcd^npc  sont  égaux  et  l'on  a  np  =  cd,  donc  la  droite  np  est  tangente  an 
cercle  G.  De  plus  joignant  onij  on,  op,  nm,  les  triangles  rectangles  onm  et  odl  sont 

égaux,  car  om=ol  etod=o/i,  donc  onm=^odly  mais ond=odny  donc  dnin=ndl^ 

mais  ndc=dnpj  donc  dnm=^dnp^  donc  les  droites  nm  et  pn  coïncident  ^  donc  la 
tangente  pn  passe  par  le  point  m  qui  est  le  point  de  contact.  Si  Ton  avait  mené  les 
droites  an',  dn'  et  bp',  q)'j  parallèles  à  Im  et  km^  on  aurait  obtenu  pV  tangente  au 
cercle  G  en  un  point  m'  diamétralement  opposé  au  point  m,  de  sorte  que  les 
droites  pn  et  p'n'  sont  parallèles.  Les  droites  np\  pn'  seraient  tangentes  au  cercle  G" 
{n'  339). 

En  considérant  les  cercles  G  et  G'  comme  les  projections  de  deux  ellipses  sem- 
blables ,  semblablement  placées  et  concentriques ,  on  transportera  la  propriété  des 
cercles  sur  les  deux  ellipses^  seulement  les  cordes  supplémentaires  ne  seront  plus 
perpendiculaires  entre  elles. 

342.  Si  deux  courbes  semblables  et  semblablement  placées  E  et  E'  {fig,  218) 
sont  telles  que  les  parties  d'une  sécante  quelconque  comprises  entre  les  deux 
courbes  sont  égales ,  et  qu'une  tangente  quelconque  à  la  courbe  intérieure  E  et 
terminée  de  part  et  d'autre  à  la  courbe  extérieure  E'  est  divisée  par  le  point  de 
contact  en  deux  parties  égales;  les  deux  courbes  E  et  E',  sont  deux  sections 
coniques  semblables ,  semblablement  placées  et  concentriques. 

En  effet  soit  o  le  pôle  commun  de  similitude  des  deux  courbes  E  et  E',  menons 
une  tangente  quelconque  e'f  à  la  courbe  E  et  ayant  le  point  a  pour  point  de  con- 
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tact  avec  E ,  on  aura ,  par  hypothèse ,  oe' = af  ;  menant  les  rayons  vecteurs  oe' 
et  of  qui  coupent  la  courbe  E  en  e  et/,  la  corde  ef  sera  parallèle  à  e'f  à  cause  de 
la  similitude  des  courbes  E  et  E',  donc  la  droite  oa ,  qui  divise  e'f  en  deux  parties 
égales ,  divise  aussi  ef  en  deux  parties  égales ,  et  puisque  et  =/(j>'  on  aura 
mt=^m(s^'\  prenant  sur  la  tangente  e'f  à  la  courbe  intérieure  E  deux  points  quel- 
conques u^Vj  tels  que  au  =  ai;,  si  Ton  mène  les  rayons  vecteurs  ou^ovy  puis  les 
cordes  gh,  g'h'^  ces  dernières  sont  parallèles  à  uv,  car  o  étant  le  centre  de  simi« 
litude ,  on  a 

og' \(M\  og  ::  oh'iov: oh  ::  op' :oa:op 

donc  la  droite  oa^  passant  par  le  milieu  de  uv,  passe  aussi  par  les  milieux  de  g' h'  et 
de  gh.  En  prenant  d*autres  points  u'  et  v'  on  trouvera  d'autres  cordes  parallèles 
à  e^f^  et  dont  les  milieux  seront  situés  sur  la  même  droite  oa;  on  trouverait  de 
même  que  les  cordes  parallèles  à  une  autre  tangente  ont  leurs  milieux  en  ligne 
droite.  Or  cette  propriété,  savoir  :  que  toutes  les  lignes  diamétrales  sont  des  droites, 
appartient  exclusivement  aux  sections  coniques,  car  exprimée  analytiquement  elle 
conduit  à  une  équation  du  second  degré  (nous  démontrerons  directement  cette 
proposition,  n*  342  ter^  sans  avoir  besoin  de  recourir  à  l'analyse).  Les  courbes 
E  et  E'  sont  donc  deux  sections  coniques  semblables  et  semblablement  placées,  et 
comme  deux  sections  coniques  ne  jouissent  de  la  propriété  d'être  coupées  par 
une  sécante  quelconque  de  manière  à  ce  que  les  parties  interceptées  soient  égales 
entre  elles,  qu'autant  qu'elles  sont  concentriques,  on  en  conclut  que  les  deux 
courbes  proposées  E  et  E'  ne  sont  autres  que  deux  sections  coniques  semblables  et 
semblablement  placées  et  concentriques. 

Théorèmes  relatifs  aux  sections  coniques  concentriques  et  semblables. 

342  bis.  1*  Si  l'on  coupe  deux  surfaces  S  et  S'  par  un  plan  P  et  qu'on  obtienne 
deux  courbes  6  et  6,  telles  que  l'on  sache  que  la  courbe  g  est  une  section  conique 
et  que  l'on  ait  démontré  que  la  courbe  6^  jouit  de  la  propriété  suivante,  savoir  : 
que  menant  une  tangente  quelconque  6  à  cette  coui4)e  6,,  et  coupant  la  section 
conique  6  en  deux  points  q  et  ^,  le  point  m  de  contact  des  lignes  9  et  S,  est  le 
milieu  de  la  corde  qtf^  alors  on  peut  affirmer  que  la  courbe  6,  n'est  autre  qu'une 
section  conique  concentrique  et  semblable  à  la  section  conique  6. 

Dans  ce  cas  la  section  conique  6  enveloppe  la  courbe  6,  ou ,  en  d'autres  termes, 
lui  est  extérieure. 

2*  Si  l'on  coupe  deux  surfaces  1  et  2'  par  un  plan  P  et  qu'on  obtienne  deux 
courbes  6  et  6.  telles  que  l'on  sache  que  la  courbe  g  est  une  section  conique  et  que 

2*  PARTIS.  16 
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la  courbe  S,  jooit  de  la  propriété  suivante ,  savoir  :•  que  si  Ton  mène  une  t&ngente* 
(Quelconque  9*  à  la  section  conique  Ç,  cette  droite  9  coupe  l'a  courbe  6;  en  dteux 
points  p  et  p'  tels  que  désignant  par  m  le  point  de  contact*  dbs  lignes  9**  eV  &  on  a» 
pm=p^tn;  alors  on  peut  affirmer  que  là-  courbe  S,  n'est  autt^  qu'aine  section- 
conique  concentrique  et>  semblable  à  la  courbe  6;  dans*  ce  cas  la>  section  ceniqueff 
est  enveloppée  par  la  courbe  g,  on,  en  d^àutres  termes,  Ib  section-  conique  S^^est 
intérieure  par  rapport  à  la  courbe  6,. 

Premier  cas.  Considérons  divers  points  m, m,,??»,,  de  la  courbe  6,  et  lès  tan- 
gentes à  cette  courbe  6,,  savoir  : 

« 

9  tangente  en  m  et  coupant  6  aux  points  p  et  p', 
9,  tangente  en  m,  et  coupant  6  aux  points  p,  et  p/, 
0,,  tangente  en  m^  et  coupant  6  aux  points  p^  etp/, 
etc.,  etc.,  etc. 


par  hypothèse  on  a  :.mp,=:.mp' jymfi^^=.m^p^\m^p^=m^p^' yeto. 

Cela  posé  : 

ûo  pourra  prendre  le  oentne  o  delà  section  oonique  6  {fig.  21.8  a)  et  oonslruire 
une  section  conique  9  tangente  en  m  à  la.  droite  9.  et  concentrique  et  semblable  à  la 
courbe  S, 

On  pourra  évidemment  construire  une  série  de  sections  conique»  â,,  d,,.  eto.^ 
tangentes  fespectivament aux  droites  9,,  9,,  etc. ,. en  le» points  nespectifam;,  m^,  etc., 
et  concentriques  et  semblables  à  la  courbe  &  On  aurai  donc  une:  série  de  section» 
cqniques  d,  df^d^.,  ^tc.^  concentriques^  et  semblables»  et  tangentes  à.  la  courbe.  6,,. 
cette  courbe  6,  sera  donc  l'enveloppe  des  diverse»  courbes  d,  d,,  d^,  eto. 

Et  comme  la  courbe  6,  existe,  elle  doit  impérieusement  être  C enveloppe  des 
diverses  courbe»  5, 3„  3,,  etc.;  ces  courbes  3,  â^jâ,,  etc-,  doivent  donc  forcément 
être  telles  que  cette  condition  se  trouve  remplie. 

Or  il  est  évident  que  cette  condition  ne  peut  être  remplie  ^  qu'autant,  que  les 
diverses  sections  coniques,  â,  £i,d^,  etc.,.  ne  sont  qu'une  seule  et  même,  section 
conique  d,,  concentrique  et  semblable  à*  la.  section  conique  6;  et  cela  devient 
d'autant  plu»  évident  que  l'on  sait  que  les  enveloppées  successives  d^d^àiv-*' 
d'une  enveloppe  6,  doivent  se  couper  deux,  à  deux  en  des  points  qui  appartiennent 
à  cette  enveloppe  6,.  Or  (dans  le  cas  actuel.)  les  courbes  â,  3,,d,,  etc.,  ne  peuvent 
se  couper  puisqu'elles  sont  concentriques  et  semblables. 

La  courbe  6,  n'est  donc  autre  que  la  section  conique  S  ;  donc ,  etc. 

Deuxième  cas.  Considérons  un  point  quelconque  m  {fig.  218  A),  de  la  section 
conique  6.  La  tangente  9  en  m  coupe  la  courbe  6,  en  les  point»  q,  et.qf>  et  par  hypo- 
thèse on.  R\  :.  mq  =:nu/l  ;  et  cda  subsiste  pour  tous:  le»  peint»*  m  delà  caurbe^;  prew 


nons  le  centre  ode  la  section  conique  €;  menons  la  droite  09^  elle  coupera  6  en  /  ; 
•menons/rViparallèleit  qo[^  die  ooupaFa  6  en  r'\  joignons  les  points  o  et  m,  on  an«ra 

une  droite  om  coupant  la  corde  rr'  en  un  point  «  qui  sera  le  milieu  de  rr'*^  unissons 
les  pointe  o»et  r,  on  auna  tme  droite  or  coupant  la  droite  6  an  un  point  9,,  et 

comme  sr=^',  on  aura  mq*:=^mq^. 

Mais  par  hypotlièse  m(^=^mq;  donc  les  points  qçX  9,  se  confondent. 

Or  Ton  a  :  or\oq  \\  or':  oq'  (et  cela  aura  lieu  pour  tous  les  points  m  de  la 
courbe  6) ,  donc  les  courbes'^S  et  6,  sont  semblables  et  concentriques. 

Or  la  courbe  semblaTjle  à  une  section  conique  est  une  section  conique  du  même 
genre. 

Donc  les  deux  courtes  6  et  ê,  sont  deux  sections  coniques,  concentriques  et 
-senïblables. 

3^  Traçons  sur  tm  plan  deux  hyperboles  H''  et  H'  concentriques  dt  semblables  ; 
ces  courbes  auront  pour  centre  commun  le  point  0  «et  pour  asymptotes  commtrBes 
les  droites  A  et  B  ;  d'un  point  s  de  l'hyperbole  extérieure  H"  menons  deux  tan- 
gentes à  l'hyperbole  intérieure  H',  on  aura  la  corde  de  contact  mn  et  le  poitft  x 
(«nilieude  la  corde  nrn),  le  point  s  et  le  centre  0  eev&iA  sur  un  diamètre  commun 
aux  courbes  H"  et  H'  et  coupant  l'hyperbole  H'  au  peint  p. 

Cela  posé  ^{fig.  SU  8  c)  : 

Prenons  sur  la  courbe  H'',  un  point  s'  successif  et  infinimeiït  voisin  du  point  ^. 
Le  diamètre  oê'  sera  le  successif  du  diamètre  os  et  coupera  l'hyperbole  H'  en  un 
point  p'  suooessif  du  point  ^. 

Si  du  point  s' on  mène  -deuiL  tangentes  à  la  courbe  H'^  la  corde  m'n'  sera  la  suo 
•cessive  de  la  corde  mny,  et  dès  lors  son  milieu  x'  sera  un  point  successif  du  point  « 
milieu  de  la  corde  m».  Si  doac  l'on  unit  les  divers  points  so,,  x\  etc.,  on  aura  une 
courbe  H.  Démontrons  qae  les  cordes  mn, m V,  etc.,  sont  des  tangentes  succes- 
sives de  la  courbe  EL 

Puisque  $  et  8^  sont  des  points  successifs ,  ils  donnent  l'élément  rectiligne  de  k 
courbe  H",  élément  qui  proloAgé  donnera  la  tangente  G"  à  cette  courbe  H"  au  pre- 
mier point  ^. 

Or  l'on  sait  que  la  tangente  9''  et  la  corde  mn  sont  parallèles. 

Puisque  les  points  p  et  p'  sont  successifs  ils  donnent  l'élément  reotiligne  de  la 
oowbe  B!„  élément  qui  proloia^  4onfl6r«  la  tai^ente  6'  à  cette  courbe  H'  et  au 
proBÛer  poînt  |». 

Or  l'on  sait  que  la  corde  m»,  et  les  tangentes  6'  et  C''  sont  parallèles;  le  dia- 
mètre os'  coupera  donc  la  corde  mn  «n  un  point  a:'  qai  sera  le  ^successif  du 
points?. 
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Si  l*on  prenait  un  troisième  point  n"  sur  H''  et  successif  du  point  ^^  on  aurait 
uue  corde  viJ^nl'  successive  de  vnlv!  et  la  coupant  en  un  point  d'  successif  du 
point  x' . 

Et  comme  le  point  ^  serait  le  premier  point  de  Télément  rectiligne  ^fl\  il  s'en- 
suivra que  le  diamètre  q%"  coupant  l'hyperbole  H'  en  un  point  p'^  le  point  p'  sera 
le  premier  point  de  Félément  rectiligne  p'p'^  et  dès  lors  le  point  a/'  en  lequel  se 
coupent  les  cordes  successives  vnlvl  et  vitl^n!^  sera  le  successif  du  point  oé  et  le  point 
0?'  sera  le  premier  point  de  l'élément  rectiligne  xV. 

La  courbe  H  sera  donc  déterminée  par  ces  divers  points  x^x'^od'^  etc.,  et  les 
cordes  mn^  m'u',  m"n\  etc. ,  lui  seront  des  tangentes  successives.  Donc,  etc. 

Or. comme  nous  avons  démontré  que  lorsque  Ton  avait  deux  courbes  H'  et  H 
telles  que  H'  étant  une  section  conique,  les  tangentes  mn,  mV  aux  points  x^a/j  etc., 
de  la  courbe  H,  donnent  xm=^xn,x'm'=^x!n\  etc.  (n*  342  bis  1'  et  2*),  la 
courbe  H  est  une  section  conique  concentrique  et  semblable  à  la  section  conique 
H\  nous  pouvons  énoncer  ce  qui  suit,  car  la  démonstration  précédente  peut  évi- 
demment s'appliquer  et  aux  ellipses  et  aux  paraboles. 

1 .  Si  l'on  a  deux  sections  coniques  concentriques  et  semblables  E''  et  E',  si  de 
chacun  des  points  de  la  courbe  extérieure  E^',  on  mène  deux  tangentes  à  la  courbe 
intérieure  E',  la  courbe  enveloppe  des  cordes  de  contact  sera  une  section  conique 
E  concentrique  et  semblable  aux  courbes  E''  et  E'. 

2.  Si  l'on  a  deux  sections  coniques  E  et  E'  concentriques  et  semblables ,  si  l'on 

mène  des  tangentes  0, 6^ à  la  courbe  intérieure  E  coupant  la  courbe  extérieure 

E'  en  les  points  m  et  n,  m'  et  n',  etc. ,  et  si  l'on  mène  aux  points  m  et  n  des  tan- 
gentes Ç  et  Ç,  à  la  courbe  E',  ces  tangentes  Ç  et  ^,  se  coupant  en  un  point  «;  et  si 
l'on  mène  aux  points  m',  n'  des  tangentes  $'  et  Xx  à  cette  même  courbe  E' ,  ces  tan- 
gentes il  et  i!^  se  coupant  en  un  point  $'\  et  ainsi  de  suite. 

Les  divers  points  5,  «',  etc. ,  seront  sur  une  section  conique  E''  concentrique  et 
semblable  aux  courbes  E  et  E'. 

Les  théorèmes  précédeiîts  peuvent  se  démontrer  pour  l'ellipse  et  la  parabole  sans 
avoir  besoin  de  recourir  à  la  théorie  des  infiniment  petits  comme  nous  venons  de  le 
faire  ci-dessus. 

Et  en  effet  : 

1*  Étant  données  {fig.  218  d)  deux  cercles  concentriques  G'  et  C,  si  d'un  point 
s  du  cercle  extérieur  C"  on  mène  deux  tangentes  au  cercle  C,  la  courbe  tangente 
à  la  corde  de  contact  pq  sera  un  cercle  C  concentrique  aux  cercles  donnés  C"  et  C. 

Si  donc  l'on  regarde  les  cercles  concentriques  C,  C,  C"  comme  les  bases  de  trois 
cylindres  de  révolutions,  2',  E",  ces  cylindres  seront  coupés  par  un  plan  P  suivant 
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trois  ellipses  concentriqueg  et  semblables  E^  Ë',  E^'  {fig.  218  e)  qui  jouiront  de  la 
même  propriété  dont  jouissent  les  cercles  concentriques  C,C',C''. 

2*  Si  l'on  a  deux  paraboles  concentriques  et  semblables  P'et  P  (Jig.  218/)  et 
que  Ton  mène  une  tangente  au  point  m  à  la  courbe  F,  cette  tangente  coupera  la 
parabole  extérieure  F  en  deux  points  p  et  q.  Menant  par  le  point  m  un  diamètre 
commun  aux  paraboles  P  et  F  et  qui  dès  lors  sera  parallèle  à  Taxe  infini  Z  de  ces 
deux  paraboles,  ce  diamètre  coupera  la  parabole  F  en  un  point  n,  et  Ton  sait  que 
la  tangente  9  en  n  à  la  courbe  F  est  parallèle  à  la  corde  jhj. 

Cela  posé  : 

Si  l'on  mène  aux  points  p  et  ^  des  tangentes  à  la  parabole  P' ,  elles  se  couperont 
en  un  point  s  situé  sur  le  diamètre  mn  prolongé. 

Or  l'on  sait  que  prenant  un  diamètre  mn  pour  axe  des  abscisses  et  la  tangente  6 
pour  axe  des  ordonnées ,  la  sous-tangente  ms  est  double  de  l'abscisse  mn  ^  comme 
il  sera  démontré  ci-après  (n""  344  bis).  On  a  donc  mn=^ns  et  ce  résultat  aura  lieu 
quel  que  soit  le  point  m  pris  sur  la  parabole  P. 

Or  comme  P  et  F  sont  des  paraboles  identiques  ou  superposables ,  puisqu'on  a 
établi  pour  condition,  qu'elles  étaient  deux  paraboles  concentriques  et  semblables, 
il  s'ensuit  que  si  pour  tout  autre  point  m'  de  P  on  fait  les  mêmes  constructions,  on 
aura  :  m'n'=^n'8'  et  comme  on  aura  :  mn  =  mV= etc. , 

Il  s'ensuit  que  la  courbe  P^'  lieu  des  points  s ,  8\  etc. ,  sera  une  parabole  con- 
centrique et  semblable  aux  paraboles  données  P  et  F.  Donc ,  etc. ,  et  il  se  trouve 
en  même  temps  démontré  que  les  trois  paraboles  P,  F,  P^'  sont  équidistantes 
entre  elles. 

342  ter.  Sans  avoir  recours  à  Yanalyse  on  peut  démontrer  rigoureusement 
que  toute  courbe  dont  les  diamètres  sont  des  lignes  droites ,  n*est  autre  qtCune  section 
conique. 

Et  en  effet  : 

1"*  Étant  donnée  une  courbe  G,  dont  on  ignore  la  nature  géométrique,  mais  qui 
jouit  de  la  propriété  d'avoir  pour  lignes  diamétrales  des  lignes  droites ,  je  dis  que 
cette  courbe  a  nécessairement  un  centre  situé  à  distance  finie  ou  à  l'infini. 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  menons  deux  cordes  parallèles  mn^pq^  leurs 
milieux  seront  sur  une  droite  A  et  le  milieu  de  toute  corde  parallèle  à  mn  sera  situé 
sur  A. 

Menons  deux  autres  cordes  parallèles  m'fi'  et  p'q\  leurs  milieux  seront  sur  une 
droite  A'  et  le  milieu  de  toute  corde  parallèle  à  mV  sera  situé  sur  A'. 

Les  deux  diamètres  {fig.  218  bis)  A  et  A'  se  coupent  en  un  point  o;  si  par  ce 
point  0  on  mène  une  corde  M  parallèle  à  mn  ,  ce  point  o  en  sera  le  milieu ,  et  si  par 
ce  point  o  on  mène  une  corde  M' parallèle  à  nW,  ce  point  o  en  sera  aussi  le  milieu  ; 
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or  la  corde  M  coupe  la  courbe  G  en  deux  pointe  a  el  6.,  et.la^otde  M' ooupe  la  courbe 
C  en  deux  points  d  et  6',  les  cordes  ad  ûi  bb\  a6'ôt'^^,.fie^ont  donc  parallèles., 
leurs  milieux  seront  donc  sur  deux  droites  Pet.P'  se  croisant  au  ipoint  o,  dt  toutes 
les  cordes  parallèles  à  aa'  auront  leurs  milieux.surP^et  tûntes  les  cordes  parallèles 
à  ab'  auront  leur  milieu-sur  F. 

Mais  comme.les  quatre  points. a,  al^  bj  b'^  forment  un  parallélogramme,  il  s'ensuit 
que  le  point  o  en  est  Le  centre  et  que  les  droites  P^et  P'rsont  respectivement  paral- 
lèles aux  côtés  parallèles  aa',  66^  et  ab^a'by  par  conséquent  la  droite  P  coupe  la 
courbe  C  en  deux  points  «  et  r  et  le  point  o  est  le  milieu  de  la  corde  «r ,  la  droite 
F  coupe  la  courbe  C  en  deux  points  s^  et  r\  et  le  point  -o  test  leimilieu  de  :la  corde 
sV;  les  quatre  points  s^s^  r^r'  forment  un  parallélogramme  dont  le  point  o  est  le 
centre.,  les  milieux  des  côtés  parallèles  seront  donc  sur  deuK  droites  R  et  K  se 
coupant  au  point  o  et  en  leur  milieu ,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  lorsque  deux  diamètres  A  et  A'  se  coupant,  le  point  .o  de  leur  rencontre 
est  le  centre  de  la  courbe  C. 

Si  les  droites  A  et  A'  arbitrairement  choisies  étaient  parallèles  et  si  dès  lors  le 
point  0  était  situé  à  rin&ni ,  les  droites  A  et  A'  ne  perceraient  chacune  la  courbe  C 

qu'en  un  point,  et  dès  lors  toutes  les  droites,  P,  P' et  R,R',  etc.,  seront  pars^ 

lèles  entre  elles  et  aux  droites  A  et  A';  et  en  effet  lorsque  deux  diamètres  se  croi- 
sent en  un  point  o ,  nous  avons  démontré  que  tous  les  diamètres  ,passaient  par  ce 
point  0.  Si  donc  deux  diamètres  se  coupent  à  Tinfini ,  tous  les  .autres  diamètres  les 
couperont  à  l'infini ,  ou  en  d'autres  termes  leur  seront  parallèles. 

2°  Trois  points  et  le  centre  déterminent  une  ellipse  ou  une  hyperbole;  désignons  les 
•trois  points  par  a,  b^jc  et  le  centre  par  o;  sur  les  droites  aoybojco,  prenons  des 
points  a'yb'ydy  tels  que  Ton  sâi 'a!o=ae^b'o=bojC*o^=^co,  les  six  points  ^e, a', 
bjb'yCyd  détermineront  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  en  eflfet  :  prenons  dans 
l'espace  un  point  5,  menons  les  droites  «a,  «a',  s6,  sb'^  scj  sc'^  et  coupons  la  pyra- 
3Q[iide  qui  a  pour  sranmet  le  point  s  et  pour  base  l'hexagone  abcdb'c'j  dont  les  côtés 
opposés  sont  parallèles ,  par  un  plan  Z.,  on  aura  un  hexagone  irrégulier  a^b^cfi!  fo\c\ 
dont  les  côtés  opposés  iront  se  couper  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

On  pourra  donc  faire  passer  une  section  conique  Ë  et  une  seule  par  les  six  points 
a^b^cfi\b\c\  puisqu'ils  satisfont  à  la  condition  de  l'hexagrantme  cle  Pascal ,  le  cône 
A  qui  aura  pour  base  la  section  conique  E  et  pour  sommet  le  point  s  sera  doftc 
coupé  par  le  plan  Z  suivant  une  section  conique  E'  ^ssaot  par  îles  six  points 
abca'b'c' y  donc,  etc. 

Mais  il  faut  admettre  que  tout  cône  ayant  pour  4)ase  une  isectton  conique  E, 
(ce  cône  n'étant  pas  de  révolution),  est  toujours  :00i]f)é  par  un  (plan  suivant  une 
sectiou  conique ,  proposition  que  nous  .démontrerom  un  peu  ^us  Ion. 
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3^*  TfTHS  poiniÊ  e^Ux  étreelUm  de  P axe' infinvdélerminent  une  pambeie;  dé»gnons 
par  a»  b^  Cj  les  tbois- points  donnés  et  par  Â  là^  droite  à*  laquelle  Taxe  infini  de  la 
parabole  doit  être  parallèle,,  déaignonô  par  X.  le  plan  sur  lequel  se  tmuvent  placés 
Ia<  droite  A  ett  les  trois  points;  Prenons  un  point  $*  hors  du  plan  X.  et  menons  par 
ce  point  s  une  droite  6  parallèle  à  Â  et  les  trois  droites  m,  sbj  se,  et  par  la> droite 
6'  un  planQ  parallèle  tau*  plan  X.  Coupon»  les  quatre  droites  par  un  planZ,  nous 
aurons  les  quatre  points  g^  cl^  b\d\  ce  plan  Z  coupera  en  outre  le  plan  Q  suivant 
une  droite '0 'passant  parle  point  g\  les  quatre  points  et  la  droite  0  détermineront 
une  section  conique  (et  une  seule)  E  passant  par  ces  quatre  points^  et  ayant  @  pour 
tangente  au  point  g  (n'^'SS-Si  qmtter)  et  le  cône  A  (oblique  et  non  de  révolution) 
ayant  E  pour  base  ei  s  pour  sommet  sera  coupé  par  le  plan  X  suivant  une  para- 
bole passant  par  les  points  a^  by  c^  et  ayant  son  ase  infini  parallèle  à  la  génératrice  6i 
du  cône  A,  ainsi  que  nous  le  démontrerons  plus  loin  (n*"  346). 

Ce  qui  précède  étant  posé,,  démon  trous,  la.  proposition  énoncée,  savoir  :  qu'une 
courbe  C ,  qui  a  des  droites  pour  lignes  diamétrales  et  un  centre  o ,  n'est  autre 
qu'une  section  conique,  ellip$e  ou  hyperbole. 

Prenons  sur  la  courbe  C  trois  points  a,  A,  c,  unissons  les  points  a  et  6  et  par  le 
point  c  menons  une  parallèle  à  la  corde  ab  et  coupant  la  courbe  C  au  point  rf.  Par 
hypothèse  (en  tant  que  considérant  la  courbe  C)  les  points  milieux  des  cordes  pa- 
rallèles ab  et  cd  et  le  point  o  sont  en  ligne  droite. 

Mais  par  les  trois  points  a,  b,  c,  on  peut  faire  passer  une  section  conique  E  ayant 
le  point  0  pour  centre ,  le  point  d  seTa  donc  sur  la  courbe  E  ,  puisque  les  courbes 
E  et  C  ont  même  centre  o  et  même  diamètre  par  rapport  à  la  corde  ab.  Si  par  les 
trois  points  a,  6  et  cf  on  fait  passer  une  section  conique  E'  ayant  le  point  o  pour 
centre,  elle  ne  sera  autiB  qne*E/  puisque  E  et  Ë^  ont  même  centre  o  et  trois  points 
communs  a,  b^  d.  Uniseant  les  points  a  et  d  et  menant  par  le  point  b  une  parallèle  à 
la  corde  ad ,  cette  parallèle  coupera  la  courbe  C  en  un  point  e ,  et  les  milieux  des 
cordes  ad  et  ba  seront  en  ligne 'droite  avec  le  centre  o,  le  point  e  sera  donc  ausû 
un  point  de  la  section  conique  E  laquelle  passe  dès  lors  par  les  cinq  points  abcde  de 
la  courbe  C  ;  en  continuant  de  la  même  manière  on  voit  que  la  section  conique  E 
passera  par  tous  lès  points  de  la  courbe  C ,  que  cette  courbe  C  n'est  donc  autre 
qu'une  section  conique  ayant  un  centre,  elle  n'est  donc  autre  qu'une  ellipse  ou 
une  hyperbole. 

Sk  la  courbe  C'avait  tons'  ses  diamètres  parallèles  entre  eux,  elle  ne  serait  autre 
qu'une  paraBolèri  ef  en  effet;  désignon»  par  A  la  droite  à  laquelle  se  trouvent  paral- 
lèles tous  lë9  diamètres  rectiligoea  de  la  courbeC  et  prenons  sur  C  trois  pointsa,6,c. 

Par  ces  troi&*  point»  nous  pourrons  faire  passer  une  parabole  P  ayant  son  axe 
infini  parallMeè'  A; 
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Joignons  les  points  aeib^  menons  par  le  point  c  une  parallèle  à  la  corde  ab ,  la 
droite  passant  par  le  point  c  coupera  la  courbe  C  au  point  c' ,  les  milieux  des  cordes 
ab  et  cc'f  seront  par  hypothèse  (en  tant  que  considérant  la  courbe  G)  sur  une  droite 
parallèle  à  Â ,  le  point  c'  appartiendra  donc  eu  même  temps  à  la  courbe  C  et  à  la 
parabole  P. 

En  prenant  les  trois  points  a^b^c^  et  joignant  ac'  et  menant  par  6  une  parallèle  bb* 
à  ac^  et  coupant  la  courbe  G  au  point  o ,  on  aurait  une  parabole  P'  qui  ne  serait 
autre  que  P ,  et  Ton  trouverait  que  la  section  conique  P  a  en  commun  avec  la 
courbe  C  les  points  ayb,c',  et  ainsi  de  suite. 

La  parabole  P  passe  donc  par  les  divers  points  de  la  courbe  G,  donc,  etc. 

La  proposition  précédente  nous  servira  lorsque  nous  chercherons  les  propriétés' 
dont  jouissent  les  surfaces  du  second  ordre. 

De  la  transformation  cylindrique  (Tune  section  conique  en  une  autre  section  conique. 

343.  Soit  une  ellipse  E  {fig.  219)  comprise  entre  les  tangentes  parallèles  T,  T,  ; 
coupons  ces  tangentes  par  une  droite  quelconque  a'6';  par  les  divers  points  c,  rf, 
OjC^gy  du  diamètre  afr  (conjugués  des  tangentes  T  etTJ  menons  des  parallèles  à  T  et 
qui  coupent  a'fr'  aux  points  c/,  d',  o',  a',  gf';  par  ces  points  et  sous  un  angle  quel- 
conque menons  des  droites  parallèles  entre  elles  sur  lesquelles  nous  prendrons  des 
longueurs  telles  qu'on  ait 

ch  :  c^h!  ::  dk  :  d'K  ::  ol  :  o'i'  :: 

Par  tous  les  points  a^hl^k^ faisons  passer  une  courbe  E',  je  dis  que  celte 

courbe  est  une  ellipse.  En  effet  soit  une  droite  quelconque  rs  passant  par  le 
centre  o ,  les  transformés  des  points  r',  o,  s,  sont  r',  o\  «',  points  qui  sont  en  ligne 
droite  ;  et  en  effet ,  les  triangles  roij  soj  sont  égaux  j  donc  oi  =  oj ,  donc  aussi 

o'i'=io'j\  mais  ir=js  et  îr:tV::js:jV,  donctV'=jV;  de  plus  r^i'o^=s^jWy  donc 

les  triangles  o'iV  et  o'jV  sont  égaux,  par  conséquent  r'o'i'=^s'o'j',  donc  entin  les 
droites  rV  et  oV  ne  forment  qu'une  seule  et  même  ligne  droite,  et  de  plus 
on  a  o'r'  =  oV. 

La  même  démonstration  s'applique  évidemment  à  tous  les  autres  diamètres  de 
l'ellipse  E,  donc  le  point  o'  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes 
de  E'  qui  y  passent.  Soit  maintenant  une  droite  pcq  parallèle  au  diamètre  rs ,  les 
points  p,  c,  q  se  transforment  en  p',  c',  q'  et  je  dis  que  ces  points  sont  en  ligne 
droite,   car  les   triangles   semblables  cup,  cvq  donnent  cul  cv  ::  up  :  vq;   mais 
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eu  :  cv  :  :  c'u'  :  t/v*  et  up:vq::  uy  :  vY  ;  donc  cV  :  cV  :  ;  uy  :  r  Y  ;  d'ailleurs  les  angles 

pV?  et  c'r'^  sont  égaux,  donc  les  triangles  p'uV  et  qfVc'  sont  semblables,  donc 

pVi?  =  9'cV,  et  dès  lors  pV  et  cY  sont  en  ligne  droite.  Je  dis  de  plus  que  pY 
est  parallèle  à  rV,  en  effet  les  triangles  ori  et  cpu  sont  semblables  et  donnent 
oi'.cu:  :  ir  :  up  ;  mais  oi  :  cm  :  :  o!i'  :  c'u'  et  ir  :  iip  :  :  iV  :  tt'p'  ;  donc  o'i'  :  c'u'  :  :  i'r'  :  tt'p'  ; 

de  plus  dir^=^(!vîp*\  donc  les  triangles  dr'ï  et  c'u'p'  sont  semblables  et  r'o'i'=^p'c'u\ 
et  par  conséquent  /«'  et  p'9'  sont  parallèles.  Donc  toutes  les  cordes  parallèles 
entre  elles  de  l'ellipse  E  se  transforment  en  des  cordes  parallèles  entre  elles  de  la 
courbe  E'  et  les  tangentes  de  E  se  transforment  aussi  en  des  tangentes  de  E'  paral- 
lèles au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le  point  de  contact. 

Par  ce  qui  précède ,  on  voit  de  suite  que  l'on  pourra  faire  passer  sur  la 
courbe  E',  toutes  les  propriétés  de  l'ellipse  E,  qui  ne  sont  pas  métriques;  ainsi  on 
pourra  faire  passer  de  la  courbe  E  sur  la  transformée  E'  toutes  les  propriétés  de 
relation  de  position  ;  ainsi  ayant  démontré  qu'une  droite  D  se  transforme  en  une 
droite  D'  et  que  deux  droites  A  et  B  se  coupant  en  un  point  0,  se  transforment  en 
deux  droites  A'  et  B'  se  coupant  en  un  point  0'  qui  est  le  transformé  du  point  o, 
on  voit  de  suite  que  toutes  les  propriétés  de  l'hexagramme  de  Pascal  subsisteront 
pour  la  transformée  E'  comme  pour  la  courbe  primitive  E.  Dès  lors  si  Ton  prend 
cinq  points  arbitraires  sur  la  courbe  E'  on  pourra,  au  moyen  de  l'hexagramme  de 
Pascal,  retrouver  un  sixième  point  appartenant  à  cette  courbe  E'. 

Les  deux  courbes  E  et  E'  sont  évidemment  de  même  espèce  et  par  conséquent 
la  courbe  E'  est  une  ellipse. 

Il  est  évident  que  des  raisonnements  semblables  seraient  applicables  si  la 
courbe  E  était  une  parabole  ou  une  hyperbole.  Donc  la  transformée  d'une  section 
conique  est  une  section  conique  de  même  espèce. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  les  droites  aa'  et  bb'  soient  tangentes  à  l'ellipse  Ë , 
on  peut  les  mener  sous  telle  inclinaison  que  l'on  voudra ,  pourvu  qu'elles  soient 
parallèles  entre  elles  (/îj.  220).  Si  Ton  prend  une  corde  quelconque  zy  conjuguée 
du  diamètre  ab  et  le  coupant  en  un  point  x ,  si  l'on  mène  xai  parallèle  à  mt!  et 
coupant  la  droite  quelconque  cib'  en  x'  et  menant  par  x'  la  droite  yV  sous  tel 

angle  que  l'on  voudra  et  prenant  a^y[\xy\\dc'\oc\\ ;  si  partons  les  points 

ciyy\c\b\d!y on  fait  passer  une  courbe  E',  on  démontrera  encore,  comme 

précédemment,  que  cette  courbe  E'  est  une  ellipse,  et  si  au  lieu  de  l'ellipse  E  on 
prenait  une  parabole  ou  une  hyperbole ,  on  trouverait  aussi  que  la  courbe  E'  est 
une  parabole  ou  une  hyperbole. 

Remarquons  que  rien  dans  la  démonstration  ne  suppose  que  les  droites  de  trans- 
formation soient  dans  le  plan  de  la  courbe  E,  il  suffit  que  la  courbe  E'  soit  plane 
2*  PÀRns.  n 
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et  qae  les  droites  de  transformation  soient  parallèles  entre  elles  j  on  peut  donc 
construire  la  transformée  E^  partout  où  Ton  voudra  dans  Tespace. 

344.  Ce  qui  précède  permet  de  démontrer  le  théorème  suivant  relatif  à  la 
parabole. 

Étant  donnée  une  parabole  P  (fg.  220  a)  ayant  pour  sommet  le  point  s  et  pour 
axe  infini  la  droite  Z,  si  de  chaque  point  m  de  la  parabole  P  on  abaisse  une 
perpendiculaire  mp  sur  Z,  si  en  chaque  point  m  on  mène  une  tangente  T  à  la 
parabole  P  et  coupant  Taxe  Z  au  point  r,  si  ensuite  on  mène  par  chaque  point  p 
des  droites  parallèles  entre  elles  et  faisant  avec  mp  un  angle  arbitraire  «,  et  si 

sur  ces  droites  on  prend  des  points  m,  tels  que  l'on  ait  ^— î-  =  constante=K,  tous 

pm 

les  points  m,  donneront  une  parabole  P^  passant  par  le  point  s  sommet  de  la 
parabole  P  et  la  tangente  T  en  m  à  P  sera  transformée  en  une  tangente  T,  en  m,  à 
P,  et  T,  coupera  Taxe  Z  au  point  r  en  lequel  la  tangente  T  le  coupait. 

Et  la  tangente  9  au  sommet  s  de  la  parabole  P,  laquelle  tangente  était  parallèle 
à  mpj  sera  transformée  en  une  droite  9,  parallèle  à  pm^  et  tangente  en  *  à  la  para- 
bole P,  ;  or  pour  la  parabole  P,  on  a  démontré  (n*  324)  que  Ton  avait  pr=2.ps, 
la  même  chose  aura  lieu  pour  la  parabole  P,  en  vertu  du  mode  de  transformation 
cylindrique,  on  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

Etant  donnée  une  parabole  P,  et  un  de  ses  diamètres  Z  la  coupant  au  point  », 
ayant  construit  pour  le  point  «  la  tangente  9^,  si  Ton  prend  un  point  m,  sur  cette 
courbe  P,  et  que  Ion  mène  l'ordonnée  pm,  parallèle  à  9,  (la  droite  Z  étant  Taxe 
des  abscisses)  ;  si  ensuite  on  mène  en  m,  la  tangente  T,  à  la  courbe  P,  et  coupant 
Taxe  Z  des  abscisses  au  point  r;  on  aura  :  pr  =  2.p5;  ce  que  l'on  exprimera  de 
la  manière  suivante  : 

La  sous-tangente  pr  est  double  de  l'abscisse  ps. 

Ainsi  se  trouve  démontré  par  fa  méthode  des  projections  ^  le  théorème  que  la 
sous-tangente  est  double  de  l'abscisse  pour  la  parabole ,  que  cette  courbe  soit 
rapportée  à  des  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques ,  l'axe  des  abscisses  dans 
le  premier  cas  étant  Taxe  infini ,  et^dans  le  second  cas  un  diamètre  de  la  courbe,  et 
l'axe  des  ordonnées  étant  la  tangente  conjuguée  de  l'axe  infini  dans  le  premier 
cas  et  la  tangente  conjuguée  du  diamètre  dans  le  second  cas. 

344  6w.  Comme   cas  particuliei-  on  peut  supposer  les  droites  ad^xod 

perpendiculaires  au  plan  de  la  courbe  E ,  db'  ayant  d'ailleurs  telle  inclinaison  que 

Ton  voudra  sur  ce  plan;  on  peut  aussi  diriger  les  droites  «y,  d^ sous  telle 

inclinaison  que  Ton  voudra,  mais  de  manière  que  les  droites  yy'yzz\cd soient 

encore  perpendiculaires  au  plan  de  la  courbe  E ,  l'on  obtiendra  de  même  une 
ellipse  E',  mais  alors  Tellipse  E  sera  la  projection  orthogonale  de  l'ellipse  E'.  Si 
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la  courbe  E,  an  lieu  d'être  une  ellipse,  était  une  parabole  ou  une  hyperbole,  la 
courbe  transformée  Ë'  serait  aussi  une  parabole  ou  une  hyperbole.  Donc  la  pro- 
jection orthogonale  (sur  un  plan)  d'une  section  conique  est  une  section  conique 
de  même  espèce. 

Les  droites  aa! ^  xx' ^  yy[ peuvent  cesser  d'être  perpendiculaires  au  plan 

de  la  courbe  Ë,  mais  rester  toujours  parallèles  entre  elles,  la  courbe  Ë  sera 
alors  une  projection  cylindrique  oblique  de  Ë^  Donc  toute  projection  cylin- 
drique (sur  un  plan)  d'une  section  conique  est  une  section  conique  du  même 
genre. 

345.  Il  résulte  encore  de  là  qùun  cylindre  à  ba$e  sectUm  conique  est  Umjours 
cotipé  par  un  pUm^  mivant  une  section  conique  du  même  genre  que  la  base  {*). 


(*)  De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  ce  qui  suit  : 

l**  Si  l'on  a  un  cercle  C,  si  Ton  trace  un  diamètre  B  de  ce  cercle,  si  de  chaque  point  m  de  ce  cercle  on 
abaisse  une  perpendiculaire  N  sur  le  diamètre  B  et  le  coupant  en  un  point  p ,  et  si  Ton  prend  sur  la 
droite  N  un  point  m ,  tel  que  Ton  ait  : 

Prth 

tous  les  points  m^  ainsi  obtenus  détermineront  une  cfmtbt  E  qui  sera  nne  ^ipsa 

L'ellipse  £  aura  son  grand  axe  égal  au  diamètre  B  du  cercle  G ,  si  K  est  <  4  ;  et  si  au  contraire  K 
est  >  1,  le  diamètre  B  sera  le  graud  axe  de  cette  ellipse  E. 

T  Si  Ton  a  deux  cercles  Cet  G' situés  sur  un  même  plan,  ou  dans  des  plans  parallèles,  ou  dans  des 
plans  se  coupant  suiTant  une  droite  D  :  si  Von  mène  dans  cbaqve  cercle  un  diamètre  perpendiculaire  à 
la  droite  D  et  ainsi  un  diamètre  B  pour  le  cercle  G  et  le  diamètre  B'  pour  le  cercle  G'. 

Les  ellipses  £  et  £',  transformées  cylindriques  (par  des  droites  parallèles  à  D)  des  cercles  G  et  G\ 
seront  semblables. 

5**  Si  Ton  a  un  cercle  G  tracé  dans  un  plan  M  et  un  plan  P  coupant  le  plan  M  suiiranl  une  drorteT, 
si  de  chaque  poiflt  m  du  cei^  G  oa  i^taisse  sur  le  plan  P  une  perpendicolaûre  N  et  le  perçant  en  un 
point  p. 

Si  sur  la  droite  N  on  prend  un  point  m^  tel  que  Ton  ait  ~-  =  K ,  le  lieu  de  tous  les  points  m^ 

sera  une  ellipse  E  dont  le  plan  M^  passera  par  la  droite  Y. 

En  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  énoncé,  on  peut  transformer  facilement  le  tore  régulier  circulaire 
(n*  328  déd,  page  100)  en  un  tore  régulier  elliptique^  et  les  trois  tores  irréguliers  cireutaires  (ù*  5t8 
dédy  V\  2%  3*  cas)  en  trois  nouveaux  tores  irréguliers  elliptiques. 

Et  en  effet  : 

En  nous  rappelant  le  mode  de  génération  des  tores  circulaires  et  en  conservant  la  même  notation 
(n*  528  déci,) ,  Ton  voit  :  ft"  qire  les  cercles  situés  dans  les  plans  passant  par  Taxe  Y  se  transformeront 
en  des  ellipses  dont  les  plans  passeront  tous  par  ce  même  axe  Y ,  le  plan  de  chaque  ellipse  étant  diM- 
rent  du  plan  du  cercle  dont  elle  est  la  transformée  cylindrique. 

Et  2*  que  les  cercles  situés  dans  les  divers  plans  qui  se  coupent  suivant  la  droite  D  se  transforme- 
ront en  des  ellipses  toutes  semblables  entre  elles  et  chacune  d'elles  étant  située  dans  le  plan  du  cercle 
dont  elle  est  la  transformée'eylliitfrique.  Maris  H  ne  fa«t  pai9  Mbiicvque  les  droites^  de  lr«nft)rm(ition 
tmea  perpeadicolamsatt  plan  mené  par  Taxe  Y  perneadicataHreflMDt  à.  la  dnîl»l>. 
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345  bis.  Concevons  sur  le  plan  horizontal  (fig.  220  bis)  une  ellipse  E  dont  le 
grand  axe  soit  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  LT.  Regardons  cette  courbe  E 
comme  la  section  droite  d'un  cylindre  vertical  S  et  coupons  ce  cylindre  S  par  un 
pian  P  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection,  ayant  soin  de  prendre  pour 
trace  H'  le  grand  axe  de  l'ellipse  E.- 

D'après  ce  qui  précède ,  le  plan  P ,  quelle  que  soit  son  inclinaison  sur  le  plan 
horizontal ,  coupera  le  cyliudre  S  suivant  une  ellipse  E'  qui  se  projettera  sur  le 
plan  horizontal  en  la  courbe  E.  Parmi  tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués 
de  E%  il  en  existera  un  et  un  seul  dans  lequel  les  diamètres  conjugués  seront  rec- 
tangulaires entre  eux  et  seront  dès  lors  les  axes  de  l'ellipse  de  section  E'  ;  or  il  est 
évident  que  si  Ton  fait  passer  deux  plans  verticaux  et  respectivement  par  les  axes 
de  l'ellipse  E ,  ces  deux  plans  Q  et  Q'  couperont  le  plan  P  (quelle  que  soit  l'incli- 
naison de  ce  plan  P)  suivant  deux  droites  Â  et  A'  qui  seront  rectangulaires  entre 
elles. 

Or  si  par  les  extrémités  des  axes  de  l'ellipse  E ,  on  fait  passer  des  génératrices 
droites  du  cylindre  S  et  que  l'on  mène  les  quatre  plans  tangents  au  cylindre  1 
passant  respectivement  par  ces  quatre  génératrices,  ces  plans  tangents  couperont 
le  plan  horizontal  suivant  quatre  droites  formant  un  rectangle  circonscrit  à 
l'ellipse  E  et  dont  les  côtés  seront  tangents  en  les  sommets  de  cette  ellipse  E  ;  et 
de  même  ces  plans  tangents  couperont  le  plan  P  suivant  un  rectangle  circonscrit 
à  l'ellipse  E'  et  dont  les  côtés  seront  deux  à  deux  parallèles  aux  droites  A  et  Â^ 
et  ce  rectangle  aura  ses  côtés  tangents  à  l'ellipse  E'  en  les  quatre  sommets  de  cette 
courbe  E'. 

Cela  posé ,  on  peut  demander  si  le  plan  P  ne  peut  pas  avoir  sur  le  plan  hori- 
zontal une  inclinaison  a  telle  que  la  section  E'  soit  un  cercle. 

Pour  que  E'  soit  un  cercle  il  faut  que  ses  deux  axes  soient  égaux  en  lon- 
gueur. 

Or,  en  désignant  par  a  et  6  les  demi-axes  de  Tellipse  E  (a  étant  le  demi  grand 
axe)  et  par  a.  et  6,  les  demi-axes  de  l'ellipse  E'  (a,  étant  le  demi  grand  axe)  et 
par  a  l'angle  que  le  plan  P  fait  avec  le  plan  horizontal ,  on  a  : 

a=^a^       et       6  =  b^cosa. 

Pour  que  Tellipse  E'  soit  un  cercle  il  faudra  que  Ton  ait  6, = a,  =  a  et  dès  lors 

on  devra  avoir  : 

b 

C08ot  =  - 

a 

L'angle  a  pourra  donc  être  construit  de  la  manière  suivante. 

Faisant  passer  un  plan  vertical  M  par  le  petit  axe  de  Tellipse  E ,  ce  plan  coupera 


r 
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le  cylindre  S  suivant  deux  génératrices  droites  G  et  G'  ;  si  du  centre  o  de  Tellipse  E 
et  avec  un  rayon  égal  à  a  (ou  au  demi  grand  axe  de  la  courbe  E)  on  décrit  dans 
le  plan  M  un  cercle  3,  ce  cercle  coupera  la  droite  6  en  deux  points  x  eia/  égale- 
ment distants  du  plan  horizontal  et  Tangle  que  la  droite  xo  ou  x'o  fera  avec  le  plan 
horizontal  sera  Tangle  a  demandé. 

Ceci  démontre  qu'un  cylindre  qui  a  pour  section  droite  une  ellipse,  peut  être 
coupé  suivant  un  cercle  de  deux  manières  différentes  par  un  plan.  Ces  sections 
sont  dites  tes  sections  circulaires  du  cylindre  elliptique,  ou  sections  anti-parallèles. 

Ayant  déterminé  Tangle  a  que  doit  faire  le  plan  P  avec  le  plan  horizontal  pour 
que  ce  plan  P  puisse  couper  le  cylindre  elliptique  I  suivant  un  cercle ,  on  peut 
faire  tourner  ce  plan  P  autour  de  H'  comme  charnière  pour  le  rabattre  sur  le  plan 
horizontal  ;  alors  le  cercle  de  section  E'  se  rabattra  en  un  cercle  E,  tracé  sur  le 
grand  axe  de  l'ellipse  E  comme  diamètre,  et  Ton  pourra  construire  la  tangente 
en  un  point  m  de  Tellipse  £  en  regardant  cette  ellipse  comme  la  projection  hori- 
zontale du  cercle  E'  rabattu  en  le  cercle  E,. 

Et  les  constructions  seront  identiquement  les  mêmes  que  celles  que  nous 
avons  effectuées  lorsque  nous  avons  considéré  un  cercle  C  comme  la  projection 
d'une  ellipse  E,  le  petit  axe  de  cette  ellipse  étant  un  diamètre  du  cercle  C,  car  il 
suffît  de  remplacer  le  cercle  C  section  droite  du  cylindre  de  révolution  par 
Tellipse  E  section  droite  du  cylindre  oblique  et  Tellipse  C  section  du  cyUndre 
de  révolution  par  le  plan  P  par  le  cercle  E'  section  du  cylindre  oblique  par  le 
plan  P. 

On  pourra  donc  par  cette  nouvelle  considération  (du  cercle  tracé  sur  le  grand 
axe  d'une  ellipse  comme  diamètre) ,  résoudre  les  problèmes  suivants. 

1  "^  En  un  point  m  d'une  ellipse  E  construire  la  tangente  {fig.  SlSO  ter) . 

2''  Par  un  point  p  pris  hors  d'une  ellipse  E  construire  les  deux  tangentes  à 
l'ellipse  (fig.  220  quat.). 

S""  Construire  une  tangente  à  une  ellipse  E  parallèle  à  une  droite  donnée  D 
(ou  faisant  un  angle  a  avec  une  droite  donnée)  {fig.  220  quint.). 

345  ter.  Soit  donnée  une  ellipse  E  sur  le  plan  horizontal ,  désignons  le  demi 
petit  axe  oi  par  b  et  le  demi  grand  axe  ok  par  a;  prenons  deux  lignes  de  terre, 
l'une  LT  parallèle  au  grand  axe,  et  l'autre  LT  parallèle  au  petit  axe  de 
l'ellipse  E. 

Décrivons  sur  le  petit  axe  comme  diamètre  un  cercle  C  et  sur  le  grand  axe 
aussi  comme  diamètre  un  cercle  C  ; 

Cela  posé, 

Considérons  le  cercle  C  comme  la  section  droite  d'un  cyUndre  vertical  de  révo- 
lution £  et  l'ellipse  Ë  comme  le  rabattement  sur  le  plan  horizontal  de  l'ellipse 
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de  section  faite  dans  la  cylindre  S  par  un  plan  P  passant  par  le  petit  axe  26  de 
Tellipse  £. 

Considérons  Tellipse  Ë  comme  la  section  droite  d'an  cylindre  vertical  et  noA 
de  révolation  11  et  le  cercle  G',  comme  le  rabattement  snr  le  plan  horizontal  du 
cercle  de  section  faite  dans  le  cylindre  l' par  un  plan  R  passant  par  ie  grand  axe 
SadeTellipseE. 

Cela  posé, 

Je  dis  que  les  plans  P  et  R  font  avec  le  plan  horizontal  des  angles  égaux  ;  et 
en  effet  : 

Pour  le  plan  P  on  aura  cosa=-  et  pour  le  plan  R  on  aura  : 

COSa'=-,   donca=a^ 

a 

Prenons  un  point  m  sur  Tellipse  de  section  située  dans  le  plan  P ,  m^  sera  sur  le 
cercle  C  et  m*"  sur  V\ 

Du  point  m^  abaissons  deux  perpendiculaires  Tune  ni'  sur  le  demi  graïkl  axe  ok 
et  Tautre  m^p  sur  le  demi  petit  axe  de  Tellipse  E ,  on  aura  : 

"qn?  or 

COSa==-z=        OU        C06«=:==: 


o^ni"  o'ni' 


Rabattant  le  plan  P  sur  le  plan  horizontal ,  le  point  m  viendra  se  placer  en  m' sur 
Fellipse  E  et  les  trois  points  9 ,  m^  et  m'  seront  en  ligne  droite. 

Abaissons  du  point  m'y  une  perpendiculaire  m^q  sur  le  demi  grand  axe  ok  de 
l'ellipse  E ,  on  aura  oq=^6*nfj  donc  on  peut  écrire  : 


or 

ùq 


Considérons  maintenant  le  point  tu'  de  Tellipse  E  comme  la  protection  hori- 
zontale fi'^  d'un  point  n  situé  sur  le  cercle  de  section  du  plan  R  et  du  cylindre 
oblique  S^ 

Le  point  n  après  le  rabattement  du  plan  R  sur  le  plan  horizontal  viendra  €A  n' 
sur  le  cercle  C  section,  circulaire  (rabattue)  du  cylindre  S' et  le&  trois  points  q  y  n^ 
(ou  m') ,  et  n'  seront  en  ligne  droite. 

Or  on  a  : 

n\ 


C(>Sa= 


o'V 
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Et  comme  n^q=:m^r 

Et  queo''n"'=ii'qr,  on  pourra  écrire  : 


mr 

cosa  = 


On  a  donc  la  proportion  : 


mV      or 


nq       oq 


Par  conséquent  les  trois  points  o,  m*  et  n'  sont  en  ligne  droite.  De  là  on  déduit 
une  construction  simple  et  par  points  d'une  ellipse  dont  on  connaît  les  axes  et  qui 
est  la  suivante  : 

Etant  donné  le  centre  o  de  l'ellipse  et  ses  deux  demi-axes  oi  et  ok ,  ayant  tracé 
les  deux  cercles  concentriques  C  et  C  sur  chacun  des  axes  comme  diamètre ,  on 
mènera  un  rayon  quelconque  par  le  centrer,  ce  rayon  coupera  le  cercle  C  au 
point  n  et  le  cercle  C  au  point  nf. 

Du  point  n  on  mènera  une  perpendiculaire  np  au  petit  axe ,  du  point  n'  on 
mènera  une  perpendiculaire  n^q  au  grand  axe  de  l'ellipse  E  à  tracer ,  ces  deux  per- 
pendiculaires se  couperont  en  un  point  m  qui  appartiendra  à  l'ellipse  E. 

î5i  l'on  mène  en  n  et  n'  les  tangentes  aux  cercles  C  et  C  on  aura  deux  droites 
parallèles  entre  elles  comme  étant  perpendiculaires  au  même  rayon  onn\  La  tan- 
gente au  cercle  C  coupera  le  petit  axe  (prolongé)  de  l'ellipse  E  au  point  s  ;  la  tan- 
gente au  cercle  G  coupera  le  grand  axe  (prolongé)  de  l'ellipse  E  au  point  s'  et  la 
droite  as*  sera  tangente  au  point  m  à  l'ellipse  E. 

345  quaier.  Si  Ton  a  une  série  d'ellipses  E,  E',  E'',  etc.  (fig.  220  a) ,  ayant  un 
diamètre  commun  qr  et  leurs  diamètres  conjugués  de  qr,  situés  sur  une  même 
droite  A,  ces  ellipses  auront  évidemment  même  centre  o;  de  plus  elles  auront  en 
les  points  ^  et  r  mêmes  tangentes.  Cela  posé  :  si  l'on  mène  une  droite  B  parallèle  à 
la  droite  A,  et  coupant  les  courbes  en  les  points  m,  m',  m",  etc. ,  et  si  l'on  mène  en 
chacun  de  ces  points  une  tangente  à  chacune  des  ellipses ,  je  dis  que  toutes  ces 
tangentes  iront  se  couper  en  un  seul  et  même  point  p  situé  sur  le  diamètre  commun 
qr  prolongé. 

Et  en  effet  : 

Nous  pouvons  concevoir  l'ellipse  E  comme  la  base  sur  le  plan  horizontal  d'un 
cylindre  oblique  et  elliptique  S  dont  les  génératrices  droites  se  projetteront  hori- 
zontalement suivant  des  droites  parallèles  à  A  ;  la  droite  B  pourra  donc  être  con- 
sidérée comme  étant  la  projection  G*  de  la  génératrice  G  passant  par  le  point  m  de 
la  base  E. 

Chacun  des  points  m',  m!%  etc. ,  pourra  être  considéré  comme  la  projection  hori- 
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zontale  des  points  a/,  y,  etc. ,  en  lequel  la  droite  G  est  coupée  respectivement 
par  des  plans  sécants  X,  X',  X",  etc. ,  ayant  pour  trace  horizontale  commune  le 
diamètre  qr. 

Or  tous  ces  plans  X,  X',  X",  etc. ,  coupent  le  cylindre  oblique  suivant  des  ellipses 
5^,  3",  à"\  etc. ,  qui  se  projetteront  sur  le  plan  horizontal  suivant  des  ellipses 
E\  E",  E"',  etc. ,  et  la  tangente  9  au  point  m  de  la  base  E  du  cylindre  S  peut  être 
considérée  comme  la  trace  H'  du  plan  T  tangent  à  S  tout  le  long  de  la  droite  G. 

Dès  lors  les  tangentes  9',  9",  9'",  etc. ,  aux  points  m',  m'\  m'",  etc. ,  des  ellipses 

E',  E",  E'",  etc. ,  peuvent  être  regardées  comme  les  projections  horizontales  des 

« 

tangentes  aux  points  j?',  x",  od" ^  etc. ,  des  ellipses  de  l'espace  5',  3",  3'",  etc. ,  donc 
elles  doivent  se  couper  au  point  p. 

Si  Ton  avait  une  série  de  paraboles  P,  P',  P",  ayant  même  diamètre  (\r 
{Jig.  220  b)  et  au  point  q  une  taugente  commune  G*",  la  même  propriété  subsis- 
terait :  il  suffit  de  regarder  Tune  des  paraboles  P  (par  exemple)  comme  la  base 
d'un  cylindre  oblique  et  parabolique  S  dont  les  génératrices  droites  seront  pro- 
jetées horizontalement  suivant  des  parallèles  à  la  tangente  commune  G*,  et  de 
regarder  le  diamètre  commun  qr  comme  la  trace  horizontale  commune  d'une  série 
de  plans  sécants  X, X', X",  etc.,  coupant  le  cylindre  1  suivant  des  paraboles 
3',  ô'',  ô'",  etc.,  projetées  horizontalement  en  les  paraboles  données  P',P'',  P'",  olc. 

Si  l'on  avait  une  série  d'hyperboles  ayant  un  diamètre  réel  en  commun,  la 
même  propriété  subsisterait;  mais  dans  ce  cas  on  aurait  à  considérer  un  cylindre 
oblique  et  hyberbolique. 

Si  {fig.  220  a)  on  mène  une  droite  sx  coupant  l'ellipse  E  en  les  points  x  et  yei 
que  par  chacun  de  ces  points  on  mène  des  droites  parallèles  à  la  droite  A  coupant 
les  ellipses  E',E",  ©te.,  en  les  points  x\y\  et  a:",  j/",  etc.,  il  est  évident  que  les 
COI  des  ^y  et  x"tfy  etc.,  prolongées  iront  toutes  passer  par  le  point  s  en  lequel  le 
diamètre  commun  qr  est  coupé  par  la  droite  sx.  Et  en  effet  :  on  pourra  considérer 
la  droite  sx  comme  la  trace  H*  d'un  plan  sécant  R  coupant  le  cylindre  1  suivant 
deux  génératrices  droites  ayant  leurs  traces  horizontales  respectivement  en  les 
points  a:  et  j/,  etc. 

La  môme  chose  aura  lieu  pour  une  série  d'hyperboles  ayant  un  diamètre  réel 
commun;  la  même  chose  aura  lieu  pour  une  série  de  paraboles  ayant  un  dia- 
mètre commun  (fig.  220  6). 

345  quint.  Concevons  une  ellipse  E  tracée  sur  le  plan  horizontal  et  deux  tan- 
gentes T  et  T'  à  cette  ellipse,  ces  tangentes  étant  parallèles  entre  elles. 

En  un  point  m  de  E  menons  à  cette  courbe  une  tangente  R. 

Gela  fait  :  concevons  la  courbe  E  comme  la  base  ou  la  trac^  horizontale  d'un 
cylindre  2  ayant  ses  génératrices  droites  G  projetées  horizontalement  suivant  dos 
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parallèles  aux  tangentes  T  et  T';  il  est  évident  dès  lors  que  ces  droites  T  et  T' pour- 
ront être  considérées  comme  les  traces  H^  et  H®'  de  deux  plans  verticaux  0 
et  0'  tangents  au  cylindre  2. 

Par  la  droite  R  faisons  passer  une  série  de  plans  X',X",  X'",  etc.,  lesquels  cou- 
peront le  cylindre  S  suivant  des  ellipses  E',E",E'",  etc.,  qui  évidemment  se  pro- 
jetteront sur  le  plan  horizontal  en  des  ellipses  E'*,  E"*,  E'"\  etc.,  qui  passeront 
toutes  par  le  point  m  et  auront  en  ce  point  m  la  droite  R  pour  tangente  commune 
et  de  plus  ces  ellipses  seront  tangentes  aux  droites  T  et  T'. 

Cela  posé,  il  est  évident  par  tout  ce, qui  précède  que  : 

1*  Si  Ton  mène  une  droite  Y  parallèle  aux  droites  T  et  T'  et  coupant  le» 
courbes  E'\E"\E'"\  etc.,  en  les  points  :  e',^,  et  e!\^\  et  e!\^\,  etc.,  les  tan- 
gentes à  la  courbe  E'*  en  les  points  e'  et  e', ,  les  tangentes  à  la  courbe  E"*  en  les 
points  e''  et  e!\  ,  et  ainsi  de  suite ,  iront  toutes  concourir  en  un  point  p  situé  sur  la 
droite  R. 

2*  Si  Ton  mène  deux  droites  Y  et  Y,  parallèles  aux  droites  T  et  T',  et  coupant 
les  ellipses  E'*,  E"*,  E'"*,  etc.,  en  des  points  situés  respectivement,  savoir  : 

1/',    ai   et  y/,    xl   sur  la  courbe  E'*, 
/,   a:"  et  i//',  x,"  sur  la  courbe  E"*, 
f,  x'"  et  y;%  x!"  sur  la  courbe  E'"*, 
etc.  etc.  etc. 

les  cordes  {('t/^a/a:/  et  y"y"jx"xl'  et  y'"y!%x'"x'\  etc.,  prolongées,  iront  se 
couper  en  un  même  point  q  situé  sur  la  corde  R. 

La  même  chose  aura  lieu  pour  une  série  de  paraboles  et  aussi  pour  une  série 
d'hyperboles. 

345  sex.  Concevons  une  ellipse  E,  deux  tangentes  à  cette  ellipse  et  parallèles 
entre  elles,  savoir  :  T  et  T'  et  une  droite  R  coupant  l'ellipse  E  en  deux  points 
T  et  r',  de  telle  sorte  que  la  droite  n^  se  trouve  être  une  corde  de  la  courbe  E. 

D'après  ce  qui  précède,  il  est  évident  que  si  Ton  a  une  suite  d'ellipses 
E'\  E"*,  E'"*,  etc.,  tangentes  aux  droites  T  et  T'  et  passant  toutes  par  les 
points  r  et  r'  : 

1*  Si  Ton  mène  une  droite  Y  parallèle  aux  droites  T  et  T',  et  coupant  : 
E'*   en  les  points  e'   et  «/, 

E''*  —  e"  et  e,\ 

W'^  —  e'"'  et  e:% 

etc.  —  etc. 

les  tangentes  en  les  points  c^,  e/,e",e/',  etc.,  iront  toutes  concourir  en  un  même 
point  p  situé  sur  la  droite  R  ; 

s*  PAITII.  18 
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t"*  Qne  si  Ton  mène  deux  droites  Y  et  Y, ,  parallèles  entre  elles  et  aux  droites 
T  et  T',  ces  droites  coupant,  sayoir  : 

Y  la  courbe  E'*  en  les  points  t/    et  a/, 

Y.        -  ~  y:  et  x:, 

Y  la  courbe  E''*  en  les  points  t/'   et  x*, 
Y.         -  -  y;  et  x:, 
etc.      -^                  —  etc. 

les  cordes  i/'y/,  y"i//',  etc.,  et  les  cordes  «'a;/,  a:^a:/',  etc.,  prolongées,  iront  con- 
courir en  un  même  point  q  situé  sur  la  droite  R ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  sur  la 
ccrde  rr^  prolongée  et  commune  à  toutes  les  ellipses  E,  E'*,  E"*,  etc. 

La  môme  chose  aura  lieu  pour  une  série  de  paraboles ,  et  aussi  pour  une  série 
d'hyperboles;  mais  lorsqu'on  aura  une  série  d'hyperboles ,  il  faudra  que  les  points 
r  et  r'  soient  :  4**  tous  deux  situés  sur  une  même  branche  de  chacune  des  hyper- 
boles; ou  2'  situés ,  l'un  r  sur  une  branche  et  l'autre  r'  sur  l'autre  branche,  et  cela 
pour  toutes  les  hyperboles. 

345  sept.  Les  propriétés  que  nous  venons  de  démontrer  exister  pour  une  série 
d'ellipses,  ou  une  série  de  paraboles,  ou  une  série  d'hyperboles  (n***  345  quaier, 
quint,  et  sex.)  existent  encore  pour  d'autres  courbes  entre  lesquelles  subsiste  une 
condition  particulière  et  qui  est  la  suivante  : 

Concevons  une  courbe  plane  C  arbitraire  et  une  droite  X  située  dans 
le  plan  de  la  courbe  G  et  dans  une  direction  arbitraire  par  rapport  à  cette 
courbe  C. 

Concevons  une  seconde  droite  Y  dans  le  plan  de  la  courbe  C  et  coupant  la 
droite  X  sous  un  angle  arbitraire  a. 

De  chacun  des  points  m  de  la  courbe  C ,  menons  une  parallèle  à  la  droite  Y  et 
coupant  X  en  un  point  p,  prenons  sur  la  droite  X  un  point  o  arbitraire;  dési- 
gnons pm  par  y  et  op  par  x,  nous  connaîtrons  les  diverses  abscisses  .r  et  les 
diverses  ordonnées  y  de  la  courbe  C. 

Cela  posé  : 

Considérons  deux  points  quelconques  m  et  m'  de  la  courbe  C,  nous  con- 
naîtrons les  coordonnées  x  et  y  du  point  m,  x'  et  y'  du  point  m'.  Unis- 
sons les  deux  points  m  et  m'  par  une  droite  L,  elle  ira  couper  la  droite  X 
en  un  point  /. 

Cela  posé  : 

Prenons  sur  y  ou  mp  un  pomt  m,  tel  que  — ^=:.J 
Prenons  sur  i/  ou  m^p  un  point  m/  tel  que  —^=3 
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La  corde  m^m\  prolongée  ira  couper  la  droite  X  au  même  point  t;  de  là  on 
peut  conclure  ce  qui  suit  : 

Étant  donnée  une  courbe  arbitraire  C ,  si  Ton  construit  une  courbe  C,  telle  que 
pour  les  mêmes  abscisses  comptées  sur  la  droite  X  et  à  partir  de  la  même  ori- 
gine 0,  les  ordonnées  correspondantes  des  courbes  C  et  C,  sont  dans  un  rapport 
constant,  les  cordes  mm'  de  C  et  m^m/  deC,  passant  par  des  points  ayant  mêmes 
abscisses  iront  concourir  en  un  même  point  situé  sur  la  droite  X. 

Et  il  est  évident  que  cette  propriété  subsistant,  quelle  que  soit  la  difiérence 
qui  existe  entre  les  abscisses  a;  et  a/  des  points  m^  m,  et  m',  m/  des  courbes 
C  et  C, ,  elle  subsistera  encore  lorsque  les  points  m  et  m!  seront  successifs  et  infi- 
niment voisins >  et  que  par  suite  les  points  m,  et  m/  seront  aussi  successifs  et 
infiniment  voisins. 

Si  Ton  a  donc  deux  courbes  G  et  G,  telles  que  leurs  ordonnées  sont  dans  un 
rapport  constant ,  pour  deux  points  m  de  G  et  m,  de  G,  ayant  même  abscisse  x^ 
les  tangentes  menées  en  les  points  m  et  m.  à  ces  deux  courbes  G  et  G,  iront 
concourir  en  un  même  point  situé  sur  Taxe  X  des  abscisses. 

34&  octavo.  Nous  savons  que  lorsque  Ton  a  deux  sections  coniques  de  méaue 
espèce  E  et  E'  et  ainsi  deux  ellipses  ou  deux  paraboles  ou  deux  hyperboles  qui  ont 
même  axe  ad  {fig.  220  c) ,  et  dès  lors  en  leurs  soounets  a  et  a'  mêmes  tangentes 
6  et  9'  pour  une  même  abscisse  ay ,  les  ordonnées  gy  et  gy'  sont  dans  un  rapport 
constant,  et  que  si  d'un  point  s  arbitrairemeiU  pris  suf  Taxe  commun  W  prolongé 
on  mène  des  tangentes  $kf  si  aux  courbes  E  et  £',  les  points  de  contact  k  eil  sont 
sur  une  perpendiculaire  ii  la  droite  aa!s. 

Il  est  évident  que  la  droite  kl  prolongée  (que  nous  désignerons  par  Y)  est  la 
polaire  commune  aux  deux  courbes  Ë  et  E',  le  pôle  étant  le  point  $. 

Gela  posé  :  si  par  le  point  x ,  en  lequel  se  coupent  les  droites  Y  et  aeij  on  mène 
une  droite  quelconque  xq  coupant  la  courbe  intérieure  E  en  les  points  ^  ed  m , 
et  si  l'on  mène  la  droite  qs  coupant  E  en  p  et  la  droite  mn  coupant  E  en  i»,  le 
quadrilatère  pqmn  ne  sera  autre  qu'un  trapèze  régulier  dont  les  c6téB  fm  ^  qm 
seront  parallèles  et  coupés  par  la  droite  aa!  en  leurs  milieux  v  et  h. 

On  peut  toujours  circonscrire  un  cercle  C  à  un  trapèze  relier. 

Construisons  ce  cercle  C  coupant  la  droite  Y  aux  pointa  /  et  f. 

Je  dis  que  les  droites  #<  et  «f  seront  tangentes  en  /  et  en  f  au  oerole  C» 

Et  en  eOet  :  le  point  s  sera  le  pôle  et  la  droite  Y  la  polaire  par  rapport  au 
cercle  C,  en  vertu  de  la  propriété  des  quadrilatères  inscrits  à  une  section 
conique. 

D'après  ce  qui  vient  d*être  dit ,  on  voit  qu'il  sera  donc  toujours  possîMe  de 
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construire  une  section  conique  E'  (de  même  genre  que  E)  ayant  même  axe  âi7  que 
Ë  et  tangente  en  /  et  /'  au  cercle  C. 

Nous  ferons  usage  de  cette  propriété,  lorsque  (chapitre  XII)  nous  chercherons 
les  sections  circulaires  des  surfaces  du  second  ordre. 

La  section  plane  du  cône  oblique  est  une  section  conique. 

346.  Un  cône,  non  de  révolution,  à  base  section  conique  est  toujours  coupé 
par  un  plan  de  direction  arbitraire  suivant  une  section  conique.  En  effet ,  soit  s  le 
sommet  d*une  surface  conique  {fig.  2SS1  )  ayant  pour  base  Tellipse  £ ,  et  soit  un 
plan  sécant  P;  on  peut  toujours  choisir  le  plan  vertical  de  projection  perpendi- 
culaire au  plan  P.  Gela  posé ,  menons  à  Tellipse  E  deux  tangentes  perpendicu- 
laires à  LT  et  construisons  une  transformée  E'  de  l'ellipse  E  de  manière  qu'elle 
ait  son  grand  dixea^b^  parallèle  à  LT;  par  le  point  s  y  abaissons  une  perpendicu- 
laire au  plan  vertical  de  projection  et  coupant  le  plan  vertical  élevé  sur  a'b'  en 
un  point  s\  et  considérons  le  cône  ayant  son  sommet  en  s^  et  pour  base  l'ellipse  E'  ; 
ce  cône  est  coupé  par  le  plan  P  suivant  une  courbe  C,  qui  se  déduit  de  la 
courbe  C,  intersection  du  cône  («, E)  par  le  même  plan  P,  de  la  même  manière 
que  E'  se  déduit  de  E ,  car  les  deux  surfaces  coniques  sont  comprises  entre  deux 
plans  tangents  communs  perpendiculaires  au  plan  vertical  de  projection ,  donc  les 
courbes  G  et  G'  sont  comprises  entre  deux  tangentes  perpendiculaires  à  ce  plan  ; 
de  plus ,  tout  plan  mené  par  la  droite  ss^  coupe  le  plan  P  et  le  plan  horizontal 
suivant  des  parallèles  à  cette  droite ,  et  les  cordes  des  courbes  G  et  G'  sont  pro- 
portionnelles aux  cordes  des  ellipses  E  et  E',  mais  toutes  les  cordes  de  ces  ellipses 
situées  sur  des  mêmes  droites  perpendiculaires  à  LT  sont  dans  un  rapport  con- 
stant ;  donc  aussi  les  cordes  correspondantes  des  courbes  G  et  G'  sont  dans  un  rap- 
port constant. 

En  outre,  construisons  l'hyperbole  (K,K')  focale  de  l'ellipse  E';  par  le  pointa, 
menons  une  parallèle  à  la  ligne  déterre  et  coupant  cette  focale  en  /  et  considérons 
le  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  ce  point  /  et  pour  base  l'ellipse  E';  pre- 
nons deux  points  quelconques  m%  ni/  de  la  base  commune  E',  et  conduisons  les 
génératrices  G'  et  6/,  6"  et  G/'  des  deux  surfaces  coniques  et  aboutissant  en  ces 
points  9n'  et  m/,  les  premières  sont  coupées  par  le  plan  P  aux  points  x'  et  a:/,  ap- 
partenant à  la  courbe  G^  ;  par  ces  points ,  menons  des  parallèles  à  LT  ou  à  s's" 
jusqu'à  la  rencontre  de  G"  et  G/'  aux  points  a/^  et  x/';  les  projections  verticales 
x"''  eta;/'%  sont  sur  une  ligne  droite  passant  par  p  (n*  105),  on  peut  donc  consi- 
dérer cette  droite  comme  la  trace  verticale  d'un  plan  F  perpendiculaire  au  plan 
vertical  de  projection ,  et  coupant  le  cône  de  révolution  (/,  E')  suivant  une  courbe 
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C"  déterminée  par  des  points  tels  que  oé'  et  x" .  Cette  courbe  C"  se  déduit  de  C  par 
le  procédé  général  de  transformation  indiqué  ci-dessus  et  dit  transformation  cylin- 
driqucj  elle  en  est  la  transformée,  ou  réciproquement  G'  est  la  transformée  de  G^', 
mais  G'^  est  une  section  conique  (*) ,  donc  G'  est  aussi  une  section  conique.  Enfin 
G'  est  la  transformée  de  G ,  ou  réciproquement  G  est  la  transformée  de  G',  donc  G 
est  une  section  conique  ;  les  trois  sections  coniques  G,  G',  G^'  sont  de  même  espèce  ; 
mais  G''  peut  être  une  ellipse ,  une  parabole ,  ou  une  hyperbole  suivant  la  direction 
du  plan  sécant  F,  donc  aussi  G  peut  être  une  ellipse ,  une  parabole  ou  une  hyper- 
bole. Si  maintenant  on  conçoit  dans  un  cône  à  base  elliptique  une  section  para- 
bolique et  une  section  hyperbolique,  il  est  évident  que  Ton  pourra  prendre  l'une 
quelconque  de  ces  trois  courbes  pour  base  et  les  autres  pour  des  sections  planes  ; 
donc  en  général  les  sections  planes  d'un  cône  à  base  section  conique  sont  des  sec- 
tions coniques  qui  peuvent  être  de  Tune  des  trois  espèces ,  ellipse ,  parabole  ^  hyper- 
bole,  quelle  que  soit  la  nature  de  la  base. 

Il  résulte  de  là  que  ta  projection  conique  (tune  section  conique  quelconque  est  encore 
une  section  conique  y  mais  elle  n^est  plus  nécessairement  de  même  espèce  que  la 
section  conique  projetée. 

346  bis.  Concevons  un  cône  oblique  S  ayant  pour  trace  horizontale  ou  base  sur 
le  plan  horizontal  une  section  conique  E,  et  pour  sommet  un  point  s  de  l'espace, 
et  concevons  que  le  point  s  soit  tel  que  sa  projection  ^  soit  en  dehors  de  la  courbe 
E ,  de  sorte  que  l'on  puisse  de  ce  point  «*  mener  deux  tangentes  6  et  6'  à  la  courbe  E, 
les  points  de  contact  étant  désignés  par  q  et  r. 

Par  la  droite  ^r,  faisons  passer  une  suite  de  plans  X',X'',X''',  etc.,  chacun  de 
ces  plans  coupera  le  cône  £  suivant  une  section  conique  d^,  y\  i"\  etc. ,  qui  se  pro* 
jettera  horizontalement  suivant  une  section  E',E'',E'^\  etc.,  de  même  nature,  c'est- 
à-dire  que  si  d'est  une  ellipse,  E'  sera  une  ellipse;  si  d^'  est  une  parabole,  E''  sera 
une  parabole  ;  si  d'''  est  une  hyperbole ,  E'''  sera  une  hyperbole. 

Or  il  est  évident  que  toutes  les  projections  E',  E^',  E"\  etc. ,  passeront  par  les 
point  (]f  et  r ,  et  auront  en  ces  points  pour  tangentes  communes  les  droites  9  et  9\ 
car  ces  droites  6  et  0'  peuvent  être  considérées  comme  les  traces  horizontales  de 
deux  plans  verticaux  T  et  T' tangents  au  cône  £ ,  le  premier  suivant  la  génératrice 
droite  sq^  et  le  second  suivant  la  génératrice  sr. 

Gela  posé  : 

Si  l'on  mène  par  le  sommet  s  un  plan  sécant  et  vertical  Y ,  coupant  le  cône  S 
suivant  une  génératrice  G  ayant  pour  trace  horizontale  le  point  m  de  la  base  E  du 
cône  S  et  pour  projection  G*  la  droite  s*m  {Jig.  221  6t«),  cette  droite  G  sera  coupée 

(*)  Puisqu'elle  est  la  section  d'un  cône  de  révolution  par  un  plan. 
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par  les  plans  X',  X\  X"\  etc.  »  en  des  points  qui  se  projetteront  en  les  points  m\ 
m'\  m'" y  etc« ,  en  lesqnds  les  sections  coniques  E',  E^,  E^',  etc. ,  sont  coupées  par 
la  droite  ^m.  Et  dès  lors ,  il  est  évident  que  les  tangentes  mpj  wlp,  wfp,  etc. ,  me- 
nées aux  points  m,  m\  wl^j  etc. ,  des  courbes  E,  E',  E^,  etc. ,  iront  se  couper  en  un 
point  p  situé  sur  la  droite  qr  prolongée,  car  ces  tangentes  ne  seront  autres  que 
les  projections  horizontales  des  intersections  des  plans  X^X^'^^X^,  etc. ,  avec  le  plan 
tangent  mené  au  cône  £  par  la  génératrice  6* 

D'après  ce  qui  précède ,  il  est  évident  que  si  Ton  mène  une  droite  arbitraire 
coupant  la  courbe  Ë  aux  points  x  et  y  et  la  droite  qr  prolongée  au  point  /,  et  si  Ton 
mène  les  droites  ^o:  et  s^y  coupant  les  courbes  E',  E'^,  E^,  etc. ,  aux  points  txf, 
j!\  etc. ,  et  }i^yl\  etc.,  les  droites  3!tf\x"y"^  etc. ,  étant  prolongées  passeront  toutes 
par  le  point  /. 

346  ter.  Concevons  une  section  conique  E  (ellipse ,  f^rabole  ou  hyperbole)  et 
deux  tangentes  T  et  T'  à  cette  courbe ,  ces  deux  tangentes  se  coupant  en  un  point 
«*  et  touchant  la  courbe  £  la  première  T  au  point  i  et  la  seconde  T'  au  point  t!. 

Menons  une  droite  R  arbitraire  et  tangente  à  B  en  un  point  m. 

Gela  posé  : 

Concevons  une  série  de  sections  coniques  E^,  E'^*,  E'^'^ ,  etc. ,  tangente  à  R  au 
point  m  et  ayant  pour  tangentes  les  droites  T  et  T'.  Je  dis  que  si  Ton  mène  par  le 
point  ^  une  droite  K  coupant  les  courbes E^E'^E''^,  etc.,  en  les  points  e,  e,  et 
e',  e\  et  e%  é\ ,  etc. ,  les  tangentes  à  Ë  en  les  points  e  et  e, 

E'*        —        e'ete', 

etc. ,     —  etc. , 

iront  toutes  concourir  en  un  même  point  p  situé  sur  la  droite  R  qui  est  une 
tangente  commune  et  en  le  point  commun  m  aux  diverses  sections  coniques  E ,  E'^, 
Ë''\  £///A^  Qt(^^  ^quî  pourront  éire  indistinctement  des  ellipses ,  des  paraboles ,  et 
des  hyperboles) . 

Et  en  effet  : 

La  courbe  E  pourra  être  considérée  comme  la  base  ou  trace  horizontale  d'im 
c6ne  S  ayant  pour  sommet  dans  Tespace  an  point  «  ayant  ^  pour  prqjectioB  ho  - 
rizontale  ;  les  tangentes  T  et  T'  pourront  être  considérées  comme  les  traces  if^  et 
H^'  de  deux  plans  verticaux  0  et  Ql  tangents  au  cône  £  suivant  les  génératrices 
droites  ^  et  ^';  la  droiie  R  pourra  être  considérée  comme  la  trace  boriaontale 
W,W\W\  etc.,  dune  série  de  plans  X,  X%  X",  etc.,  coupant  te  cône  ïrespec- 
tivement  suivant  des  aeclions  coniques  E',  E^',  B'^  etc. ,  ayant  povr  projection 
horizontale  les  courbes  E'^,  Ë^'^,  Ë''^^,  etc. ,  qui  devront  évidemment  satisfiiire  aux 
conditions  suivantes ,  savoir  :  passer  tootes  par  te  point  m  ;  avoir  toutes  en  ce 
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point  m ,  la  droite  R  pour  taogefite  ;  et  être  tangentes  aux  droites  T  on  He ,  T  ou 
H^'.  La  droite  E  peut  être  considérée  comme  la  projection  horizontale  6^  et  6,^  de 
deux  génératrices  droites  G  et  6.  du  cône  2;  dès  lors  la  propriété  énoncée  d» 
dessus  n'est  qu'une  conséquence  de  la  construction  connue  et  employée  lorsqu'il 
s'agit  de  mener  la  tangente  en  un  point  d'une  section  faite  dans  un  cône  par  un 
plan. 

Par  la  même  raison ,  si  par  le  point  s''  on  mène  deux  droites  Y  et  Y,  coupant  les 
courbes  E^  E'^,  B'^^,  etc. ,  savoir  :  Y  la  courbe  E  en  les  points  y  ^  x 

Y,  —  y.  et^, 

Y  la  courbe  E'^  en  les  points  y^  et  acf 
Y,  -  1,/eta^/ 

etc. ,  —  etc. , 

les  cordes  yy^ ,  xx^  et  j'y/,  ^a?/»  etc. ,  étant  prolongées  iront  concourir  en  un 
point  q  de  la  droite  R. 

346  quater.  Concevons  une  section  conique  E  (ellipse,  parabole  ou  hyperbole) , 
deux  tangentes  T  et  T'  à  cette  courbe  et  en  les  points  teiif;  menons  une  droite 
R  coupant  E  en  les  points  r  et  r'  ;  traçons  une  série  de  sections  coniques  E'*,  E"*, 
E"^,  etc.  (ellipses,  paraboles  et  hyperboles) ,  passant  par  les  points  r  et  /  et  tan- 
gentes aux  droites  T  et  T'  ;  je  dis  :  4  '  si  par  le  point  s*"  en  lequel  se  coupent  les 
droites  T  et  T'  on  mène  une  droite  Y  coupant  les  courbes  E'*,  E"*,  E'"*,  etc. ,  en  les 
points  y'  et  a/,  y''  et  a/',  y'"  et  x'^\  etc. ,  les  tangentes  en  ces  divers  points  aux 
courbes  sur  lesquelles  ils  sont  situés ,  iront  concourir  en  un  même  point  p  situé  sur 
la  droite  R,  et  2**  si  par  le  point  «*  on  mène  deux  droites  Y  et  Y,  coupant  les  courbes 
E'\E"\E'''\  etc.,  en  les  points  y',  a/  et  y\ ,  x/;  y",  a;"  et  y'\,  x\;  y'\  txl"  et 
i\,3é\\  les  cordes  yY,,  a;V.;  yV,j  a;V,  ;  y'Y',j  a;V,  ;  etc.,  iront  (étant 
prolongées)  concourir  en  un  point  q  situé  sur  la  droite  R,  ce  qui  est  évident  d'après 
ce  qui  a  été  dit  (n*  346  ter.). 

ComiTucixon  d^une  section  conique  miisfaisant  à  certaines  conditions. 

347.  Pour  construire  une  section  conique  {fig.  222)  tangente  à  deux  droites 
données  A  et  B  en  les  points  a  et  6  et  passant  par  un  point  m  compris  dans  l'angle 
des  parties  des  droites  Â  et  B  qui  contiennent  les  points  de  contact ,  nous  la  con- 
sidérerons comme  la  trace  horizontale  d'une  surface  conique  ayant  pour  directrice 
un  cercle  C  construit  sur  ab  comme  diamètre  et  situé  dans  un  plan  vertical ,  A  et 
B  étant  les  traces  horizontales  de  deux  plans  verticaux  tangents  à  cette  surface , 
de  sorte  que  la  projection  horizontale  du  sommet  est  en  ^.  La  génératrice  G  de 
cette  surface  conique  passant  par  le  point  m,  coupe  le  cercle  G  en  un  point  Xy  dont 
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on  trouve  la  hauteur  au-dessus  du  plan  horizontal  en  rabattant  le  plan  du  cercle 
C  y  d'où  Ton  déduit  x^^^  et  joignant  x^m*'  nous  aurons  la  projection  6'  sur  laquelle 
se  trouve  s''  ;  connaissant  alors  le  sommet  $  et  la  directrice  G  de  la  surface  conique 
il  sera  facile  d'en  construire  autant  de  génératrices  droites  que  Ton  voudra  et 
d'avoir  les  traces  horizontales  de  toutes  ces  génératrices  ;  et  ces  traces  seront 
autant  de  points  de  la  section  conique  demandée  qui  pourra  être  Tune  des  trois 
sections  coniques. 

Si  les  droites  A  et  B  (fig.  223)  sont  parallèles ,  le  point  «*  est  transporté  à  Fin- 
fiiii ,  dès  lors  le  cône  est  transformé  en  un  cylindre ,  et  G^  est  parallèle  aux  droites 
données  A  et  B;  du  reste  les  constructions  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  précé- 
dent ,  mais  dans  le  cas  actuel  la  courbe  est  nécessairement  une  ellipse.  Lorsque  le 
point  m  est  hors  de  l'angle  désigné,  on  peut  remplacer  le  cercle  G  par  une  hyper- 
bole équilatère  dont  ab  sera  l'axe  transverse  ;  car  dans  ce  cas  la  section  conique 
demandée  est  nécessairement  une  hyperbole. 

348.  On  déduit  de  là  le  moyen  de  décrire  une  ellipse  sur  deux  diamètres  conju- 
gués y  ab  et  mn  (fig.  224) ,  car  si  des  extrémités  a  et  ^ ,  du  diamètre  ab,  on  mène  les 
droites  A  et  B  parallèles  à  mn,  ces  droites  seront  tangentes  à  l'ellipse  (n*  313,  T) 
en  a  et  6 ,  on  est  conduit  à  construire  une  ellipse  tangente  en  a  et  6  aux  droites 
parallèles  A  et  B  et  passant  par  le  point  m,  elle  passera  nécessairement  par  l'autre 
point  n  (*). 


CHAPITRE  VII. 


INTERSECTIONS  DES  SURFACES  ENTRE  ELLES. 


Lorsque  l'on  a  deux  surfaces  1  et  2',  et  que  l'on  veut  construire  leur  inter- 
section J,  on  doit  examiner  si,  en  vertu  des  lignes  tracées  sur  les  plans  de  pro- 
jection et  qui  suffisent  pour  définir  les  deux  surfaces,  en  ce  sens  que  l'on  peut 


C*)  Voyez  dans  l'ouvrage  qui  a  pour  titre  :  Développements  de  géométrie  descriptive^  cbapilre  V, 
page  289  et  suivantes,  ce  qui  est  relatif  à  la  construction  d'une  section  conique  donnée  par  cinq 
coaditicns  (points  et  tangentes). 
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toujours  construire  les  projections  d'un  point  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre 
des  surfaces  données,  en  ne  s'appuyant  que  sur  les  lignes  tracées  et  sur  le  mode 
de  génération  indiqué  pour  chacune  des  surfaces;  il  faut  examiner,  dis-je,  si 
Ton  peut  immédiatement  construire  les  projections  des  points  appartenant  à  la 
ligne  J. 

La  chose  peut  être  faisable  dans  quelques  cas ,  mais ,  en  général ,  on  ne  peut 
pas  déterminer  immédiatement  les  points  de  la  ligne  J;  dès  lors  on  est  obligé 
d'employer  une  série  de  surfaces  auxiliaires  X,  X',  X'^  etc.,  et  de  la  manière 
suivante  : 

La  surface  X  coupe  la  surface  S  suivant  une  ligne  C,  et  la  surface  £'  suivant 
une  ligne  Cy  et  les  deux  lignes  G  et  C  se  coupent  en  un  point  m  appartenant  à  la 
ligne  J.  Or,  les  ligues  G  et  C'  sont  connues  parce  que  Ton  connaît  leurs  projec- 
tions G''  et  G^,  G'"  et  G'^,  et  comme  les  courbes  G  et  G'  sont  sur  une  môme  sur* 
face  X ,  si  elles  se  coupent  en  un  point  m ,  les  projections  m*  et  m!"  de  ce  point 
seront  les  points  d'intersection  4es  courbes  C*  et  G'",  G*  et  G'*. 

Ainsi  donc,  ayant  construit  les  courbes  G%G*  et  G'%G'*,  si  le  point  en  leqdel 
G*  et  G^'  se  coupent  ne  se  trouve  pas  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre  avec  le  point  en  lequel  G*  et  G'*  se  coupent,  les  courbes  G  et  G'  de  l'es- 
pace ne  se  couperont  pas,  et  l'on  reconnaîtra  que  la  surface  auxiliaire  X  ne  coupe 
pas,  en  la  position  qu'on  lui  a  donnée  par  rapport  aux  surfaces  S  et  H^  la  ligne 
d'intersection  cherchée  J. 

Ensuite ,  en  supposant  que  la  surface  auxiliaire  X  coupe  la  courbe  J ,  il  faudra 
que  cette  surface  X  soit  choisie,  et  quant  à  sa  nature  géométrique,  et  quant  à  sa 
position  par  rapport  aux  surfaces  données  £  et  £',  de  telle  sorte  que  la  construc- 
tion des  courbes  G  et  G'  soit  immédiatement  possible.  G'est  ainsi  que ,  pour  deux 
plans  dont  les  traces  horizontales  et  les  traces  verticales  se  coupent ,  on  obtient 
immédiatement  les  projections  de  la  droite  J  d'intersection  ;  mais  si  les  traces  de 
ces  plans  ne  se  coupent  pas ,  on  ne  peut  plus  obtenir  immédiatement  les  projec- 
tions de  la  droite  J.  Il  faut  recourir  aux  surfaces  auxiliaires,  et  il  est  évident  que 
l'on  doit  choisir  des  plans,  et  ensuite  il  faut  diriger  ces  plans  de  manière  à  ce  que 
leurs  traces  coupent  les  traces  des  plans  donnés,  pour  pouvoir  immédiatement 
construire  les  intersections  G  et  G'  de  chacun  des  plans  donnés  avec  chacun  des 
plans  auxiliaires. 

Suivant  la  nature  géométrique  et  le  mode  de  génération  des  surfaces  données 
1  et  £',  on  devra  réfléchir  au  choix  à  faire  pour  les  surfaces  auxiliaires  à  em* 
ployer  et  à  la  direction  à  leur  donner  dans  l'espace  par  rapport  aux  positions 
qu'aRectent  dans  l'espace  les  surfaces  S  et  S',  et  cela  par  rapport  aux  deux  plans 
de  projection  auxquels  ces  surfaces  S  et  £'  se  trouvent  rapportées. 

V  FAETIB.  19 
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Les  sQrfoces  dont  on  devra  chercher  rintersection  sont  ordinaireiBent  des  sur*^ 
faces  coniques  et  cylindriques,  et  des  surfaces  de  réYolutioii.  On  a  souvent  encere 
à  combiner  entre  elles  des  surfaces  développables  et  gauches,  et  aussi  à  les  ooa«- 
biner  avec  les  surfaces  coniques,  cylindriques  et  de  révolution  :  or,  comine  les 
surfaces  développables  et  gauches  sont  des  surfaces  réglées ,  on  voit  de  suite  ^e 
les  premiers  problèmes  à  se  proposer  sont  ceux  où  il  s'agit  de  construire  les  points 
de  rencontre  on  d'intersection  d'une  droite  avec  des  surfaces  coniques,  cylni- 
driqoes  et  de  révolution. 

De  C intersection  des  surfaces  coniques  et  cylindriques. 

349.  Problèmb  4.  Trouver  les  génératrices  parallétes  de  deux  surfaces  ctmi^iÊes. 
Nommons  s  et  s^  ]g8  sommets ,  B  et  BMes  bases  des  deux  surfaces  coniques  (ces 
bases  étant  sur  le  plan  horizontal  de  {Nrojection ,  et  dès  lors  n'étant  autres  que  les 
traces  horizontales  des  deux  surfaces  coniques). 

Il  est  évident  que  si  Ton  fait  mouvoir  la  surface  conique  {s\  B^  parallèlement 
à  elle-même,  son  sommet  parcourant  la  droite  s's  jusqu'à  ce  que  ce  sofivnel 
coïncide  avec  le  sommet  s  de  la  surface  (s,B),  les  génératrices  parallèles,  s'il 
en  existe,  se  superposeront,  et  elles  seront  données  par  les  points  d'intersectioii 
des  bases  B  et  B''.  La  base  B''  de  la  surface  conique  («',6'),  après  ce  transport, 
sera  semblable  à  la  base  B'  (n*  262) ,  et  se  construira  facilement  au  moyen  de  la 
nouvelle  position  d'une  génératrice  quelconque  (n""  263,  2"");  d'ailleurs,  on  sait 
que  le  pôle  de  similitude  des  courbes  B'^  et  B'  n'est  autre  que  la  trace  horizontale 
de  la  droite  ss\ 

350.  Si  l'on  demandait  la  génératrice  du  cône  («,  B)  parallèle  à  celles  d'un 
cylindre,  il  suffirait  de  noener  par  le  sonunet  s  une  parallèle  D  aux  génératrices 
du  cylindre;  si  la  droite  D  rencontrait  la  directrice  B,  ce  serait  la  génératrice 
demandée;  si  elle  ne  rencontre  pas  cette  directrice,  c'est  une  preuve  qu'il 
n'existe  pas  sur  la  surface  conique  de  génératrice  parallèle  à  cdies  de  la  surface 
cylindrique. 

351 .  PaOBLÈifE  2.  Trouver  le  point  de  rencontre  dune  drmie  D  et  dune  smjace 
conique  ou  cylindrique.  Dans  le  cas  d'une  surface  conique,  il  suffit  évidemment 
de  conduire  un  plan  P  par  la  droite  D  et  le  sommet  du  cône  ;  ce  plan  ne  peut 
couper  la  surface  que  suivant  des  génératrices  droites;  les  points  d'intersecticm 
de  ces  génératrices  et  de  la  droite  D  donnée  sont  les  points  cherchés.  Si  le 
plan  P  est,  par  hasard,  tangent  au  cône,  la  droite  D  est  aussi  tangente  an 
cône  ;  et  si  le  plan  P  n'a  de  commun  avec  la  surface  conique  que  le  somnet  de 
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cette  surface  9  la  droite  D  ne  rencontre  pas  la  surface  conique ,  à  moins  qu'elle 
ne  passe  par  le  sommet  de  cette  surface.  Dans  le  cas  de  la  surface  cylindrique , 
on  fera  passer  par  la  droite  D  un  plan  P  parallèle  aux  génératrices  droites  du 
cylindre^  Ce  plan  P  coupera  la  surface  suivant  des  gâaératrices  droites  dont  les 
rencontres  avec  la  droite  donnée  D  sont  les  points  demandés.  La  droite  D  peut 
aussi  être  tangente  ou  sécante  à  la  surface  cylindrique,  ou  ne  pas  rencontrer 
cette  surface. 

352.  Problème  3.  Tramer  Cinierseciion  de  deux  surfaces  coniques.  Si  les  sur- 
faces coniques  avaient  même  sommet,  elles  ne  pourraient  se  couper  que  suivant 
une  ou  plusieurs  génératrices  droites ,  que  Ton  obtiendrait  en  coupant  les  sur- 
faces par  un  plan,  et  joignant  les  points  communs  aux  deux  sections  planes 
'^considérées  comme  bases  des  cônes)  avec  le  sommet.  Mais  si  les  surfaces  n'ont 
pas  même  sommet,  les  intersections  sont  des  courbes,  généralemait  à  double 
courbure,  et  qu'on  ne  peut  construire  que  par  points;  il  est  évident  que  des 
plans  sécants ,  arbitrairement  menés  au  travers  des  deux  surfaces ,  comme  nous 
venons  de  l'indiquer,  feraient  connattre  chacun  un  certain  nombre  de  points 
de  l'intersection;  mais  les  courbes  de  section  des  cônes  par  ces  plaœ  auxi^ 
iiaires  sont  en  général  difficiles  à  construire,  et  d'ailleurs  la  méthode  qu'eUoB 
exigent  pour  leur  construction  ou  la  recherche  de  leurs  points  peut  s'appli^* 
quer  directement  à  la  détermination  de  l'intersection  des  deux  cônes  donnés. 

En  effet ,  il  suffit  de  remarquer  que ,  par  chaque  point  de  l'intersection  C  des 
deux  cônes  donnés  A  et  A',  il  passe  une  génératrice  droite  de  chacune  de  ces 
deux  surfaces  A  et  A',  et  que  ces  génératrices  sont  situées  dans  un  même  plan 
passant  à  la  fois  par  les  sommets  des  deux  surfaces  coniques  données  ;  donc  il 
faudra  mener  une  série  de  plans  par  les  sommets  des  deux  surfaces ,  ou  par  la 
droite  qui  les  unit ,  chacun  d'eux  coupera  les  surfaces  coniques  A  et  A',  suivant 
une  ou  plusieurs  génératrices  droites  dont  les  intersections  fourniront  des  points 
de  la  courbe  C  cherchée. 

352  6».  Si  l'on  donne  une  surface  conique  et  une  surface  cylindrique,  ce 
procédé  se  réduit  à  mener  par  le  sommet  de  la  surface  conique  une  parallèle 
aux  génératrices  droites  du  cylindre,  et  par  cette  droite  une  série  de  plans 
auxiliaires. 

352  ier.  Si  enfin  l'on  donne  deux  surfaces  cylindriques ,  ce  même  procédé  con- 
siste à  mener  une  série  de  plans  auxiliaires  parallèles  aux  génératrices  droites  des 
deux  surfaces  cylindriques  données. 
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Des  formes  diverses  et  générales  que  peut  offrir  ta  courbe-intersection. 

363.  Le  procédé  fort  simple,  exposé  ci-dessus ,  a  besoin  de  quelques  précau* 
•tions  pour  unir  convenablement  les  points  obtenus;  Ton  doit  aussi  distinguer 
plusieurs  cas  dans  la  disposition  relative  des  deux  surfaces.  Soient  :  1'  B  et  B' 
{fig.  225)  les  bases  ou  traces  horizontales  des  deux  surfaces  coniques  et  a  la 
trace  horizontale  de  la  droite  qui  unit  leurs  sommets  s  et  s'j  les  traces  horizontales 
des  plans  auxiliaires  doivent  toutes  passer  par  ce  point  a  et  rencontrer  les  bases 
B  et  B'  des  surfaces  coniques  ;  d'après  cela  il  est  évident  que  les  traces  H""  et  H^  se* 
Tont  les  limites  des  traces  horizontales  des  plans  auxiliaires  que  Ton  peut  em* 
ployer.  Dans  le  cas  de  cette  figure  225 ,  la  courbe  d'intersection  porte  le  nom  de 
courbe  d'arrachement.  Pour  la  construire ,  supposons  que  Ton  commence  par  l'un 
des  plans  limites  Y  ;  il  touche  le  cône  {s\  B')  suivant  une  génératrice  droite  et 
coupe  le  cône  {sj  B)  suivant  deux  génératrices  droites  ;  on  aura  donc  deux  points 
de  rintersection  G  des  deux  cônes  donnés ,  mais  comme  ces  deux  points  n'appar- 
tiennent pas  à  deux  génératrices  droites  voisines ,  je  n'en  considère  d'abord 
qu*un  y  je  combine  ainsi  les  deux  génératrices  notées  1 ,  et  j'obtiens  un  premier 
point  que  je  numérote  1 .  Prenant  ensuite  un  plan  Z'  qui  coupe  les  deux  surfaces 
coniques  suivant  deux  génératrices  droites ,  je  ne  considère  sur  le  cône  (s,  B)  que 
celle  voisine  de  1 ,  et  je  la  combine  avec  une  seule  des  deux  génératrices  du 
cône  B%  j'obtiens  ainsi  un  second  point  numéroté  2.  Continuant  ainsi  en  prenant 
des  plans  de  plus  en  plus  éloignés  de  Y,  je  parviendrai  au  second  plan  limite  X , 
qui  me  donnera  les  génératrices  4  à  l'aide  desquelles  j'obtiens  un  point  que  je 
marque  4.  A  la  suite  de  la  génératrice  4  du  cône  («,B) ,  en  tournant  toujours  dans 
le  môme  sens ,  je  trouve  la  génératrice  5 ,  qui  est  la  seconde  génératrice  située 
dans  le  plan  Z,  il  faut  de  nouveau  la  combiner  avec  la  génératrice  3  ou  S  voi* 
sine  de  4  dans  le  cône  B',  et  j'obtiens  ainsi  un  point  5 ,  et  ainsi  de  suite,  en  pre- 
nant successivement  les  génératrices  dans  l'ordre  des  numéros ,  jusqu'à  ce  qu'on 
revienne  sur  les  deux  génératrices  1.  Les  points  ainsi  "^obtenus  portent  les  mômes 
numéros  qui  indiquent  les  génératrices  qui  les  fournissent  et  on  les  unit  ensuite 
par  un  trait  continu  dans  l'ordre  des  numéros. 

2*  Il  peut  arriver  que  les  traces  des  plans  limites  soient  tangentes  à  la  même 
base  B  et  sécantes  à  l'autre  base  B'  {Jig.  226) ,  dans  ce  cas  on  dit  qu'il  y  a  péné- 
tration. L'intersection  se  compose  de  deux  courbes  distinctes  qu'on  nomme ,  l'une 
courbe  (Centrée  ^  l'autre  courbe  de  sortie.  Les  numéros  placés  aux  pieds  des  géné- 
ratrices montrent  dans  quel  ordre  les  points  doivent  être  obtenus  et  numérotés 
pour  tracer  ensuite  les  projections  de  la  courbe  d'intersection  avec  exactitude, 
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en  remarqaant  que  les  nnméros  sans  accent  dans  chaque  base  sont  les  traces  hori- 
zontales des  génératrices  dont  les  intersections  fournissent  Tune  des  courbes  on 
branche  d'entrée  ou  de  sortie^  et  que  les  numéros  accentués  sont  les  traces  hori- 
zontales des  génératrices  qui  fournissent  Tautre  branche  de  la  courbe  d'intersec- 
tion,  branche  de  sortie  ou  d'entrée. 

3*"  L'une  des  traces  limites  peut  être  tangente  à  la  fois  aux  deux  bases  {fig.  %%1\ 
alors  rintersection  présente  un  nœud  au  point  d'intersection  des  génératrices 
droites  situées  sur  ce  plan  tangent  commun.  En  effet ,  on  obtient  deux  fois  ce 
point  en  combinant  les  génératrices  dans  Tordre  3,  i,  5  et  dans  l'ordre  9,  10, 14 , 
ce  qui  donne  évidemment  dans  les  deux  cas  des  points  voisins  du  point  commun 
et  différents  entre  eux.  Ce  cas  donne  encore  une  courbe  à' arrachement  ;  mais 
offirant  un  point  multiple. 

4*  Enfin ,  les  plans  limites  peuvent  être  l'un  et  l'autre  tangents  à  la  fois  aux 
deux  surfaces  coniques  {fig.  2SS8),  l'intersection  se  compose  alors  de  deux  courbes 
ou  branches  qui  se  croisent  aux  deux  points  d'intersection  des  génératrices  droites 
situées  sur  ces  plans  tangents  communs.  On  peut  vérifier  la  position  des  points 
comme  il  a  été  dit  précédemment.  Dans  ce  cas,  après  avoir  fait  le  tour  complet 
des  bases  B  et  B',  on  revient  sur  les  génératrices  1,  et  l'on  n'a  encore  combiné 
que  les  deux  génératrices  4  ou  3  ensemble,  il  faut  aussi  combiner  la  génératrice 
1  avec  3 ,  ce  qui  conduit  à  faire  le  tour  dans  le  sens  des  numéros  accentués.  Ce 
cas  présente  une  courbe  de  pénétration ,  mais  dont  les  deux  branches  se  croisent 
en  deux  points.  Il  n'est  pas  inutile  de  faire  remarquer  que  les  projections  des 
courbes  d'intersection  peuvent  avoir  des  nœuds ,  sans  qu'il  en  résulte  que  les 
courbes  dans  l'espace  en  aient;  nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  nœuds  que  les 
projections  d'une  courbe  de  l'espace  peuvent  présenter. 

354.  L'intersection  d'une  surface  conique  avec  une  surface  cylindrique  présente 
exactement  les  mêmes  circonstances  :  les  figures  restent  les  mêmes ,  le  point  a 
représentant  alors  la  trace  horizontale  de  la  droite  menée  par  le  sommet  du  cône 
parallèlement  aux  génératrices  droites  du  cylindre. 

354  bis.  Le  cas  des  deux  surfaces  cylindriques  offre  aussi  les  mêmes  circon-* 
stances ,  mais  alors  les  traces  horizontales  des  plans  sécants  sont  parallèles  à  celle 
d'un  plan  mené  par  deux  droites  respectivement  parallèles  aux  génératrices  droites 
de  chacun  des  deux  cylindres  :  le  point  a  est  alors  transporté  à  une  distance 
infinie. 

355.  Pour  avoir  la  tangente  en  un  point  de  l'intersection ,  il  suffit  de  remarquer 
qu'elle  est  à  la  fois  dans  le  plan  tangent,  mené  à  chacune  des  deux  surfaces,  par 
le  point  considéré  ;  elle  est  donc  l'intersection  de  ces  deux  plans  que  nous  avons 
appris  à  construire  (chap.  2). 
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356.  Pour  reconnaître  ia  mture  (les  sections  planes  d'une  sQifaœ  conique 
(ri*  284),  nous  avons  mené  par  le  sommet  de  ce  cône  un  plan  parallèle  au  plam 
sécant ,  ce  qui  revenait  évidennnent  à  transporter  le  plan  sécant  parallèlement  à 
lui-même  jusqu'à  ce  qu'il  passftt  par  le  sommet  de  la  surface  conique  proposée ,  €l 
nous  avons  ainsi  reconnu  que  les  courbes  dlntersectton  peuvent  être  de  trow 
-espèces  : 

T*  Courbes  fermées  on  elliptiques  ; 

2"*  Courbes  à  branche  infinie  sans  asyniploie^  ou  courbes  ^paraboliques  ; 

'S""  Courbes  à  branche  infinie  avec  asymptote ,  ou  courbes  hyperboliques. 

Delix  surfaces  coniques  peuvent  aussi  se  couper  suivant  des  courbes  de  Tune 
de  ces  trois  espèces ,  ou  qui  peuvent  participer  à  la  fois  des  unes  et  des  autres.  Pour 
reconnaître  la  nature  de  Tintersection ,  nous  transporterons  Tune  des  surfaces 
coniques  parallèlement  à  elle-même,  jusqu'à  ce  que  son  sommet  coïncide  avec  le 
sommet  de  l'autre  surface  (*)  :  1*  si ,  dans  cette  position ,  les  deux  surfaces  (leurs 
l)ases  étant  des  courbes  fermées)  n'ont  aucune  génératrice  commune ,  elles  se  coti- 
peront  suivant  une  courbe  fermée ,  car  alors  les  surfaces  coniques  proposées  n'ont 
pas  de  génératrices  parallèles ,  donc  l'intersection  n'aura  pas  de  point  situé  à  Tin" 
fini  ;  l'intersection  est  alors  dite  elliptique  ;  ^  si  les  deux  surfaces  ayant  même 
sommet  ont  une  génératrice  droite  de  contact  et  par  cofiséquent  un  plan  tangeM 
'commun ,  les  surfaces  proposées  ont  deux  plans  tangents  parallèles  menés  le  long 
de  génératrices  droites  qui  elles-^mes  sont  parallèles,  et  par  conséquent  l'inter- 
section a  une  branche  infinie  sans  asymptote ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  Tîntersec- 
tion  est  parabolique  ;  3*  si  les  deux  surfaces  ayant  même  sommet  ont  une  généra- 
trice droite  d'intersection ,  les  surfaces  proposées  ont  deux  génératrices  droites 
parallèles  entre  elles  et  auxquelles  correspondent  des  plans  tangents  qui  se  coupent, 
IHntersection  des  deux  surfaces  a  une  branche  infinie  avec  asymptote  (**)  qui  est 
4ite  hyperbolique;  4""  les  deux  suifaces  coniques  ayant  même  sommet  peuvent 
arsroir  à  la  fois  des  génératrices  droites  de  contact  «t  des  génératrices  droites  d'iti*- 
tersection ,  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  coniques  proposées  présentera 
alors  en  même  temps  des  branches  parabMiques  correspondant  chacune  à  ane 
génératrice  droite  de  contact,  et  des  branches  hyperboliques  correspondant  diacane 
à  une  généï'atrice  droite  d'intersection. 

(*)  Il  faut  bien  remarquer  que,  pour  reconnaître  les  formes  divei'scs  que  rinterseclion  de  deux 
cônes  peut  présenter,  nous  employons  le  môme  moyen  que  celui  employé  lorsque  nous  avoAs  voulu 
recoimaltre  les  formes  diverses  de  la  section  faite  dans  un  cône  par  un  plan,  et  cela  dort  être  puis- 
qu'in  plan  peut  être  rigooreusemeat  coKiAéré  comme  une  surface  conique. 

(**)  Voyez  dans  le  cb^^itre  VII  de  Touvragequi  a  pour  titre  :  Développements  deçéométrie  descrip- 
tive ,  ce  qui  est  relatif  à  la  manière  d*ètre  de  la  courbe ,  intersection  de  deux  cônes ,  par  rapport  à  son 
asymptote. 
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356  biê.  CêMÊrucikm  de  la  tangente  en  tm  point  4e  la  courbe^mierseclion  4e  dewti 
e§Undre$ ,  d'un  cylindre  et  d'un  cône ,  de  deux  canes.  Désignant  par  B  et  B'  les  bases 
ou  traces  horizontales  des  deux  sarfaces ,  et  par  x  le  point  de  la  courbe  d'interseç- 
tioa  C|  à  laquelle  on  veut  construire  la  tangente ,  il  suiEia  de  mener  par  le  poiat  x 
deux  droites,  Tune  génératrice  de  la  première  snrfoca  et  perçant  sa  base  B  au  point 
b-^  l'autre  génératrice  de  la  seconde  surface^  et  perçant  sa  base  B'  au  point  b\et 
de  construire  en  b  une  tangente  à  la  courbe  B  ^  laquelle  portera  le  symbole  H^ 
Gomma  trace  horizontale  du  plan  &  tangenJt  en  x  à  la  première  suriEsice  „  et  en  b'  une 
tangenie  à  la  courbe  B\  laqveUe  portera  le  syn^ole  H^^  comme  trace  horizontale 
du  plan  @'  tangent  en  x  à  la  seconde  surface.  Les  droites  H^  et  H^'  se  couperont 
ei  un  point  I,  qui  sera  la  trace  horizontale  de  la  tangente  T  demandée ,  laquelle 
sera  Tintersection  des  dem  plans  0  et  0\ 

Il  est  facile  de  voir  que  lorsque  le  plaa  auxiliaire  touche  la  première  surface 
suivant  une  génératrice  G  et  coupe  la  seconde  surface  suivant  diverses  génératrices 
Ky  K^  K"^  etc.  y  il  est  facile  de  voir ,  dis-je ,  cpie  ces  droites  K,  K',  K'',  etc« ,  sont  tan* 
gentes  à  la  courbe  d'intersection  G  des  deux  surfaces  ea  les  points  a,  a^  a"^  etc. ,  en 
lesquels  la  droite  G  est  coupée  par  les  droites  K,  K',  K'^,  etc.  ;  mais  lorsqu'un  plan 
auxiliaire  est  tangent  en  même  temps  à  la  première  et  à  la  seconde  surface ,  suivant 
les  génératrices  respectives  G  et  K,  lesq.uelle6  se  coupent  en  un  point  a,  qui  ap* 
partient  à  la  courbe  d'intersection  G  des  deux  surfaces,  et  qui  est  tel ,  ce  point  a, 
^ue  deux  branches  de  la  courbe  G  s'y  croisent ,,  ce  que  l'on  exprime  en  disant  que 
la  courbe  G  a  en  ce  point  a  un  point  multiple  y  alors  les  méthodes  ordinaires  de  la 
géométrie  descriptive  sont  en  défaut  pour  la  construction  des  tangentes  au  point  a^ 
puisque,  dans  ce  cas,  le. plan  auxiliaire  étant  à  la  fois  tangent  à  l'une  et  à  l'autre 
surface ,  les  deux  plans  tangents  qui ,  menés  au  point  a ,  devraient  donnar  par  leur 
intersection  la  tangente  demandée,,  se  confondent  en  un  seul  plan.  La  solution  de 
eette  question  exige  des  connaissances  plus  avancées  en  géométrie  de  l'espace ,  on 
ne  peut  la  résoudre  que  par  la  considération  des  surfaces  osculatrices  (^). 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  lorsque  nous  disons  que  la  méthode  ordinaire 
est  en  défaut,  nous  employons  une  expression  adoptée,  qui  veut  dire  que  la  mér 
tfcode  ne  peut  s'appliquer  à  œ  cas  particulier  ;,  car ,  en  vertu  de  la  particularité  de 
œ  point ,  la  géométrie  n'est  point  en  défaut.  H  ne  se  passe  pour  ce  point  que  ce  qui 
doit  être  en  effet  :  au  lieu  d'une  tangente  en  ee  point,  il  en  existe  deux ,  et  à^\xx 
plans  ne  peuvent  déterminer  deux  droites  distinctes;  ces  deux  plans  doivent  donc 

(*)  Koyes  à  C6  sujet  dans  Touvraga  qui  a  pour  titre  :  Complément  de  géométrie  de$criptm ,  le  mé- 
moire qui  a  pour  titre  :  Construire  la  tangente  en  un  point  dCune  courbe  donnée  par  son  tracé  et  dont 
on  ignore C équation;  mémoire  que  i*ai  publié  pour  la  première  fois  dans  le  21*  cahier  du  Journal  de 
l^ole  polytechnique. 


—  152  — 

86  confondre,  puisque  Ton  et  l'autre  de  ces  plans  tangents  doit  contenir  les  deux: 
tangentes  qui  existent  pour  ce  point  particulier,  auquel  on  a  donné  le  nom  de 
p#int  multiple. 

357.  Deux  surfaces  coniques  qui  ont  pour  base  commune  une  section  conique  se  cou^ 
pent  suivant  une  seconde  courbe  plane.  En  effet,  soit  E  (Jig.  229)  la  base  commune 
des  deux  surfaces  coniques  ayant  leurs  sommets  en  «  et  s\  la  droite  D  des  som- 
mets perçant  le  plan  horizontal  au  plan  a ,  les  tangentes  H'  et  H'^,  menées  de  ce 
point  a  à  la  courbe  E ,  seront  les  traces  des  plans  tangents  communs  aux  deux 
surfaces ,  et  la  droite  A  qui  unit  les  points  de  contact  p  et  p'  est  la  polaire  conju- 
guée du  pôle  a  (n*  330).  Si  Ton  conduit  par  la  droite  D  un  plan  sécant  quel- 
conque R  j  il  coupera  les  surfaces  coniques  suivant  des  génératrices  droites  G  et  G' 
qui  se  croisent  en  un  point  x  de  la  seconde  courbe  d'intersection  demandée ,  la 
tangente  à  cette  courbe  au  point  x  est  l'intersection  des  plans  tangents  aux  sur- 
faces coniques  et  menés  le  long  des  génératrices  G  et  G%  mais  les  traces  H*  et  H*'  de 
ces  plans  sont  tangentes  à  la  courbe  E  aux  points  6  et  6^,  et  se  croisent  par  con- 
séquent en  un  point  c  de  la  droite  A  (n""  330) ,  donc  la  tangente  O  rencontre  la 
polaire  A  ;  il  en  serait  de  même  des  tangentes  en  tous  les  autres  points  de  la  courbe 
cherchée ,  donc  toutes  ces  tangentes  forment  une  surface  plane  ;  car  si  Ton  consi-- 
dère  les  points  successifs  Xj  x^jx'^j  x^"...  de  la  courbe,  et  les  tangentes  correspon* 
danles  O,  O',  0'',  &"\..  deux  tangentes  successives  se  coupent ,  et  sont  par  consé- 
quent 'dans  un  même  plan.  Mais  toutes  les  tangentes  rencontrent  la  polaire  A  en 
des  points  différents;  donc  le  plan  de  deux  tangentes  successives  quelconques  con- 
tient cette  droite  tout  entière  ;  donc  le  plan  de  0  et  0'  contient  la  droite  A  ;  le  plan 
de  0^  et  0''  contient  aussi  A ,  ces  deux  plans  ayant  en  commun  0'  et  A  se  con- 
fondent donc  ;  il  en  sera  de  même  de  tous  les  autres  (n*  21 3  bis)  ;  donc  enfin  toutes 
les  tangentes  à  la  seconde  courbe  d'intersection  des  deux  cônes ,  sont  dans  un 
même  plan ,  donc  cette  courbe  est  plane  et  elle  est  par  conséquent  une  section 
conique  (n**  346). 

358.  Cette  seconde  section  conique  passe  évidemment  par  les  points  p  et  V  ;  elle 
aura  donc  avec  la  section  conique  E  la  corde  pp'  commune  ;  donc  deux  sections 
coniques  non  situées  dans  un  même  plan  et  ayant  une  corde  commune,  peuvent 
toujours  être  contenues  ou  enveloppées  par  deux  surfaces  coniques.  Pour  obtenir 
ces  cônes ,  nous  remarquerons  que  si ,  aux  extrémités  p  et  p'  de  la  cordç  commune, 
on  mène  des  tangentes  à  la  section  E ,  elles  vont  se  couper  en  un  point  a ,  les  tan- 
gentes à  la  section  Ë^  se  coupent  en  un  autre  point  a',  ces  deux  points  sont  sur  une 
droite  D,  qui  contient  les  sommets  des  cônes  cherchés;  si  donc,  par  cette  droite, 
on  fait  passer  un  plan  coupant  les  courbes  E  et  E'  aux  points  b  et  b\  x  etxf  j  les 
droites  bx  et  6V  seront  deux  génératrices  droites  de  l'une  des  surfaces  coniques, 
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<loDt  elles  détermineront  le  sommet  s^  les  droites  b'x  et  ba/  seront  deux  génératrices 
droites  de  Tantre  surface  conique ,  et  elles  en  détermineront  le  sommet  s'.  Si  Ton 
prenait  sur  la  droite  D  un  troisième  point  s^  pour  sommet  d'une  surface  conique 
ayant  pour  base  la  même  courbe  E ,  elle  couperait  évidemment  chacune  des  deux 
surfaces  («,  E)  et  {$\E)j  suivant  une  section  conique  différente  de  E';  donc  les 
deax  sections  E  et  E'  ne  peuvent  être  placées  que  sur  deux  surfaces  coniques. 

358  ùis.  Ce  qui  précède  nous  permet  de  construire  avec  facilité  les  divers  points 
d'une  ellipse  dont  on  donne  le  centre,  la  longueur  de  deux  diamètres  conjugués 
et  rangle  que  ces  diamètres  comprennent  entre  eux. 

Soit  {fig.  2296i>)o  le  centre  de  l'ellipse  et  ses  deux  diamètres  conjugués  a6  et  pç. 

On  sait  que  les  droites  0  et  0'  menées  aux  points  a  et  6  parallèlement  au  dia- 
mètre pq ,  seront  tangentes  en  a  et  6  à  Tellipse  E  à  tracer. 

Sur  pq  comme  diamètre  décrivons  un  cercle  G  ;  pour  le  point  a  la  tangente  T  de 
•ce  cercle  sera  perpendiculaire  k  ba.  Du  point  o  menons  om  perpendiculaire  à  ba^ 
joignons  le  point  m  du  cercle  C  avec  le  point  q. 

Cela  posé  :  menons  par  un  point  r  arbitrairement  pris  sur  la  droite  ba  deux 
droites,  Tune  ry  parallèle  k  og  et  Tautre  rx  parallèle  à  T,  ensuite  menons  par  le 
point  X  du  cercle  G  une  parallèle  xy  kmq^  la  droite  xy  coupera  la  droite  ry  en  un 
point  y  qui  appartiendra  à  Tellipse  E  demandée. 

Et  en  effet  le  cercle  G  peut  être  considéré  comme  la  projection  sur  le  plan  hori- 
zontal d'une  ellipse  d  coupant  l'ellipse  E  aux  points  a  et  6,  les  deux  courbes  d  et  E 
pourront  donc  être  enveloppées  par  une  surface  conique ,  et  il  est  évident  que  dans 
le  problème  qui  nous  occupe  en  ce  moment,  la  surface  conique  sera  un  cylindre 
dont  les  génératrices  droites  se  projetteront  horizontalement  suivant  des  parallèles 
à  la  droite  mq. 

D'après  ce  qui  précède  on  peut  résoudre  les  problèmes  suivants. 

Étant  donné  un  système  de  diamètres  conjugués  d'une  ellipse,  construire  mns 
tracer  la  courbe  : 

1*  Par  un  point  pris  hors  delà  courbe  la  tangente  e  {fig.  229  ter). 
2^j(Une  tangente  0   parallèle  ou  faisant  un  angle  donné  avec  une  droite  D 
(fig.  229  quater). 

3*  Les  points  d'intersection  y  et  y'  avec  une  droite  B  (fig.  229  quint.  ). 

359.  Si  l'on  coupe  les  deux  surfaces  coniques  par  des  plans  différents  ou  par 
un  même  plan ,  les  courbes  que  l'on  obtiendra  seront  des  sections  coniques  ;  on 
pourra  les  prendre  pour  bases  des  deux  surfaces  et  l'on  en  conclura  que  deux 
surfaces  coniques  à  bases  sections  coniques  et  ayant  deux  plans  tangents  com- 
muns se  coupent  suivant  deux  courbes  planes ,  qui  sont  par  conséquent  des  sec- 
tions coniques. 

S*  FAtTII.  20 
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n  est  facile  de  voFr  qa*on  parriendrait  aux  mêmes  eonséquenceB  en  cliercbant 
rinterseetion  d'une  surface  conique  avec  une  surface  cylindriqtie ,  ou  de  deux 
surfaces  cylindriques. 

Si  Ton  coupe  une  surface  conique,  à  base  section  conique  par  deux  plan»^  et 
qu'on  prenne  les  sections  ponr  bases  de  deux  autres  surfaces  coniques ,  dont  les 
sommets  seraient  en  ligne  droite  avec  celui  de  la  prenûère  surface ,  on  trouverait , 
par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du  n*  357 ,  que  Tune  des  courbes  d'inter- 
section des  deux  dernières  surfaces  coniques  est  plane  (*). 

360.  Mais  la  réciproque  de  cetle  proposition  n'est  pas  généralement  vraie, 
c*e8t-à-dire  que  deux  surfaces  coniques  ou  cylindriques  peuvent  fort  bien  se  coaper 
suivant  deux  courbas  planes  sans  avoir  pour  cela  deux  plans  tangents  commons. 
En  effet,  supposons  deux  surfaces  cylindriques  ayant  pour  bases  les  paraboles  P 
et  P'  {fig.  230)  situées  dans  des  plans  verticaux  perpendiculaires  entre  eux  et  dont 
les  axes  sont  sur  le  plan  horizontal.  Si  l'on  coupe  les  deux  cylindres  par  des  plans 

horizontaux  X,  ,.X, on  aura  (n"  328)  no  :  ao' ::ap  :ap' ::  etc.,  do»c  ics 

points  Ojèf'^c/'j sont  en  ligne  droite,  donc  la  courbe  E  intersection  des  deux 

surfaces  cylindriques  est  plane,  quoique  les  deux  surfaces  n'aient  pas  de  plan  tan- 
gent oomaHin. 

De  rinterseetion  des  surfaces  de  révolution. 

361 .  Problème  4.  Trouver  l'intersection  dune  surface  de  révolution  par  un  plan. 
On  peut  toujours  par  des  changements  de  plans  amener  la  surface  de  révolution 
en  une  position  telle  q^ue  son  axe  soit  perpendiculaire  au  plan  horizontal.  Cela  étant, 
on  doit  employer  des  surfaces  auxiliaires  et  choisir  celles  qui  donnent  les  sections 
les  plus  simples  ;  ce  sont  évidemment  des  plans  horizontaux,  qui  coupent  chacun  la 
surface  de  révolution  suivant  un  parallèle ^  dont  la  projection  horizontale  est  un 
cercle  identique  et  qui  coupent  chacun  le  plan  donné  suivant  une  droite  facile  à 
obtenir  ;  les  points  de  rencontre  do  ces  deux  lignes  (cercle  et  droite)  appartiennent 
à  l'intersection  demandée. 

La  tangente  en  un  point  de  la  courbe  est  l'intersection  du  plan  sécant  et  du  plan 
tangent  à  la  surface  en  ce  point,  plan  tangent  que  nous  avons  appris  à  détermi- 
ner (n^  252). 

Ce  problème  se  résout  toujours  de  la  même  manière,  que  la  surface  soit  donnée 

O  Foyee  aies  roavnige  qui  a  pour  titre  :  CompLëmerU  de  géométrie  descriptive ,  le  mémoivi  qui  a 
pour  titre  :  Propriétés  des  courbes  du  second  degré  considérées  dans  Cespace.  Ce  mémoire  a  été 
publié  pour  la  première  fois  dans  la  Correspondance  de  mathématiques  et  de  physique  des  Pays-Bas  » 
rédigée  par  M.  Quételet,  vol.  5,  n*  3. 
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par  une  courbe  inéridàenne  ou  par  une  ligne  généralrice  droite  ou  courbe  et  quel* 
conque. 

36S!.  Problème  5.  Trouver  C intersection  d'une  droite  et  d'une  surface  de  révoUt- 
tion.  Il  est  évident  quMI  suffit  de  faire  passer  un  plan  par  la  droite  et  de  chercher 
son  intersection  avec  la  surface  ^  le  point  cherché  est  à  la  rencontre  de  cette  inter- 
section et  de  la  droite  donnée.  Pour  plus  de  simplicité  on  pourra  employer  Tun 
des  plans  projetants  de  la  droite.  Lorsque  la  droite  donnée  est  dans  on  môme  plan 
avec  l*axe ,  il  convient  de  choisir  ce  plan  plutôt  que  tout  autre ,  surtout  lorsque  la 
surface  de  révolution  est  donnée  par  une  courbe  méridienne. 

Si  la  surface  donnée  est  une  surface  sphérique^  on  pourra  conduire  le  plan 
par  la  droite  et  le  centre  de  la  sphère ,  parce  qu'alors  la  section  sera  un  grand 
cercle  que  Ton  amènera  à  être  dans  la  position  parallèle  à  Tun  des  plans  de  pro- 
jection y  soit  par  des  changements  de  plans,  soit  par  des  mouvements  de  rotation 
convenables. 

363.  Phoblème  6.  Trouver  (intersection  d'une  surface  conique  et  d'une  surface  de 
révolution.  Les  plans  menés  par  le  sommet  du  cône  le  couperaient  suivant  des 
droites  y  mais  ils  couperaient  la  surface  de  révolution  suivant  des  courbes  qu'on 
serait  obligé  de  construire  par  points  (n"  361).  Nous  euiploierons  encore  des 
plans  horizontaux  coupant  la  surface  de  révolution  suivant  des  parallèles  et  la 
surface  conique  suivant  des  courbes  semblables  à  la  base  (n""  262),  et  dont  les  pro- 
jections pourraient  par  conséquent  s'obtenir  avec  facilité ,  car  elles  seraient  sem- 
blables à  la  base ,  et  auraient  pour  pôle  commun  de  similitude  la  projection  hori- 
zontale du  sommet  (n""  264) ,  mais  on  peut  même  éviter  de  construire  ces  courbes 
en  employant  la  méthode  suivante  :  Considérons  un  plan  auxiliaire  X ,  il  coupera 
la  surface  de  révolution  suivant  un  parallèle  C ,  et  la  surface  conique  suivant  une 
courbeK  semblable  à  la  base  B.  On  prend  le  para//è/e  C  pour  directrice  d'unesurface 
conique  auxiliaire  ayant  même  sommet  s  que  la  surface  conique  proposée,  alors  ces 
deux  surfaces  coniques  se  couperont  nécessairement  suivant  une  ou  plusieurs  géné- 
ratrices droites  passant  par  les  points  d'intersection  du  parallèle  C  et  de  la  courbe  K  ; 
or  la  trace  de  cette  nouvelle  surface  conique  sera  un  cercle  C  dont  on  obtiendra 
immédiatement  le  centre  et  un  point  de  la  circonférence  ;  les  points  où  ce  cercle  C 
coupera  la  base  B  de  la  surface  conique  donnée  appartiendront  aux  génératrices 
droites  d'intersection  des  deux  cônes  et  celles-ci  viendront  couper  le  cercle  ou 
parallèle  G  aux  points  demandés.  En  répétant  la  même  construction  pour  une  série 
de  plans  horizontaux ,  on  obtiendra  tant  de  points  que  l'on  voudra  de  la  courbe 
cherchée. 

Si  Ton  proposait  de  chercher  la  courbe-intersection  d'une  surface  de  révolution 
et  d*une  surface  cylindrique ,  aloi*s  on  considérerait  le  cercle  ou  paratlète  G  comme 
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la  directrice  d*iine  surface  cylindrique  auxiliaire  dont  les  génératrices  droites 
seraient  parallèles  à  celles  de  la  surface  cylindrique  proposée  {*). 

363  bis.  Dans  ce  qui  précède ,  on  a  dû  remarquer  que  la  solution  ne  pouvait 
être  obtenue  par  la  construction  graphique  indiquée  qu'autant  que  :  1*  Taxe  de  la 
surface  de  révolution  était  perpendiculaire  au  plan  horizontal  (ou  au  plan  vertical) 
de  projection ,  et  que  2!"  Ton  connaissait  la  section  faite  dans  le  cône  ou  cylindre 
par  le  plan  horizontal  (ou  par  le  plan  vertical)  de  projection ,  ce  qui  veut  dire  que 
cette  section  était  située  sur  Tépure,  sur  la  feuille  de  papier  qui  était  à  notre  dis- 
position et  dont  dès  lors  nous  ne  pouvions  changer  les  dimensions. 

Car  il  faut  bien  remarquer  qu'il  existe  une  grande  différence  entre  la  géométrie 
analytique  (géométrie  de  Descartes)  et  la  géométrie  graphique  (géométrie  descrip* 
tive) ,  à  savoir  que  Tespace  indéfini  appartient  au  géomètre  avec  la  géométrie 
analytique,  et  que  l'espace  est  limité  avec  la  géométrie  descriptive. 

Dès  lors  les  données  du  problème  qui  nous  occupe  en  ce  moment  peuvent  être 
telles  que  l'on  ne  puisse  pas  se  procurer  sur  la  feuille  de  papier  la  section  entière 
du  cône  ou  du  cylindre  par  le  plan  horizontal  ou  vertical  de  projection,  Taxe  de 
la  surface  de  révolution  ayant  été  amené  par  des  changements  de  plans  à  être  per- 
pendiculaire au  plan  horizontal  ou  vertical  de  projection.  Ce  cas  particulier  peut 
se  présenter  en  coupe  des  pierres ,  lorsqu'il  s'agit  de  pratiquer  dans  un  dôme 
ellipsoïdal  une  lucarne  conique  ou  cylindrique. 

363  ier.  La  surface  de  révolution  étant  quelconque ,  la  solution  générale  con- 
sistera à  couper  et  la  surface  de  révolution  et  le  cône  (ou  cylindre)  par  un  plan , 
de  manière  à  ce  que  les  projections  de  la  courbe  de  section  se  trouvent  situées  sur 
la  feuille  de  papier  (sur  V épure).  Et  faisons  remarquer  que  nous  supposons  que  le 
cône  (ou  le  cylindre)  sont  donnés  l'un  ou  l'autre  par  leur  courbe  directrice ,  c'est-à* 
dire  par  les  projections  de  cette  courbe  directrice ,  lesquelles  projections  doivent 
nécessairement  être  situées  sur  la  feuille  de  papier  (ou  épure) ,  car  sans  cela  il  n'y 
a  aucune  construction  graphique  possible.  Cette  solution  générale  exige  donc  que 
pour  trouver  un  point  de  la  courbe- intersection  des  deux  surfaces  données,  on 
construise  quinze  ou  vingt  points  de  chacune  des  deux  sections  faites  à  travers  ces 
deux  surfaces  par  un  plan  auxiliaire,  et  dont  la  direction  sera  judicieusement  dé- 
terminée. Mais  dans  les  applications,  la  surface  de  révolution  n'est  pas  générale  « 
elle  est  ordinairement  une  surface  simple.  C'est  ainsi  qu'en  coupe  des  pierres  cette 
surface  peut  être  un  ellipsoïde  allongé  ou  aplati  de  révolution ,  et  le  cône  ou  le 
cylindre  peuvent  avoir  des  formes  générales ,  en  ce  sens  qu'ils  ne  seront  ni  l'un  ni 
l'autre  de  révolution. 

(*)   Voyez  lo  tome  II*,  page  437,  de  la  Correspondance  de  CÈcole  polytechnique  publiée  par 
Hachette. 
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Avec  de  telles  données ,  il  existe  un  moyen  graphique  de  résoudre  simplement 
ce  problème ,  sans  avoir  recours  à  la  méthode  générale  qui  est  longue  et  pénible. 
Ce  moyen  consiste  à  transformer  Tellipsoïde  de  révolution  en  une  sphère  et  le 
cône  en  un  autre  cône,  et  le  cylindre  en  un  autre  cylindre,  et  de  ramener  ainsi 
le  problème  :  de  Cinlersection  dun  ellipsoïde  de  révolution  par  un  cône  ou  un  cy- 
tindrcj  à  la  solution  du  problème  :  de  rintersection  d'une  sphère  par  un  cône  ou  un 
ajtindre. 

Et  Ton  conçoit  que  Tellipsoïde  de  révolution  ne  pouvant  être  coupé  suivant  un 
cercle  (ou  parallèle)  que  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe*  de  rotation  de  cette 
surface,  tandis  qu'une  sphère  est  toujours  coupée  suivant  un  cercle  par  un  plan, 
quelle  que  soit  sa  direction,  la  solution  du  problème  devient  très-simple  et  d'une 
exécution  facile  (^).  On  voit  donc  ici  Futilité,  en  géométrie  descriptive,  delà 
méthode  dite  :  transformation  d'une  surface  (ou  d'un  système  de  surfaces)  en 
une  autre  surface  (ou  un  autre  système  de  surfaces). 

364.  Problème  7.  Trouver  rintersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les 
axes  sont  sur  un  même  plan.  Si  les  axes  se  confondent,  il  est  visible  que  les  sur- 
faces ne  peuvent  se  couper  que  suivant  un  ou  plusieurs  cercles  ou  parallèles  dé* 
crits  par  les  points  d'intersection  des  deux  courbes  méridiennes.  Si  les  axes  sont 
parallèles,  on  les  rendra  verticaux  (par  des  changements  de  plans  de  projection 
ou  des  mouvements  de  rotation) ,  puis  des  plans  horizontaux  couperont  les  deux 
surfaces  suivant  des  cercles ,  dont  les  projections  horizontales  seront  des  cercles 
identiques.  Mais  si  les  axes  se  coupent,  on  pourra  toujours  rendre  l'un  des  deux 
vertical ,  et  l'autre  parallèle  au  plan  vertical  de  projection  ;  dans  ce  cas  les  plans 
horizontaux  couperont  la  première  surface  suivant  des  cercles  ou  parallèles  ^  et 
l'autre  suivant  des  courbes  qu'on  serait  obligé  de  construire  par  points.  Il  faut 
donc  choisir  une  surface  auxiliaire  qui  coupe  à  la  fois  les  deux  surfaces  propo* 
gées  suivant  des  cercles  ou  parallèles ,  et  pour  cola  il  faut  employer  une  surface 
de  révolution  qui  ait  môme  axe  de  rotation  que  chacune  des  surfaces  données. 
On  voit  de  suit«  qu'une  sphère  ayant  son  centre  au  point  d'intersection  des 
deux  axes,  remplit  cette  condition,  et  d'ailleurs  la  sphère  est  la  seule  surface 
de  révolution  qui  ait  une  infinité  d'axes  de  rotation,  chaque  diamètre  étant 
un  tel  axe. 

Nous  choisirons  donc  une  série  de  semblables  sphères  pour  surfaces  auxiliaires. 
Soient  donc  A  {fig.  231)  Taxe,  M  la  courbe  méridienne  de  la  première  surface; 

(**)  Vayez^  dans  Touvrage  que  j*ai  publié  sous  le  titre  :  Applications  de  la  géométrie  descriptive  : 
1»  aux  ombres;  2*  à  la  perspective;  5"  à  la  gonomonique ,  et  4*  aux  engrenages^  ce  que  j*ai  dit  sur 
rintersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  ne  se  coupent  pas. 
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A'  l'axe,  M'  la  courbe  méridienne  de  la  seconde  surface  et  s  le  point  d'intersec- 
tion des  deux  axes  ;  soit  S"  la  projection  verticale  du  grand  cercle  de  Tune  des 
sphères  et  parallèle  au  plan  vertical  de  projection,  S"  coupe  M*"  et  M''  aux  points 
x"  et  x"  desquels  nous  abaisserons  sur  A''  et  A'"  les  perpendiculaires  A"  et  A'"  qui 
nous  représenteront  les  projections  verticales  des  courbes  ou  parallèles  d'inter- 
section des  surfaces  de  révolution  par  la  sphère  auxiliaire  ;  A^  sera  un  cercle 
ayant  son  centre  en  A*,  A'*  serait  une  ellipse  courbe  plus  difficile  à  construire, 
mais  on  n'en  a  pas  besoin. 

En  effet  les  plans  des  parallèles  A  et  A'  sont  perpendiculaires  au  plan  vertical , 
leur  intersection  I  est  donc  elle-même  perpendiculaire  à  ce  plan ,  et  se  projette 
au  point  V  intersection  de  A*"  et  A''';  or  les  points  d'intersection  de  A  et  A'  se 
trouvent  nécessairement  sur  I,  donc  leurs  projections  verticales  se  confondent 
avec  le  point  P,  et  leurs  projections  horizontales  sont  en  m*  et  m'*,  aux  intersec- 
tions de  A*  et  I^.  Il  est  évident  que  Ton  n'obtient  des  points  d'intersection  des 
deux  surfaces  qu'autant  que  V  est  dans  l'intérieur  du  cercle  S"  ;  dans  le  cas  con- 
traire ,  les  points  T  appartiendraient  encore  à  la  courbe  qui  reçoit  la  projection 
verticale  de  l'intersection  ^  mais  ils  n'auraient  pas  de  projections  horizontales 
(correspondantes.  Ces  points  se  trouveraient  sur  l'intersection  de  surface  de  même 
nature  que  les  proposées,  mais  enflées,  pour  ainsi  dire,  suivant  une  loi  telle  que 
la  projection  verticale  de  leur  intersection  soit  reçue  sur  la  même  courbe  que  la 
précédente,  mais  elle  en  embrasse  un  plus  grand  arc.  Il  est  facile  de  voir  que  la 
courbe  d'intersection  doit  être  symétrique  par  rapport  au  plan  des  deux  axes;  de 
sorte  qu'il  existe  toujours  deux  points  situés  de  part  et  d'autre  de  ce  plan  qui  ont 
même  projection  verticale  ;  c'est  pourquoi  la  projection  verticale  semble  se  ter- 
miner brusquement  aux  points  d'intersection  des  courbes  M*'  et  M'%  mais  elle 
forme  une  courbe  qui  se  prolonge  au  delà  de  ces  points,  comme  nous  l'avons  dit 
ci-dessus ,  et  les  points  situés  sur  le  prolongement  de  la  courbe  dont  un  arc  est  la 
projection  verticale  de  la  courbe-intersection  des  deux  surfaces  de  révolution 
données,  se  construisent  par  des  opérations  tout  à  fait  identiques  à  celles  qui 
nous  ont  fait  connaître  les  points  de  la  première  partie  de  cette  courbe ,  et  ces 
opérations  graphiques  peuvent  être  et  sont  exécutées  indépendamment  de  la  figure 
ou  système  de  l'espace. 

365.  Si  les  surfaces  données  sont  deux  surfaces  coniques  de  révolution,  on 
pourra  remplacer  les  sphères  auxiliaires  par  des  plans  passant  par  la  droite  qui 
unit  les  deux  sommets;  si  l'on  donne  une  surface  conique  de  révolution  et  une 
surface  cylindrique  de  révolution,  on  pourra  employer  des  plans  auxiliaires 
passant  par  le  sommet  do  cône ,  et  parallèles  aux  génératrices  droites  du  cy- 
lindre. Si  Ton  donne  deux  surfaces  cylindriques  de  révolution ,  on  pourra  em- 
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ployor  dee  plans  anxiitaires  parallèles  aox  génératrioes  droites  des  deux  surfaces. 
Si  Van  donne  une  sarface  conique  de  ré?o)Qtion,  et  une  surface  sphérique,  on 
povrra  employer  des  plans  auxiliaires  passant  par  la  droite  qui  unit  le  sommet  do 
e6ne  au  centre  de  la  sphère.  Enfin  pour  one  surface  cylindrique  de  révolution  et 
une  surface  sphérique  on  pourra  faire  passer  par  le  centre  de  la  sphère  des  plans 
luixiliaires  parallèles  aux  génératrices  droites  du  cylindre.  Les  motifs  qui  déter- 
minent la  direction  spéciale  à  donner  à  ces  divers  plans  auxiliaires  suivant  les 
surfaces  dont  on  doit  construire  T intersection,  sont  évidents.  Au  reste,  tous  ces 
problèmes  peavent  se  résoudre  en  employa»!  des  sphères  pour  surfaces  auxiliaires 
lorsque  les  axes  de  révolution  des  surfaoea  coniques  et  cylindriques  se  couperont  ; 
dans  le  cas  contraire  on  ne  pourra  employer  que  des  plans  auxiliaires.  Lorsqu'on 
aura  une  sphère  et  un  cône  de  révolution  ou  un  cylindre  de  révolution ,  on  pourra 
toujours  employer  des  sphères  auxiliaires ,  car  il  suffira  de  mener  par  le  centre 
de  la  sphère  donnée  un  diamètre  coupant  Taxe  de  rotation  de  la  surface  conique 
ou  cylindrique,  et  de  regarder  ce  diamètre  comme  Taxe  de  rotation  de  la  sphère 
donnée. 

866.  I^a  tangente  en  un  point  de  Tintersection  de  deux  surfaces  de  révolution 
dont  les  axes  se  coupent  est,  comme  dans  tous  les  problèmes  de  ce  genre,  Tin- 
tersection  des  plans  tangents  menés  aux  deux  surfaces  en  ce  point  ;  on  est  donc 
eonduit  à  construire  pour  chacune  des  surfaces  de  révolution  le  plan  tangent  an 
pomt  donné  (n*  252) ,  et  à  chercher  l'intersection  de  ces  deux  plans  tangents.  La 
détermination  du  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution  peut  facilement  se 
déduire  de  la  normale  à  laquelle  il  est  perpendiculaire.  Enfin  on  peut  obtenir  la 
tangente  sans  construire  les  plans  tangents;  car  si  Ton  mène  au  point  donné  les 
normales  à  chacune  des  deux  surfaces  (et  il  est  facile  de  reconnaître  que  pour  une 
surface  de  révolution  on  n*a  pas  besoin  de  passer  par  le  plan  tangent  pour  con- 
struire la  normale  en  un  point  de  cette  surface) ,  elles  déterminent  un  plan  qui  est 
nn  plan  normal  en  même  temps  aux  deux  surfaces ,  et  par  conséquent  normal  à 
leor  intersection.  Donc  la  tangente  demandée  est  perpendiculaire  à  ce  plan  des 
deux  normales. 

Si  Ton  considère  les  constructioiis  qui  doivent  être  effectuées  sur  le  plan  ver- 
tical pour  avoir  la  projection  verticale  de  la  tangente,  indépendamment  de  la 
fignre  ou  99f$tème  de  Tespace ,  on  en  conclura  un  procédé  de  géométrie  plane 
pour  mener  la  tangente  à  cette  courbe ,  et  ce  procédé  sera  exactement  applicable 
aux  points  extrêmes  de  cette  projection ,  pour  lesquels  les  considérations  précé- 
dentes seraient  insuffisantes,  II  est  évident,  d'ailleurs,  que  ces  opérations  géomé- 
triques doivent  donner  cette  tangente ,  puisqu'on  peut  enûer  les  <ieux  surfaces  de 
jMuière  que -ces  p<ûnte  appArtiesnent  tovjofirs  à  la  projection  verticale  de  l'inter- 
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section,  mais  n'en  soient  plus  les  points  extrêmes.  La  considération  d'enfler  les 
deux  surfaces  pour  que  les  points  extrêmes  par  rapport  aux  deux  premières 
surfaces,  ne  soient  plus  les  points  extrêmes  par  rapport  aux  deux  nouvelles 
surfaces  enflées,  montre  d'une  manière  nette  et  exacte  que  la  méthode  des  nor- 
males, appliquée  à  un  point  quelconque  de  la  projection  verticale  de  Tintersection 
des  deux  surfaces ,  peut  être  rigoureusement  appliquée  aux  points  extrêmes  de 
cette  projection  (*) . 

De  quelques  propriétés  dont  jouissent  deux  ou  plusieurs  cercles  tracés 

sur  une  sphère. 

367.  Par  deux  cercles  qui  se  coupent  ou  qui  n'ont  pas  de  points  communs^  et  qui 
sont  situés  sur  une  sphère  ^  on  peut  toujours  faire  passer  deux  surfaces  coniques. 
En  effet,  par  le  centre  de  la  sphère,  on  peut  toujours  mener  un  plan  perpendi- 
culaire à  rinterscction  des  plans  des  deux  cercles,  il  coupera  la  sphère  suivant 
un  grand  cercle  G  {fig.  232),  et  les  plans  des  cercles  A  et  A'  suivant  des  dia- 
mètres D  et  D\  et  si  Ton  unit  les  extrémités  m,  m',  et  n^n'  par  des  droites,  elles 
se  coupent  en  un  point  s ,  qui  est  le  sommet  d'une  surface  conique  sur  laquelle 
sont  placées  les  deux  circonférences  A  et  A'.  Pour  le  démontrer,  il  sufiit  de  faire 
voir  qu'une  droite  menée  du  point  «  à  un  point  quelconque  y  de  A,  rencontre  A\ 
Or,  VIS  et  ns  sont  les  traces  de  deux  plans  verticaux  tangents  à  la  fois  aux  deux 
cercles  A  et  A'  ;  si  l'on  suppose  que  l'un  de  ces  plans  se  meuve  en  restant  tou- 
jours tangent  à  ces  deux  cercles ,  il  engendrera  par  ses  intersections  successives 
une  surface  développable ,  qui  est  évidemment  courbe.  Si  donc  nous  démontrons 
que  toutes  ses  génératrices  rencontrent  une  même  droite,  elles  la  rencontreront 
nécessairement  au  même  point ,  et  formeront  par  conséquent  une  surface  conique 
(n""  213  bis)  ;  or  les  plans  de  A  et  A'  se  coupent  suivant  une  droite  I,  sur  laqudle 
prenant  un  point  Xj  et  de  ce  point  menant  les  tangentes  â:y, orz  au  cercle  A,  et  les 
tangentes  xy^y  xz'  au  cercle  A',  xy  et  xy'  déterminent  une  position  du  plan  tan- 
gent, et  donnent  une  génératrice  j/y';  de  même  xz  et  xsf  font  connaître  une  autre 
génératrice  %z\  et  ces  deux  génératrices  sont  dans  un  même  plan  qui  est  la  se- 
conde position  du  plan  tangent  ;  en  prenant  un  autre  point  x\  on  obtiendrait 
d'autres  génératrices.  Mais  toutes  les  cordes  xz  se  coupent  en  un  même  point  o 

(*)  Lorsqu*on  emploie  la  considération  des  influinient  petits  pour  démontrer  que  la  construction 
géométrique,  employée  pour  un  point  courantde  la  courbe,  s'applique  exactement  aux  points  extrêmes, 
il  faut  s'appuyer  sur  ce  qu'une  surface  gauche  peut,  en  vertu  d*une  génération  toute  particulière, 
présenter  une  courbure  développable  tout  le  long  d'une  ou  de  plusieurs  de  ses  génératrices  droites. 
Voyez  à  ce  sujet  l'cavrage  qui  a  pour  titre  :  Développement  de  géométrie  descriptive  ,  chap.  V,  p.  268. 
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(n*  331),  toutes  les  cordes  y%  se  coupent  en  un  même  point  o\  donc  tous  les 
plans  des  génératrices  yif\  %%  se  coupent  suivant  une  même  droite  oo\  qui  sera 
rencontrée  ou  coupée  par  toutes  les  génératrices  de  la  surface  développable  enve- 
loppe des  plans  tangents,  donc  cette  surface  est  une  surface  conique  (n""  SS13  bH»). 
On  aurait  une  seconde  surface  conique  en  unissant  les  points  m,  v!  et  vii^n^  puis 
en  combinant  ensemble  les  tangentes  xy^  x%\  et  xy^^  xz. 

La  même  chose  aurait  lieu  si  les  deux  cercles  A  et  A'  se  coupaient. 

Mais  si  les  deux  cercles  A  et  A'  étaient  tangents,  ce  qui  aurait  lieu  si,  par 
exemple,  les  points  n  et  nf  se  superposaient,  il  est  visible  qu'alors  le  point  s^  coïn- 
ciderait aussi  avec  n  et  n ,  et  par  conséquent  il  ne  resterait  plus  qu'une  seule  sur- 
face conique  enveloppant  à  la  fois  les  deux  cercles  A  et  A\ 

368.  Il  résulte  de  là  que  si  une  sphère  el  un  cône  se  coupent  suivant  un  cercle  A, 
ils  se  coupent  suivant  un  second  cercle;  car,  par  le  sommet  s  du  cône  et  par  le 
centre  de  la  sphère,  faisant  passer  un  plan  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  A, 
il  coupera  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  G,  le  plan  du  cercle  A  suivant  un 
diamètre  D ,  et  la  seconde  courbe  d'intersection  en  deux  pointe  n  et  n'  ;  si  Ton 
conçoit  par  nn'  ou  D'  un  plan  vertical  coupant  la  sphère  suivant  le  cercle  A',  les 
deux  cercles  A  et  A'  sont  sur  une  même  surface  conique,  dont  le  sommet  est  au 
point  d'intersection  des  droites  mm'  et  nn!;  mais  ce  point  est  précisément  le  som- 
met s  du  cône  proposé ,  donc  le  cercle  A'  est  situé  à  la  fois  sur  la  sphère  et  sur  le 
cône,  donc  il  est  leur  seconde  courbe  d'intersection.  Tout  plan  parallèle  à  l'un 
des  plans  de  ces  deux  cercles  coupe  la  surface  conique  suivant  un  cercle  ;  on 
peut  donc  couper  certains  cônes  obliques  suivant  des  cercles  par  deux  séries  diffé- 
rentes de  plans  parallèles  ;  on  les  nomme  sections  anti-parallèles  m  sous<ontraires 
du  cône  oblique;  mais  il  reste  à  démontrer  que  tout  cône  (non  de  révolution)  ayant 
pour  base  une  section  conique,  jouit  de  la  propriété  d'avoir  des  sections  circu- 
laires; c'est  ce  que  nous  démontrerons  plus  loin. 

369.  C'est  sur  cette  propriété  que  repose  la  construction  des  mappemondes  et 
aussi  sur  la  proposition  suivante ,  savoir  :  que  si ,  dans  un  cercle ,  on  tire  un  diœ- 
mètre  y  que  par  le  milieu  de  tune  des  demi-^rconférences  on  mène  deux  cordes  j  elles 
coupent  le  diamètre  et  le  cercle  en  quatre  points  qui  sont  sur  une  même  circonférence 
de  cercle  j  ce  qui  résulte  immédiatement  de  la  propriété  des  quadrilatères  in- 
scriptibles. 

370.  Problème  8.  Connaissant  les  trois  angles  dièdres  d'un  angle  trièdrcy  con- 
struire, les  trois  angles  plans.  Prenons  pour  plan  horizontal  le  plan  de  l'une  des 
faces  (fig.  233)  et  le  plan  vertical  de  projection  perpendiculaire  à  une  seconde 
face  dont  le  plan  désigné  par  P  fera  avec  le  plan  horizontal,  l'un  des  angles 
donnés  p  ;  donc  V  fera  avec  LT  cet  angle  (3.  En  choisissant  le  point  a  de  H'  pour 
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sommet  de  Tangle  trièdre  y  il  faut  par  ce  point  a  mener  un  plan  Q  faisant  avec 
le  plan  horizontal  Tangle  donné  y  et  faisant  avec  le  plan  P  Tautre  angle  donné  a  ;  ce 
plan  Q  doit  donc  être  tangent  à  deux  surfaces  coniques  de  révolution  ayant  leurs 
sommets  au  point  a  (n°  23C)^  dont  Tiiue  aura  pour  axe  une  verticale  A  et  pour 
génératrice  une  droite  G  faisant  avec  le  plan  horizontal  Fangle  7,  et  dont  Tantre 
aura  pour  axe  uue  droite  A'  perpendiculaire  au  plan  P  et  pour  génératrice  une 
droite  G',  faisant  avec  ce  plan ,  l'angle  a.  Si  Von  coupe  ces  deux  sorftwies  co- 
nique&  par  une  sphère  ^  les  paralièles  à  et  4'  seront  sur  une  troisième  surfoce 
conique  2^  à  laquelle  le  plan  Q  est  aussi  tangent,  puisqu'il  contient  une  tangente 
à  chacun  des  cercles  ou  parallèles  à  et  A'  (n*  367)  ;  donc  H*  sera  tangente  à  la 
base  B  de  cette  surface  S,  laquelle  base  B  est  un  cercle  semblable  à  À,  et  dont 
on  trouve  facilement  le  centre  et  le  rayon,  car  on  connaît  le  sommet  de  la  surface 
conique  S. 

Ce  problème  admet  évidemment  deux  solutions. 

37 1 .  Si  une  surface  cylindrique  coupe  une  surface  Sfphérique  suivant  un  cercle ,  elle 
le  coupera  suivant  un  second  cercle  de  même  rayon  que  le  premier.  Par  le  centre  de 
la  sphère  y  on  peut  toujours  mener  un  plan  R  parallèle  aux  génératrices  droites 
du  cylindre  et  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  B  intersection  des  deux  sur- 
faces. Si  l'on  pi^nd  ce  plan  R  pour  plan  horizontal  de  projection,  la  sphère  sera 
coupée  par  ce  plan  R  suivant  un  grand  cercle  C  {fig,  23i),  et  le  plan  de  la  base  B 
étant  perpendiculaire  au  plan  horizontal ,  B'^  sera  une  droite  rencontrant  le  cercle  C 
aux  pcHnts  a  et  6,  par  iesqnds  passent  deux  génératrices  du  cylindre,  mais  cœ 
génératrices  devant  être  parallèles  au  plan  horizontal  et  ayant  chacnne  un  point 
dans  ce  plan  y  seront  toutes  entières;  donc  elles  couperont  la  sphère ea  des  points 
a'  et  b'  appartenant  au  cercle  C. 

Si  Ton  considère  une  génératrice  droite  quelconque  G  menée  par  un  point  x  du 
cercle  B ,  elle  coupera  la  sphère  en  un  second  point  x  projeté  en  x"^,  et  je  dîs  que 
les  trois  points  x\xl^j  bf  sont  en  ligne  droite  ;  pour  le  démontrer  :  par  le  centre  0  de 
la  sphère  je  mène  un  plan  P  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre,  ce  plan 
coupera  en  deux  parties  égales  toutes  les  covAe^' aa' ^ bb\ xx  de  la  sphère,  qui 
lui  sont  perpendiculaires;  donc  H'  divise  aussi  en  deux  parties  égales  les  projec*» 
tiens  ou', 66', a:*a:'* ;  mais  les  points  milieu  a'^b^x"*",  sont  en  ligne  droite,  ainsi 
que  les  points  extrêmes  a,  6,  a:*;  donc  il  en  est  de  même  des  autres  extrémités 
alyb'ysé^y  ôq  c^  drcHtes.  La  même  chose  aurait  lieu  pour  toute  autre  généra- 
trice y  donc  la  projection  de  la  seconde  courbe  d'intersection  sera  la  dk*oi(e  alb\ 
cette  couiibe  B'  est  donc  plane,  et  comme  elle  est  située  sur  uue  sphère  elle  ne 
peut  être  qu'un  cercle.  Nous  voyons  de  plus  que  les  droites  ou'  et  bb'  étant  paral- 
lèles, les  cordes  ab  et  (iV  sont  égales;  mais  ces  cordes  sont  des  diamètres  des 
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deux  cercles  B  et  B',  donc  ces  cercles  sont  égaux,  de  pins  leurs  plans  sont  per« 
pendiculaires  à  un  même  plan  qoi  est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  et  qui 
dès  lors  n'est  antre  que  le  plan  R. 

Notts  pouvons  donc  généraliser  le  théorème  énoncé  et  de  la  manière  snivante  : 
^t  un  cylindre  entre  dans  une  splière  par  un  cercle ,  il  en  son  par  un  second  cercle 
égal  au  premier  ^  les  pkms  de  ces  deux  cercles  étant  perpendiculaires  à  un  même  plan 
mené  par  le  centre  de  la  sphère  parallèlement  aux  génératrices  droites  du  cylindre. 

Si  Tun  des  cercles  est  nn  grand  cercle  de  la  sphère,  l'autre  sera  aussi  nn  grand 
cercle,  et  Ton  voit  aussi  que  par  deux  petits  cercles  égaux  situés  sur  une  sphère 
on  pourra  faire  passer  un  cylindre  et  un  cône  si  les  deux  cercles  ne  se  coupent 
pas  cm  se  coupent  en  deux  points ,  et  qu'on  ne  pourra  faire  passer  par  les  deux 
cercles  qu'un  seul  cylindre,  si  les  deux  cercles  se  touchent.  Si  les  deux  cercles 
sont  des  grands  cercles  de  la  sphère  on  pourra  toujours  faire  passer,  par  eux , 
deux  cylindres.  On  peat  conclure  de  là  qu'il  existe  des  cylindres  ayant  pour  base 
unedlipse  (et  n'étant  pas  de  révolution),  qui  peuvent  être  coupés  par  deux 
plans  de  direction  opposée  suivant  des  cercles  égaux ,  auxquels  on  a  donné  le 
nom  de  sections  sous-oontraires  ou  anti-parallèles  ;  mais  il  reste  à  démontrer  que 
tout  cylindre  ayant  pour  base  une  ellipse  jouit  de  la  propriété  d'avoir  des  sectiùm^ 
circulaires  j  c'est  ce  que  nous  démontrerons  plus  loin  (n"  373  ter). 

374  bis.  Étant  données  une  sphère  S  et  une  droite  I)  extérieure  à  cotte  sur faœ , 
on  peut  mener  par  cette  droite  D  deux  plans  0  et  0'  tangents  à  ta  sphère  S ,  les 
points  de  contact  étant  m  et  m;  la  droite  mm'  que  nous  désignerons  par  D,  est 
dite  potaire  réciproque  de  la  droite  D  en  vertu  de  la  propriété  suivante. 

Si  par  la  droite  D  on  mène  une  série  de  plans  P,  F,  P'',  etc.,  coupant  la  sphère 
S  suivant  les  cercles  G,G',C%  etc.,  ces  cercles  seront  trais  deux  à  deux  par  des 
cAnes  dont  les^sommets  seront  sur  la  droite  D,  ;  ék  réciproquement  si  par  la  droite  D, 
on  mène  une  série  de  plans  P|,F,,P'\,  etc.,  conpant  la  sphère  S  suivant  les 
cercles  C, ,  C, ,  G", ,  etc.,  ces  cercles  seront  unis  deux  à  deux  par  des  cônes  dont 
les  sommets  seront  sur  la  droite  D. 

Nous  alloos  démontrer  l'existence  de  cette  propriété  remarquable. 

Par  nne  droite  D  extérieure  à  une  surface  sphérique  S  on  ne  peut  mener  que 
deux  plans  9  et  O^  tangente  à  cette  sph^  S.  Pour  tronver  les  points  de  conta(  t 
on  prend  deux  points  d  ei  df  mr\a  droite  D  et  on  les  r^arde  comme  les  sommets 
de  deox  cènes  A  et  A'  tangents  à  la  sphère  S  suivant  les  cercles  G  et  G',  lesquels 
86  coupent  en  denx  points  m  et  m'  qui  sont  les  points  de  contact  demandés  des 
plans  0  et  0'. 

Et  comme  il  n'existe  qne  deox  plans  tangents  0  et  0'  passant  ptr  la  droite  D , 
îi  s'ensnit  que  quelle  que  soit  la  position  des  points  d  et  d*  sur  la  droite  D ,  on 
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retrouvera  toujours  les  méiues  points  m  et  m';  on  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  r 

V  Si  Con  construit  une  série  de  cônes  A,  A',  A'',  etc.,  tangents  à  une  sphère  S  sui- 
vant les  cercles  Cj  C\  C\  etc.  y  ces  cônes  ayant  leurs  sommets  sitttés  sur  une  droite  D 
extérieure  à  la  sphère  S,  tous  ces  cercles  C,  G',  C,  etc.^  se  couperont  en  deux  points 
m  et  nï\ 

Unissous  les  points  m  et  m'  par  une  droite  D, ,  si  Ton  prend  sur  cette  droite  D, 
un  point  arbitraire  (/,  et  qu'on  le  regarde  comme  le  sommet  d'un  cône  A,  tangent 
à  la  sphère  S  suivant  un  cercle  G,,  je  dis  que  le  plan  P,  du  cercle  G,  passera  par 
la  droite  D. 

Et  en  effet  ; 

Menons  par  la  droite  D,  et  le  point  d  situé  sur  D  un  plan  P, ,  il  coupera 
la  sphère  S  suivant  un  cercle  G,  ayant  pour  pôle  le  point  d  et  pour  polaire  la 
droite  tnm^  ou  D,. 

Or  si  d'un  point  cf,  de  D,  on  mène  deux  tangentes  au  cercle  G,  les  points 
de  contact  et  le  point  d  seront  en  ligne  droite ,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit 
(n*  331  ). 

Dès  lors ,  on  voit  que  le  plan  P,  coupera  tous  les  cercles  G, ,  suivant  des  cordes 
qui  prolongées  iront  s'appuyer  sur  la  droite  D. 

Le  plan  P,  passe  donc  par  la  droite  D. 

De  plus ,  le  point  p^ ,  en  lequel  le  plan  P,  coupe  la  droite  D, ,  sera  le  pôle  du 
cercle  G ,  ^  la  polaire  étant  la  droite  D. 

Ainsi ,  il  se  trouve  démontré  : 

^  Que  si  ayant  une  sphère  S  et  une  corde  mm'  qui  prolongée  sera  désignée  par  D,  ^ 
ton  construit  une  série  de  cônes  A,, A/,  A/',  etc.j  tangents  à  la  sphère  S,  suivant 
les  cercles  G,,  G/,  G/',  et  ayant  leurs  sommets  d,,  d/,  d/',  etc.^  situés  sur  ta  droite  D,, 
les  plans  P^,  P/,  P/',  etc.,  de  tous  ces  cercles  G^,G/,  G,%  etc.j  passeront  par  la 
droite  D,  intersection  des  deux  plans  0  et  &  tangents  à  la  sphère  S  aux  points 
m  et  m'. 

Et  de  plus,  ces  plans  P,,  P/,  P/',  etc.,  couperont  la  droite  D,  en  des  points 
p,,p/,  p/',  etc.,  qui  seront  les  pôles  des  cercles  G,,  G/,  G/',  etc.,  par  rapport  à  leur 
polaire  commune  D. 

Et  comme  il  a  été  démontré  (n*"  367)  que  si  l'on  avait  deux  cercles  (qui  ne  se 
coupent  pas)  G,  et  G/  d'une  sphère  S,  ces  deux  cercles  pouvaient  être  enveloppés 
par  deux  cônes  ayant  leurs  sommets  sur  la  droite  D,  qui  unissait  leurs  pôles  p, 
et  p/  par  rapport  à  la  polaire  D  qui  est  l'intersection  de  leurs  deux  plans,  il  s'en- 
suit que  l'on  peut  énoncer  ce  qui  suit  : 

3""  Étant  données  une  sphère  S  et  une  droite  D  extérieure  à  cette  surface ^  si  ton 
fait  passer  par  D  une  série  de  plans  P,  P',  P",  etc.,  coupant  la  sphère  S  siàvanî  les 
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cercles  C,  C,  C,  etc.f  les  pôles  p,  p',p",  etc.,  de  ces  cercles ^  par  rapport  à  ta  po- 
laire D,  seront  sur  une  droite  D, ,  e£  ces  cercles  pourront  être  enveloppés  deux  à  deux 
par  des  cônes  dont  les  sommets  seront  situés  sur  D, . 

Et  comme  il  a  été  démontré  ci-dessus  :  1  *"  que  si  Ton  avait  deux  cercles  G  et  G', 
se  coupant  en  deux  points  m  et  m'  et  situés  sur  une  sphère  S ,  ces  deux  cercles 
pouvaient  être  enveloppés  par  deux  cônes  dont  les  sommets  d  et  d'  étaient  exté- 
rieurs à  la  surface  S ,  et  que  les  points  m  et  m!  étaient  les  points  -de  contact  des 
deux  plans  tangents  0  et  0',  qui  se  coupaient  suivant  la  droite  D  qui  unissait  les 
points  d  et  <t;  ^  que  tout  plan  P  passant  par  D  coupe  la  sphère  S  suivant  un 
cercle  G,  et  la  droite  mm!  ou  D,  en  un  point  p,  y  qui  est  le  pôle  de  G,  par  rapport 
à  la  polaire  D ,  il  s'ensuit  que  ce  plan  P,  coupe  les  cercles  G  et  G'  en  quatre  points 
q  et  nj  (f  et  n'  qui  formeront  un  quadrilatère  inscrit  au  cercle  G, ,  et  dont  les  dia- 
gonales se  croiseront  au  point  p,. 

Dès  lors,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (n""  333)  sur  les  quadrilatères  inscrits  à 
une  section  conique ,  les  pôtés  opposés  qq[y  nn'  prolongés  iront  se  couper  sur  la 
polaire  D. 

On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

4""  Si  par  une  droite  D,  coupant  une  sphère  S  en  deux  points  m  et  m',  on  mène  une 
série  de  plans  P,P',  P",  ete.,  coupant  la  sphère  S  suivant  les  cercles  G,  G',  G",  etc.^  ces 
cercles  pourront  être  unis  deux  à  deux  par  des  cônes  dont  les  sommets  sei'ont  situés  sur 
la  droite  D ,  intersection  des  deux  plans  0  et  &  tangents  à  la  sphère  S  aux  points 
m  et  m\ 


CHAPITRE  VIII. 


DÉVELOPPEMENT   DES   SURFACES  CYLINDRIQUES   ET   CONIQUES. 


372.  Si  nous  imaginons  une  série  de  plans  tangents  menés  à  une  surface  réglée 
et  développable  par  toutes  ses  génératrices  droites,  tous  ses  plans  (que  nous 
supposons  successifs  et  infiniment  voisins)  se  couperont  deux  à  deux  suivant 
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des  droites ,  qoi  ne  seront  autres  que  les  diverses  génératrices  droites  on  coroo 
térisiiques  de  la  sarface  déveioppabie,  et  en  nnaginant  que  diacaii  tomne  nespeo- 
tivement  autour  de  chacune  de  ces  droites  poar  venir  s'appliqoer  «Kcessive^ 
ment  sur  celui  qui  le  précède  ^  on  voit  qu'en  ne  coasemot  de  chacun  de  ces 
plans  que  Téiément  de  la  sarface  qui  y  était  contena ,  tous  les  élémenis  de  la 
surface  courbe  se  trouvent  rapportés  et  étendus  sur  un  même  plan  ;  tontes  les 
courbes  tracées  sur  la  surface  développable  se  transformeront  snr  le  plan  du 
développement  en  d'autres  courbes.  On  obtiendra  ainsi  ce  que  Ton  nomme  la 
transformée  d'une  courbe  C  à  double  courbure  et  tracée  sur  une  surface  dévek)^ 
pable.  Il  est  à  remarquer  que  si  nous  supposons  une  tang^ite  6  à  la  courbe  C  en 
un  certain  point,  elle  sera  encore  tangente  à  la  transformée  C,  après  le  développe* 
ment  effectué  sur  le  plan  tangent  T  mené  par  la  tangente  9 ,  car  Vêlement  reeti- 
ligne  que  la  tangente  6  avait  de  commun  avec  la  courbe  C  n'a  pas  cessé  d'être 
commun  à  la  tangente  0  et  à  la  eourbe  C,.  Si  dans  le  pian  tangent  T^  sur  lequel 
on  effectue  le  développement  de  la  surface  développable,  on  suppose  une  perpen- 
diculaire à  la  tangente  6 ,  elle  est  aussi  perpendiculaire  à  la  courbe  C.  avant  et 
après  le  développement ,  donc  la  tangente  n'a  pas  cessé  d'être  tangente  par  le 
mouvement  des  plans  tangents^  et  la  normale  entrabée  dans  le  même  mouTement 
ne  cesse  pas  d'être  normale. 

D'après  cela ,  il  sera  bien  facile  de  rapporter  sur  le  développement  d'une  sur^ 
face  développable  une  courbe  et  sa  tangente ,  ce  qui  est  presque  toujours  la  but 
qu'on  se  propose.  Au  lieu  de  construire  tous  les  plans  tangents  pour  les  rabattre 
successivement,  et  les  recoucher  les  uns  sur  les  autres  pour  ne  former  qu'un 
seul  plan,  on  coupe  la  surface  proposée  par  une  autre  surface  qui  soit  perpendicu- 
laire à  toutes  ses  génératrices,  ou  bien  on  cherche  sur  la  surface  une  courbe  dont 
la  transformée  s'obtienne  immédiatement  (ou  en  d'autres  termes  une  courbe  dont 
la  forme  de  la  transformée  soit  connue  d'avance),  dont  la  longueur  ou  le  déve- 
loppement soit  facile  à  trouver  et  qui  soit  telle  que  l'on  connaisse  facilement  l'angle 
que  fait  chaque  génératrice  droite  de  la  surface  avec  cette  courbe.  Ainsi,  un 
cylindre  et  un  cône  droits  à  bases  circulaires  peuvent  se  développer  facilement, 
car  le  premier  ayant  toutes  ses  génératrices  perpendiculaires  à  la  circonférence 
de  sa  base  et  parallèles  entre  elles,  après  le  développement  de  la  surface  ces  géné- 
ratrices resteront  parallèles  et  seront  perpendiculaires  à  la  transformée  de  la  base , 
de  sorte  que  l'on  aura  le  développement  du  cylindre  en  prenant  une  droite  égale 
en  longueur  à  la  circonférence  de  sa  base  et  lui  élevant  (par  les  divers  points  de 
cette  droite)  des  perpendfcuHaîrw» 

Le  cône  de  révolution  a  tous  les  points  de  la  circonférence  de  sa  base  également 
distants  du  sommet ,  et  cette  circonférence  coupe  sous  l'angle  droit  toutes  les  géoé- 
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ratrices  éroîtea  d«  cèoe;  il  suffira  donc  de  la  développer  sar  une  antre  circonfé- 
rence de  onrcle  décrite  smsc  un  rayon  égal  à  cette  distance  ou  kV apothème  du 
cône  droit  donné. 

La  générfftimi  de  l'héKce  prouve  que  sa  transformée  est  une  ligne  droite  et  se 
confond  par  oonaéquent  avec  sa  tangente  en  chacun  de  ses  points  ;  c'est  même  la 
considéralkm  dont  on  se  sert  pour  construire  la  tangente  à  l'hélice  cylindrique , 
comme  nous  le  verrons  au  chapitre  X.  On  pourra  donc  employer  l'hélice  cylin- 
drique,  au  lieu  de  la  stction  droite,  pour  développer  un  cylnidre,  puisque  l'on 
sait  que  la  transformée  de  l'hélice  est  une  droite  ;  mais  il  faudra  alors  connaître 
à  prwri  la  longueur  d'une  gpire  de  cette  courbe  et  Vangle  sous  lequel  elle  coupe  tes 
génératrices  droites  du  cyKndre. 

Nous  n'e^amiDerims  ki  que  le  développement  des  surfaces  cylindriques  et 
coniques  génénU^^ 

3?&.  Déffetêfpemmt  if un  ctftmdre.  Cette  question  peut  se  déccoaposer  en  plu- 
sieurs autres  que  naos  attoms' distinguer,  pour  rendre  l'c^iération  pins  simple  et 
plus  facile  à  saisir. 

1  *"  Comftmwe  ta  wmtion  érviie  (f  kh  cifimdre.  Il  faut  couper  le  cylmdre  par  une 
surface  normale  à  toutes  ses  génératrices  ;  la  courbe  de  section  est  ce  qu'on  nomme 
la  secHen  drtnle  du  cylindre;  il  est  évident  que  le  plan  est  la  surface  qui  satisfera 
à  la  condition  demandée ,  puisque  toutes  les  génératrices  droites  d'un  cylindre 
sont  parallèles. 

Première  méthode.  Soit  A  {fig.  33S)  la  directrice  droite  du  cylindre  et  B  sa  base , 
soit  H'  la  trace  horizontale  du  plan  de  section  droite ,  elle  est  perpendiculaire  aux 
projections  horizontales  des  génératrices  droites  du  cylindre  (n*  %\  ).  Nous  n'avons 
pas  besoin  des  projections  de  cette  section^  il  nous  suffit  d'en  trouver  le  rabattement 
(puisque  nous  devons  construire  «ne  ligne  droite  égale  en  longueur  au  périmètre 
de  cette  courbe  êecAorn  cfrotle);  pour  cela  nous  remarquons  que  les  plans  qui  pro- 
jettent horizontalement  les  génératrices  rencontrent  le  plan  P  suivant  des  droites 
perpendiculaires  aux  génératrices  correspondantes ,  donc  pour  la  génératrice  6 , 
par  exemple ,  rabattons  son  plan  projetant,  en  le  faisant  tourner  autour  de  sa 
trace  horizontale  ou  6*  prise  comme  axe  de  rotation  ;  au  moyen  du  point  m  qui 
se  rabat  en  m*^,  G  sera  rabattue  ai  G',  l'intersection  du  plan  projetant  G  et  du  plan 
P  sera  rabattue  en  la  droite  mV  perpendiculaire  sur  G^  et  n'  sera  le  rabattement 
d'un  poittt  m  de  la  seetion  droîle-  Pour  déterminer  tous  les  autres  points,  il  suffit 
d'observer  que  toutes  tes  génératrices  font  le  même  angle  avec  le  plan  horizontal, 
OQ,  ce  qui  est  la  mônM  chose,  avec  leurs  projections  horizontales,  donc  dans 
les  rabattements  des  divers  plans  {H*ojetauts ,  toutes  ces  génératrices  sont  paral- 
lèles et  il  en  sera  de  même  de  leurs  perpendiculaires,  il  suffira  donc  de  répéter  poitr 
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chacune  les  constructions  faites  sur  G,  et  nous  déterminerons  une  coorbeK%  qui 
n'est  pas  le  rabattement  de  la  section  droite,  mais  qui  servira  à  la  construire. 

En  effet  la  droite  rrt'n  est  perpendiculaire  à  H%  puisqu'elle  est  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  fois  au  plan  P  et  au  plan  horizontal ,  et  par  conséquent  à  leur 
intersection ,  elle  sera  donc  le  rayon  de  rabattement  du  point  n ,  qui  se  portera 
en  n''.  On  déterminerait  de  la  même  manière  tous  les  points  du  rabattement  C  de 
la  section  droite  C. 

Deuxième  méthode.  La  construction  se  simplifierait  en  prenant  un  nouveau  plan 
vertical  de  projection  parallèle  aux  génératrices  droites  de  la  surface  cylindrique, 
et  ensuite  en  rabattant  le  plan  de  section  droite ,  sur  le  plan  horizontal  ou  en  consi- 
dérant le  plan  de  section  droite  comme  un  nouveau  plan  horizontal  de  projection. 

^  Développer  lé  cylindre. .  Puisque  toutes  les  génératrices  sont  perpendiculaires 
à  la  section  droite,  prenons-en  la  transformée  rectiligne  aW^  puis  élevons  des 
perpendiculaires  M,  a^^a!'  aux  extrémités  de  cette  transformée  rectiligne ,  elles 
comprendront  entre  elles  la  surface  cylindre  développée  ;  en  supposant  toutefois 
qu'on  n'effectue  le  déroulement  du  cylindre  qu'une  seule  fois. 

3""  Rapporter  sur  le  développement  une  courbe  située  sur  le  cylindre  et  dont  on  conr 
naît  les  projections.  Les  constructions  précédentes  nous  conduisent  directement  à  1^ 
transformée  delà  base  du  cylindre;  en  effet,  nous  avons  construit  les  rabattements 
de  toutes  les  portions  des  génératrices  comprises  entre  cette  base  et  la  section 
droite  ;  si  donc  ayant  ouvert  le  cylindre  en  un  point  a  de  la  section ,  ou  suivant 
la  génératrice  droite  G,  qui  y  passe,  nous  prenons  sur  la  transformée  de  la  section 
droite  des  parties  M=an'',  et  en  assez  grand  nombre,  ensuite  que  par  tons  les 

points  ainsi  obtenus  nous  élevions  les  perpendiculaires  a'a',ny,yV, qui  nous 

représenteront  les  génératrices  G, ,  G ,  il  n'y  aura  plus  qu'à  porter  sur  elles  les 

distances  comprises  entre  la  base  et  la  section  droite ,  dislances  qui  sont  données 
en  pn' ,  la  courbe  B'  qui  passe  par  les  extrémités  de  ces  droites  est  la  transfor- 
mée de  la  base  du  cylindre. 

Au  moyen  de  la  transformée  de  la  base  du  cylindre ,  on  obtient  facilement  les 
transformées  de  toutes  les  autres  courbes  tracées  sur  le  cylindre ,  et  cela  en  por- 
tant sur  les  génératrices  au  développement  et  en  partant  des  divers  points  de  la 
transformée  de  la  base  des  longueurs  égales  aux  parties  comprises  entre  cette  base 
et  la  courbe  dont  on  cherche  la  transformée. 

4""  Enfin  mener  la  tangente  en  un  point  de  la  transformée.  Observons  que  la  tan* 
gente  au  point  m ,  doit  être  sur  le  plan  tangent  dont  l'intersection  avec  le  plan 
de  section  droite  est  une  tangente  à  la  section  droite.  Menons  la  trace  du  plan  tan- 
gent ,  elle  rencontre  celle  du  plan  P  en  t ,  mais  la  tangente  à  la  section  droite ,  qui 
est  l'intersection  de  ces  deux  plans,  rencontrera  le  plan  horizontal  en  ce  même 
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point  i  y  qui  ne  variera  pas  pendant  le  développement  ^  donc  cette  tangente  sera 
donnée  en  &.  Or ,  dans  le  développement ,  la  tangente  à  une  courbe  lui  demeure 
tangente ,  donc  0'  se  confondra  avec  aV ,  le  point  i  se  trouvera  toujours  à  une 
distance  kf  de  point  n  vers  le  point  a,  i\  faudra  donc  prendre  nH*=nHy  joindre 
Vp'j  ce  sera  la  tangente  0  rapportée  sur  la  transformée. 

373  bis.  Nous  avons  indiqué  deux  méthodes  (n*373,  1*)  pour  construire  la 
section  droite  d'un  cylindre,  celle  que  Ton  doit  préférer  est  sans  contredit  la 
seconde  qui  consiste  à  changer  de  plan  vertical  de  projection ,  ce  qui  est  facile , 
lorsqu'il  s'agit  d'un  cylindre  donné  par  sa  base  ou  trace  horizontale  et  les  projec- 
tions de  la  droite  D  à  laquelle  ses  génératrices  droites  sont  parallèles ,  puisqu'il 
sufiSt  de  connaître  la  projection  D*"^  de  la  droite  D  sur  le  nouveau  plan  vertical  de 
projection  dont  la  ligne  de  terre  LT'  est  prise  parallèle  à  D^. 

Mais  si  nous  avons  exposé  la  première  méthode ,  c'est  qu'elle  nous  permet  de 
montrer  une  application  du  principe  dont  nous  avons  parlé  dans  la  première  partie 
de  ce  cours  (n*  456),  et  qui  consiste,  lorsqu'il  s'agit  d'un  problème  plan^  à 
faire  passer  dans  l'espace  une  partie  du  système  plan  pour  arriver  souvent  avec 
facilité  à  la  solution  du  problème  proposé  sur  ce  système  plan. 

Laifig.  235  nous  en  offre  un  exemple  remarquable. 

Et  en  effet  :  soient  données  (fig.  235  bis)  une  courbe  B  et  quatre  droites  A,  K, 
L  et  D ,  telles  que  A  soit  dirigé  arbitrairement  par  rapport  à  la  courbe  B ,  et  que 
les  droites  A  et  K  soient  rectangulaires  ou  non  entre  elles ,  et  que  les  droites  L  et  D 
soient  aussi  rectangulaires  ou  non  entre  elles. 

Gela  posé  : 

Menons  par  un  point  b'  de  la  courbe  B  une  droite  6V  coupant  la  droite  A  au 
point  a' y  et  par  ce  même  point  b'  une  droite  6'ef  parallèle  à  la  droite  D  /puis  par  le 
point  af  une  droite  a'd'  parallèle  à  la  droite  L ,  les  droites  b'df  et  a'cf  se  couperont 
en  un  point  d'. 

Faisant  la  même  construction  pour  chacun  des  points  6, 6',  b",  etc.,  de  la  courbe 
B ,  on  trouvera  une  suite  de  points  dydiyd",  etc. ,  qui  détermineront  une  courbe  B'  ; 
on  demande  :  la  courbe  B  étant  une  section  conique  y  quelle  sera  la  courbe  B'? 

La  courbe  B'  sera  une  section  conique  de  même  espèce  que  la  courbe  B ,  ainsi 
une  ellipse,  si  B  est  une  ellipse,  une  parabole  si  B  est  une  parabole,  etc.;  et  en 
effet  : 

Désignons  la  droite  A  par  H%  la  droite  D  par  6^,  la  droite  K  par  H'',  la  droite  L 

par  I*  et  le  point  d  par  a:*,  et  la  courbe  B'  par  C*  ;  il  est  évident  que  la  courbe  C* 

est  la  projection  horizontale  de  la  courbe  C  section  faite  dans  un  cylindre  ayant 

la  courbe  B  pour  trace  horizontale  et  ayant  ses  génératrices  droites  projetées 

horizontalement  suivant  des  parallèles  à  G^ ,  par  un  plan  P  coupé  par  les  plans 
2*  pàrtu.  ià 
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auxiliaires  X....  (parallèles  eotre  eux  et  passant  par  les  génératrices  G....  ém 
cylindre)  suivant  des  droites  L...  parallèles  entre  elles  et  projetées  sur  le  plan  ho* 
rizontal  en  des  parallèles  à  la  droite  I^. 

Quelle  que  soit  la  nature  géométrique  de  la  courbe  B ,  la  courbe  B'  sera  éb 
même  nature ,  car  si  la  courbe  B  a  une  asymptote ,  la  courbe  B^  aura  une  asymp-^ 
tote  ;  si  la  courbe  B  est  fermée ,  la  courbe  B'  sera  fermée  ;  si  la  courbe  B  est  coupée 
par  une  droite,  en  n  points ,  la  courbe  B'  sera  aussi  telle  qu'elle  sera  coupée  p«r 
une  droite  en  n  points. 

De  certaines  propriéiés  dont  jouU  le  oflindre  à  hase  seciion'^amque» 

373  ter.  Tout  cylindre  oblique  (non  de  réTolation)  ayant  poar  sectios  Énoite 
une  ellipse  ou  une  hyperbole  jouit  de  la  propriété  d'avoir  un  axe  et  le  cylnére 
dliptique  est  le  seul  des  trois  cylindres  obliques  qui  paisse  éire  coupé  par  deax 
plans  de  directions  contraires  suivant  des  cercles. 

i*  De  Vaxe  du  eytindre  etliptique  au  hyperbolique. 

Concevons  une  droite  A  parall^  aux  génératrices  d'on  cylindre  ayant  pour  base 
une  section  conique  E  quelconque ,  faisons  pass^  par  la  droite  A  une  suite  de 
plans  M»  M',  M'^^  eta ,  chacun  de  ces  plans  coupera  le  cylindre  suivant  deox  gêné* 
ratrices  droites* 

Ainsi ,  le  plan  M  suivant  les  droites  G    et  G. , 

—  M'  —  G'  et  6/, 

—  M"  —  G''  et  G,% 

—  etc.  —  etc. 

Si  la  droite  A  est  entre  les  couples  de  droites  G,  G,  et  G",  G/',  etc. ,  et  si  de  |Mw 
elle  est  équidistante  de  chacune  des  droites  dans  diaque  couple,  on  dit  ipie  la 
droite  A  est  Vaxe  du  cylindre. 

Concevons  la  section  droite  d'un  cylindre  oblique,  cette  sectios  sera  nae 
ellipse  E ,  ou  une  hyperbole  H ,  ou  une  parabole  P.  Or ,  si  Toa  prend  le  ]^n  de 
section  droite  pour  plan  horiaontal,  la  droite  A  sera  verticale;  et  pour  q«e  la 
droite  A  soit  un  axe,  il  faudra  que  sa  trace  horizontale  a  soit  le  milieu  de  toales 
les  cordes  des  courbes  E  ou  H  ou  P  passant  par  elle. 

Or»  il  est  évident  que  cela  ne  peut  avoir  liea  qu'autant  que  le  point  a  sera  le 
centre  de  la  section  droite. 

Ainsi,  il  est  démontré  que  parmi  les  trois  cylindres  obliques,  deux  asale* 
ment,  savoir  :  Telliptique  et  l'hyperbolique,  peuvent  avoir  et  ont  eoeffel 
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qui  est  la  droite  passant  par  te  centre  de  la  section  droite  et  parallèle  aox  géné-^ 
caAfîees  droites  dn  cylindre;  et  il  est  évident  que  toute  section  faite  par  «tt 
plan  quelconque  à  travers  Tun  ou  f  autre  de  ces  deux  cylindres,  a«ra  son  centre 
sur  Vaxe. 

2**  Sections  circulaires  du  cylindre  elliptique. 

Lorsque  Ton  cherche  si  une  surface  peut  être  coupée  par  un  plan  suivant  un 
cercle,  il  faut  nécessairement  partir  de  cette  idée  géométrique  que  le  cercle  est  une 
tXàpse  dont  les  deux  axes  sont  égaux. 

Comme  dans  un  cercle  tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  sont  rectan^ 
gttiaires  entre  eux ,  il  faut  alors  faire  passer  le  plan  (dont  Tinclinaison  doit  être 
calculée  de  manière  à  obtenir  une  section  circulaire)  par  une  tangente  0  à  la 
surface  et  par  une  droite  R  perpendiculaire  à  cette  tangente  6,  cette  droite  R 
étant  telle  qu'elle  puisse  contenir  le  centre  du  cercle  à  construire. 

Gela  posé  : 

Si  l'on  coupe  par  un  plan  P  quelconque  un  cylindre  elliptique,  on  sait  que  la 
section  Ë  aura  toujours  pour  centre  le  point  o  en  lequel  Vaxe  du  cylindre  est 
coupé  par  le  plan  P. 

Cela  posé  : 

Si  Ton  prend  un  point  m  sur  le  cylindre  S  et  si  Ton  construit  le  plan  T  taa-* 
gent  en  m  à  celte  surface  Xy  il  faudra  que  le  plan  (m,  A)  passant  par  le  point  m 
et  Taxe  A  dn  cylindre  S  soit  perpendiculaire  au  plan  T,  pour  que  menant  par  le 
point  m  un  plan  P  quelconque  coupant  le  plan  T  suivant  une  tangente  0  et  le  plan 
(m,  A)  suivant  une  droite  R,  les  deux  droites  R  et  6  soient  rectangulaires  entre 
elles,  puisque  la  droite  R  doit  contenir  le  centre  du  cercle  C,  section  faite  dans  la 
surface  S  par  le  plan  P. 

Il  est  donc  évident  qu'ayant  construit  la  section  droite  E  du  cylindre  elliptique, 
le  point  m  devra  être  l'un  des  quatre  sommets  de  cette  ellipse  £!• 

Cda  posé  : 

Désignons  par  a  et  a!  les  extrémités  du  grand  axe  et  par  b  et  b'  les  extrémités 
du  petit  axe  de  la  section  droite  Ë ,  et  construisons  les  quatre  plans  T,  T^  0,  & 
respectivement  tangents  au  cylindre  £  en  chacun  des  sommets  a,  a! y  by  b'  de 
TeUipse  Ë. 

Ces  quatre  plans  détermineront  par  leurs  intersections  deux  à  deux  un  prisme 
droit  à  ayant  pour  section  droite  le  rectangle  circonscrit  à  l'ellipse  E  et  construit 
sur  ses  axes. 

Pour  obtenir  une  section  circulaire  il  faudra  couper  le  prisme  A  par  un  plan  P 
dirigé  de  telle  façon  que  la  section  soit  un  carré. 
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Or  l'on  ne  peut  couper  deux  plans  verticaux  T  et  ©  rectangulaires  entre  eux , 
suivant  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles ,  que  par  un  plan  perpendiculaire 
à  Tun  des  plans  donnés  T  ou  0. 

Le  plan  P  qui  donnera  une  section  circulaire  dans  le  cylindre  elliptique  2 
devra  donc  passer  par  Tun  des  axes  de  la  section  droite  E  ou  être  parallèle  à  Tun 
de  ces  axes. 

Cela  posé  : 

Il  est  évident  que  pour  que  la  section  faite  dans  le  prisme  rectangulaire  A  soit 
un  carré  y  il  faut  que  le  plan  sécant  soit  parallèle  au  grand  côté  du  rectangle  base 
de  ce  prisme  A. 

Dès  lors  désignant  par  a  le  demi-grand  axe  et  par  b  le  demi-petit  axe  de  Tellipse  E 
et  par  a  Tangle  que  le  plan  P  passant  par  le  grand  axe  de  Tellipse  E  doit  faire  avec 
le  plan  de  cette  courbe  E ,  on  devra  avoir  : 

b 

cosa  =  - 

a 

Pour  que  le  plan  P  coupe  le  prisme  A  suivant  un  carré ,  ou  le  cylindre  E  sui- 
vant un  cercle  G  ayant  son  rayon  égal  à  a. 

373  quater.  Des  plans  diamétraux  conjugués  du  cylindre  oblique  à  base  section^ 
conique. 

Il  est  évident  qu'un  cylindre  étant  coupé  par  des  plans  parallèles  suivant  des 
courbes  identiques,  ou  en  d'autres  termes  superposables ,  si  l'on  conçoit  une  série  de 
cordes  parallèles  dans  un  cylindre  S  ayant  pour  section  droite  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  ou  une  parabole,  les  milieux  de  toutes  ces  cordes  seront  sur  un  plan 
qui  prend  le  nom  de  plan  diamétral  du  cylindre  1  oblique  et  à  base  section-co- 
nique; et  les  cordes  dont  les  milieux  sont  sur  le  plan  diamétral,  sont  dites  cordes 
conjuguées  du  plan  diamétral ,  ou  le  plan  diamétral  est  dit  :  plan  diamétral  conjugué 
des  cordes  parallèles. 

A  chaque  plan  diamétral  correspond  un  système  de  cordes  conjuguées,  et 
réciproquement  à  chaque  système  de  cordes  parallèles  correspond  un  plan  dia- 
métral conjugué. 

Gela  posé  : 

Goncevons,  dans  le  cylindre  S,  un  système  de  cordes  parallèles,  Y,  Y',  Y'',  etc., 
et  le  plan  diamétral  P  conjugué  de  ces  cordes. 

Traçons  dans  le  plan  P  une  droite  quelconque  D ,  et  imaginons ,  dans  le  cy- 
lindre 2,  une  suite  de  cordes  X,X',X'',  etc.,  parallèles  à  D,  les  milieux  de  ces 
cordes  seront  sur  un  plan  Q  qui  sera  le  plan  diamétral  conjugué  de  ces  cordes 
Ay  J\ ,  Jv  ,  etc. 
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Cela  posé  :  1*  Les  deux  plans  P  et  Q  se  couperont  suivant  Taxe  A  du  cy- 
lindre 2. 

Et  en  effet.  Nous  pourrons  toujours  mener  un  plan  Z  parallèle  aux  cordes 
Y  et  X  ;  ce  plan  Z  coupera  le  cylindre  £  suivant  une  section  conique  E'  dont  le 
centre  sera  sur  Taxe  A  si  le  cylindre  £  est  elliptique  ou  hyperbolique ,  et  ce 
mén^e  plan  Z  coupera  les  plans  P  et  Q  suivant  deux  droites  Y,  et  X.  res^ 
pectivement  parallèles  aux  cordes  Y,  Y',  Y'',  etc.,  et  X,  X',  X'',  etc.  En  vertu 

de  ce  que  le  plan  P  est  diamétral  par  rapport  aux  cordes  X la  droite  Y, 

passera  par  le  milieu  de  la  corde  X, ,  et  en  vertu  de  ce  que  le  plan  Q  est 

diamétral  par  rapport  aux   cordes  Y la*  droite  X,   passera  par  le  milieu 

de  la  corde  Y,  ;  les  deux  cordes  X,  et  Y,  se  croisent  donc  au  centre  de  la 
courbe  ellipse  ou  hyperbole  E';  les  deux  plans  P  et  Q  se  coupent  donc  sui- 
vant Taxe  A. 

De  plus  les  diamètres  X.  et  Y,  sont  évidemment  des  diamètres  conjugués  de  la 
courbe  E^  :  donc  dans  le  cas  où  E'  est  une  ellipse ,  les  plans  tangents  T  et  T'  au 
cylindre  £  et  parallèles  au  plan  diamétral  P  et  les  plans  tangents  O  et  ©^  au  même 
cylindre  2  et  parallèles  au  plan  diamétral  Q  seront  coupés  par  tout  plan  sécant  Z , 
suivant  un  parallélogramme  circonscrit  à  la  section  E^  donnée  par  ce  plan  Z  dans 
le  cylindre  elliptique  £• 

Et  dans  le  cas  où  la  courbe  E'  est  une  hyperbole,  les  plans  diamétraux  P  et  Q 
sont  coupés  par  tout  plan  Z  suivant  les  diamètres  conjugués  de  la  section  E\ 

Mais  nous  avons  mené  dans  le  plan  P  une  droite  D  arbitraire;  pour  chaque 
position  nouvelle  D^  de  la  droite  D ,  on  aura  un  système  différent  de  cordes  paral- 
lèles Xo9  Xo^  X/,  etc.;  mais  évidemment  les  milieux  de  toutes  ces  cordes  paral- 
lèles au  plan  P ,  quelle  que  soit  leur  direction ,  seront  toujours  sur  un  seul  et 
même  plan ,  qui  sera  le  plan  Q. 

Les  plans  tels  que  P  et  Q  sont  dits  plans  diamétraux  conjugués.  Pour  un  cylindre 
parabolique,  on  verra  facilement  que  tous  les  plans  diamétraux  sont  parallèles 
entre  eux  et  que  deux  plans  diamétraux  ne  peuvent  être  conjugués  entre  eux  ; 
mais  à  chaque  plan  diamétral  P  correspondra  une  infinité  de  plans  Q,  Q^,  Q^',  etc. , 
parallèles  entre  eux  et  passant  chacun  par  une  des  cordes  parallèles  entre  elles 
et  conjuguées  au  plan  P  ;  en  sorte  que  le  plan  P  coupera  les  plans  Q,  (/,  Q^,  etc., 
suivant  des  droites  parallèles  entre  elles  et  aux  génératrices  droites  du  cylindre 
parabolique  £;  et  tout  plan  Z  coupera  :  IMe  cylindre  £,  suivant  une  parabole  E', 
2*  le  plan  P  suivant  un  diamètre  Y,  de  E'  et  3'  les  plans  Q,  Cy,  Q'',  etc.,  suivant  des 
cordes  de  E'  et  conjuguées  du  diamètre  infini  Y,. 

Si  Ton  considère  la  section  droite  du  cylindre  £ ,  on  aura  une  ellipse  ou  une 
hyperbole ,  ou  une  parabole ,  et  il  est  évident  que  parmi  les  divers  systèmes  des 
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plws  diamélraaK  coi^ugués  P  etQ,  daus  le  cas  du  cylindre  elliptique  <m  hyper- 
bolique, ou  parmi  les  systèmes  composés  d'un  plan  diamétral  P  et  de  plansK^ordm 

QyQ'yQ^  6tc.  (les  plaos  PetQ, Q'^ éLmt  conjugués  entre  eux)  dans  le  cas 

en  cylindre  paraboliq<ie,  il  «.istera  toujours  un  système  rectangulaire,  qui  8era 
4onDé  :  V  par  les  plans  diamétraux  P.  et  Q,  passant  par  les  axes  de  Tellipse  ou 
àtà  rhyperbole  section  droite,  ou  91^  par  le  pian  diamétral  P,  et  les  plans-cordes 
Q^yQ[^yQ'\y  ctc,  passaut  le  plan  P.  par  Taxe  infini  de  la  parabole  section  droite, 
et  les  plans-cordes  Q,,  Q'.vQ^,  etc.,  par  Jes  coudes  conjuguées  de  Taxe  infini, 
Mrdes  qui  seront  dès  lors  perpendiculaires  à  cet  axe  infini  de  la  parabole  sectkMt 
•dnûîte; 

On  donne  au  plan  P.  le  nom  da  plan  principal^  ainsi  qu'au  plan  Q, ,  quand  ee 
plan  Q.  est  un  plan  diamétral. 

Ainsi  les  cylindres  elliptiques  et  hyperboliques  ont  deux  plans  diamétraux  prin- 
éfnmx^  et  le  cylindre  parabolique  n'a  qu'un  seul  plan  diamétral  principaL 

Mtïsi  Pon  peut  dire  que  Le  plan  diamétral  principal  est  celui  qui  coupe 
leetangulairemeot  le  système  des  ooréei  parallèles  entre  elles  et  qui  lui  sont 
oanjttguées. 

Du  déuelappement  d'un  cône  quelconque. 

371.  Dévelappemmt  d'un  cône.  Nous  décomposerons  cette  question ,  cenme  la 
précédente  relative  au  cylindre ,  on  cinq  parties. 

1*  Section  droite.  Toutes  les  génératrices  droites  d'un  c6ne  concourant  en  un 
même  point  qui  est  le  sommet  du  cône,  une  sphère  d'un  rayon  arbitraire,  mais 
ayant  pour  centre  le  sommet  du  cône  proposé  résoudra  la  question  partielle  qni 
nous  occupe.  Soit  s  le  sommet  et  B  la  hase  du  cône  {fiy.  236);  du  sommet*, 
avec  un  rayon  quelconque,  décrivons  une  sphère  :  elle  coupe  le  cône  suivant 
une  courbe  qu'on  déterminiS  focileoieat.  £n  effet ,  M  étant  le  plan  méridien  prin- 
cipal de  la  sphère,  pour  avoir  le  point  où  la  génératrice  droite  G  du  cône  ren- 
contre la  sphère,  on  suppose  le  plan  vertical  projetant  horizontalement  cette 
génératrice,  et  on  le  fait  tourner  autour  de  son  intersection  avec  le  plan  M, 
jusqu'à  ce  qu'il  soit  devenu  parallèle  au  plan  vertical  de  projection,  ou  en 
d'autres  termes,  jusqu'à  ce  quil  soit  venu  se  confondre  avec  le  plan  M;  ators 
le  point  m  se  porte  en  .m\  et  sa  projection  verticale  est  en  m\  la  génératrios 
draîta  G  prend  la  position  G'  et  rtencontre  en  »'  la  section  méridienne  principale 
de  la  sphère;  dans  le  retour  du  plan  (que  nous  venons  de  considérer),  le 
point  n'  conservera  la  même  hauteur  au*dassus  du  plan  horizontal  de  projeo*- 
tion  et  sera  toujours  le  point  ds  mncontre  de  la  droite  G  (pendant  son  mouve- 
ment de  rotation)  avec  laspbàre.  Donc  cette  rencontpe  aura  lieu  en.  n;  an  itmk- 
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verait  ainsi  tous  les  autres  points  de  rint«rsection  G  des  deux  surfaces  conique 
et  sphérique. 

2**  Trouver  te  développement  de  la  seciion  droite.  La  courbe  C  que  nous  venons 
de  déterminer  étant  à  double  courbure,  on  ne  peut  pas  en  obtenir  la  vraie  gran- 
deur par  un  rabattement;  dès  lors*  on  la  suppose  tracée  sur  un  cylindre  vertical 
ayant  pour  base  sa  projection  horizontale  C*,  et  on  développe  ce  cylindre  par  le 
procédé  que  nous  avons  indiqué  ci-dessus,  en  observant  que  la  base  C^est  alors 
la  section  droite  de  ce  cylindre;  la  droite  «,«/  est  égale  au  périmètre  de  la 
courbe  G*  rectifiée;  la  transformée  de  la  courbe  à  double  courbure  C  s'obtient  en 
prenant  des  perpendiculaires  égales  aux  hauteurs  itf  de  ses  divers  points  n  au- 
dessus  du  plan  horizontal.  La  courbe  G/  donne  la  vraie  longueur  de  la  section 
droite  et  sphérique  G. 

3""  Développer  le  cane.  Tous  les  points  de  la  section  droite  sont  situés  sur  la 
surface  sphérique,  et  par  conséquent  également  éloignés  du  sommet  du  cône^ 
donc  celte  courbe  se  développera  sur  ua  arc  de  cercle  décrit  du  même  rayon 
que  la  sphère  et  tracé  en  a!nW\  La  nappe  supérieure  du  cône  serait  donnée,  au 
développement,  par  le  secteur  compris  entre  les  prolongements  des  rayons 
extrêmes  sW  et  <V  lesquels  comprennent  le  développement  de  la  nappe  infé- 
rieure du  c6ne. 

i"*  Décrire  la  transformée  d'une  courbe  quelcotique  X  située  sur  te  cône.  Il  faut 
par  les  divers  points  de  G',  mener  des  rayons  qui  représenteront  les  génératrices 
droites  du  cône  au  développement,  et  prendre  sur  eux  des  longueurs  égales 
à  la  partie  comprise  entre  le  sommet  s  du  cône  et  chacun  des  points  de  la 
courbe  X  tracée  sur  ce  cône,  puis  joindre  les  extrémités  de  ces  longueurs 
ainsi  portées  par  une  ligne  qui  sera  la  transformée  X'  de  la  courbe  X  ;  nous 
obtiendrions  ta  transformée  de  Ta  base  oei  trace  horizontale  du  cône  donné 
par  la  construction  précédente,  en  remarquant  que  pour  chaque  point,  on  a 

5*  Metfer  la  tangente  à  la  transformée.  La  tangente  à  la  traiisfcrmée  au  poittt 
m'  n'est  autre  chose  que  îa  position  que  vient  prendre  égt  le  plan  du  développe* 
ment  la  tangetite  mp  à  la  base,  or  cette  tangente  et  la  taïigente  an  poitit  n  à  M 
courbe  G  sont  dans  un  même  plan  tangent  à  la  surface  conique  le  long  de  la  géiié^ 


(*)  La  transformée  d*uDe  courbe  tracée  sur  une  surface  cylindrique  ou  conique  el  en  générât  sur 
une  surface  développable  peul  présenter  des  points  d'inflexion ,  voyez  à  ce  sujet  dans  l*ouvrage  qui 
a  pour  titre  :  Complément  de  gé&métrit  d^seripHv^,  le  «lémoire  quîa  poiur  titre  :  CmstrucH&n:  des 
points  d'inflexion  de  la  transformée  d'une  courbe  plane  ou  à  double  courbure  tracée  sur  une  surface 
développable.  J'ai  publié  pour  la  première  fois  ce  mémoire  dans  le  22*  cahier  du  Journal  de  i*Éco)e 
polytechBiqTie. 
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ratrice  droite  6 ,  et  cette  tangente  est  l'intersection  de  ce  plan  tangent  avec  le  plan 
tangent  à  la  sphère  au  point  n.  Nous  pouvons  construire  ce  dernier  plan  de  deux 
manières  :  l""  en  considérant  la  sphère  comme  une  surface  de  révolution  ayant 
pour  axe  son  diamètre  vertical,  menant  donc  (n**  252)  la  tangente  en  n'  au 
cercle  A ,  cherchant  sa  trace  horizontale  j/,  la  ramenant  en  p  et  menant  H''  per- 
pendiculaire à  /n'^,  ce  sera  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  cherché.  %""  Le 
plan  tangent  à  la  sphère  est  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon ,  qui  aboutit 
au  point  de  contact ,  nous  sommes  donc  conduits  à  mener  par  le  point  n  un  plan 
perpendiculaire  au  rayon  m  (n""  83),  mais  comme  nous  ne  cherchons  ici  que  la 
trace  horizontale  du  plan  tangent,  nous  construirons  au  point  n  une  verticale  du 
plan ,  puis  par  la  trace  de  cette  droite  menant  une  perpendiculaire  à  ^n^ ,  on 
aura  H".  Les  traces  H'  et  H''  se  coupent  en  un  point  p,  et  la  droite  pn*  sera  la 
projection  horizontale  T*  de  la  tangente  T  à  la  courbe  C  au  point  ii ,  on  en  con- 
clura T"".  Gela  posé,  on  a  dans  l'espace  un  triangle  mpn  rectangle  en  n,  or  le 
côté  mn  est  construit  sur  le  développement  en  mV,  la  tangente  T  à  la  courbe  C 
vient  se  porter  en  T' tangente  à  C,  puis  la  longueur  de  l'hypoténuse  étant  donnée 
en  mpy  si  du  point  m'  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  mp  on  décrit  un  arc 
de  cercle  coupant  T'  en  p%  la  droite  m^  sera  la  tangente  demandée.  Il  faut  avoir 
soin  de  prendre  le  point  p'  du  côté  convenable  par  rapport  au  point  vf ,  et  pour 
cela  il  suffît  d'examiner  si  le  point  p  se  trouve  du  côté  de  la  génératrice  droite 
suivant  laquelle  on  aurait  fendu  le  cône  ou  du  côté  opposé* 

Remarquons  que  le  plan  qui  donne  la  section  droite  du  cylindre  est  ce  que 
devient  la  êphère  employée  dans  le  problème  actuel ,  quand  le  sommet  du  cône 
s'éloigne  à  l'infini. 

374  bis.  Toute  surface  conique  oblique  [à  base-section  conique)  jouit  de  la  propriété 
d^ avoir  un  axe. 

Menons  par  le  sommet  s  d'un  cône  £  ayant  pour  trace  sur  le  plan  horizontal 
une  section  conique  E ,  une  droite  A  située  dans  l'intérieur  de  ce  cône  ;  par  cette 
droite  A  menons  une  série  de  plans  M,  M',  M'',  etc.,  le  plan  M  coupera  le  cône 
suivant  deux  génératrices  droites  6  et  6, ,  le  plan  M'  suivant  6'  et  G'. ,  le  plan  M^ 
suivant  Gi\Q'\  et  ainsi  de  suite. 

Si  la  droite  A  est  telle  qu'elle  divise  en  deux  parties  égales  les  angles  6, 6. 

et  G',  G',  et  G",  G", ,  etc.,  alors  cette  droite  A  sera  dite  axe  du  cône  S. 

Examinons  donc  si  une  semblable  droite  A  peut  exister. 

Le  cône  2  peut  toujours  être  coupé  par  un  plan  P  suivant  une  ellipse  E.  Pre- 
nons ce  plan  P  pour  plan  horizontal  de  projection ,  menons  par  le  sommet  s  du 


cône  une  droite  D  extérieure  à  ce  cône  et  coupant  dès  lors  le  plan  P  en  un  point  rf 
extérieur  à  Tellipse  E. 

Par  ce  point  d  menons  (fig.  236  bis)  deu?L  tangentes  à  i' ellipse  E  et  désignons 
par  m  et  m!  les  points  de  contact. 

Cela  posé  : 

Par  la  droite  D  faisons  passer  une  suite  de  plans  Q,  Q',  Q",  etc. ,  les  traces  H^, 
jjQ/^  £jû7^  Q^^  ^  passeront  toutes  par  le  point  d  et  chacune  de  ces  traces  coupera 
TelUpse  E  en  deux  points ,  ainsi  : 

H*  coupera  E  en  les  points  q  et  q^ 
H«'  —  q'  et  q\ 

H«''  —  q"  et  q\ 

eiCa  •  -^—  cic» 

Divisons  en  deux  parties  égales  les  angles  qsq^ ,  q'sq^^ ,  9"V'i  >  ^^'  >  P^^  '^^  droites 
I ,  I',  V,  etc. ,  qui  viendront  couper  respectivement  les  cordes  qq^^  q^q'^,  ql^(^\ ,  etc. , 
de  l'ellipse  E  en  les  points  j,/,/',  etc. 

Il  est  évident  que  les  points  m^jj^j'^  etc. ,  et  m!  seront  sur  un  arc  de  courbe  y. 

Cela  fait  : 

Par  la  génératrice  droite  sm  du  cône  S  faisons  passer  une  suite  de  plans  R, 
R',  R",  etc. ,  les  traces  H%  H'*,  H*",  etc. ,  de  ces  plans  passeront  toutes  par  le  point 
m  et  chacune  d'elles  coupera  l'ellipse  E  en  un  second  point  r,  r',  r",  etc. 

Divisons  les  angles  rsm ,  /«m ,  r^^sm ,  etc. ,  en  deux  parties  égales  par  les  droites 
L,  L',  L",  etc. ,  ces  droites  couperont  les  cordes  rm,  r^niy  r^m,  etc. ,  dé  l'ellipse  E, 
respectivement  en  les  points  /,  /',  T,  etc. ,  et  tous  ces  points  formeront  évidem- 
ment une  courbe  fermée  $  passant  par  le  point  m  et  tangente  en  m  à  l'ellipse  E. 

Or ,  il  est  évident  que  les  deux  courbes  3  et  y ,  en  vertu  de  leur  forme  et  de  leur 
construction,  se  couperont  en  deux  points ,  dont  Tun  sera  le  point  m  et  nous  dési- 
gnerons le  second  point  par  a. 

Je  dis  que  la  droite  sa  est  Caxe  du  cône  S. 
Et  en  efTet  : 

Menons  un  plan  Y  perpendiculaire  à  la  droite  sa ,  comme  cette  droite  sa  est 
évidemment  dans  l'intérieur  du  cône  S,  ce  plan  Y  coupera  le  cône  suivant  une 
ellipse  B. 

Maintenant  :  si  nous  menons  par  les  droites  D  et  sa  un  plan ,  il  coupera  le  cône 
suivant  deux  génératrices  droites  G,  et  6/  et  la  droite  sa  divisera  en  deux  parties 

égales  l'angle  G,«G/. 
Si  nous  menons  par  les  droites  sa  et  sm  un  plan,  il  coupera  le  cône  suivant  deux 

2*  PARTIE.  23 
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génératrices  droites  K  et  K'  et  la  droite  mi  divisera  en  deux  parties  égales  l'angle 
KsK'. 

Cela  posé  : 

Le  plan  Y  coupera  la  droite  sa  en  un  point  o  et  les  droites  G^,  G',  et  K,  K' en  les 
points  g^g^  kjk\  et  Ton  aura  évidemment  en  ligne  droite  les  points  ^^^^  et  o^ 
A,  ft'  et  0,  et  de  plus,  évidemment  aussi  on  a  go=:g^b  et  ko=k'o. 

Le  point  o  est  donc  le  centre  de  Tellipse  B. 

Dès  lors,  il  est  démontré  que  la  droite  sa  est  Vexe  du  eôoe  S,  et  en  même 
temps  il  est  démontré  que  tout  cône  à  base-section  conique  jouit  de  la  propriété 
d'avoir  un  axe. 

Des  plans  diamétraux  conjugués  du  cône  oblique  à  baêe-section  conique. 

374  ter.  Puisque  toute  surface  conique  à  base-section  conique  possède  un  axe 
A,  nous  pouvons  représenter  une  surface  conique  par  sa  base  elliptique  E  et  son 
axe  A  mené  par  le  centre  o  de  cette  ellipse  et  perpendiculairement  au  plan  de  cette 
courbe  que  nous  prendrons  pour  plan  horizontal  de  projection  ;  le  sommet  s  du 
cône  sera  situé  sur  Taxe  A. 

Cela  posé  : 

Menons  une  droite  D  coupant  fa  nappe  inférieure  du  cône  en  deux  points  d  et 
d';  supposons  une  suite  de  droites  D', D^'D"',  etc.,  parallèles  entre  elles  et  à  la 
droite  D:  prenons  les  mîLieax  p  des  cordes  interceptées  par  la  nappe  infértevre 
et  la  nappe  supérieure  sur  chacune  de  ces  droites  parallèles;  tous  les  points  p 
seront  sur  une  sur£ace  A  passant  par  le  sommet  s  du  cône. 

Cela  posé^  je  dis  que  la  surface  à  n*est  autre  qu'an  plan. 

Et  en  effet  : 

Menons  une  suite  de  plans  X,  X',  X'',  etc. ,  parallèle  entre  eux  et  aux  cordes 

D ,  ces  plans  couperont  le  cône  respectivement  suivant  des  sections  coniques 

J,y, 3",  etc.,  qui  seront  semblables  et  semblablement  placées.  Toutes  les  cordes 
de  3  parallèles  à  D  auront  leur  milieu  sur  un  diamètre  «  conjugué  de  D  ;  toutes  ks 
cordes  de  y  parallèles  à  D  auront  leur  milieu  sur  un  diamètre  a  conjugué  de  D , 
et  ainsi  de  suite. 

Or,  en  vertu  de  la  théorie  de  la  similitude,  il  est  évident  que  tous  les  diamètres 
Ut  a  y  a" 9  etc. ,  sont  parallèles  entre  eux  et  dans  un  plan  P  passant  par  le  sommet  s 
du  cône. 

Ainsi,  te  cône  à  base-section  conique  a  une  infinité  de  plans  diamétraux. 

Concevons  un  plan  diamétral  P  et  le  système  de  cordes  D....  qu'il  divise  en  deux 
parties  égales ,  on  dit  que  les  cordes  D. ...  et  le  plan  P  sont  conjugués  entre  eux. 


€eb  posé  : 

fitant  doiiDés  un  plan  diamétral  P  et  le  syalème  de  cordes  D qut  lui  9<Mat 

OMJQgoéa,  menoas  dans  île  plan  P  (qui  est  iatériear  au  cône  et  le  coupe  suivant 
deux  génératrices  droites)  deux  droites  arbitraires ,  Tune  B  coupant  la  nappe  ia- 
fiériewe  du  cône  en  deux  points  ^  et  Tautre  K  coupant  la  nappe  inférieure  et  wpé* 
riasve  du  cône  et  ohacune  en  un  point. 

Toutes  les  cordes  parallèles  à  B  auront  un  plan  diamétral  conjugué  Q  et  qui  sera 
intérieur  au  cône ,  et  toutes  les  cordes  parallèles  à  E  auront  un  plan  diamétral 
conjugué  R  et  qui  sera  évidemment  extérieur  au  cône. 

Ces  trois  plans  P,  Q,  R,  sont  dits  plans  diamétraux  conjugués^  et  ils  se  coupent 
deux  a  deux  suivant  trois  droites  X\  Y\  Z^,  qui  sont  dites  diamètres  conjugués  du 

Trois  plans  diamétraox  conjugués  d'un  cône  jouissent  donc  de  la  propriété  sui- 
vante; 

Savoir  :  que  les  diamètres  conjugués  X',  Y',  Z\  suivant  lesquels  ils  se  coupent 
desx  à  deux  ^  sont  respectivement  parallèles  aux  systèmes  de  cordes  parallèles 
entre  elles  et  divisées  chacune  en  deux  parties  égales  par  les  plans  diamétraux 
conjugués. 

Si  nous  faisons  passer  par  Taxe  A  deux  plans  P  et  Q  coupant  Tellipse  E  suivant 
des  diamètres  conjugués  de  cette  courbe,  le  plan  R  sera  perpendiculaire  à  Taxe  A , 
et  par  conséquent  perpendiculaire  aux  plans  P  et  Q  ;  si  les  plans  P  et  Q  coupent  le 
plan  de  l'ellipse  E  suivant  les  axes  de  cette  courbe,  les  trois  plans  conjugués 
^t  9  Oi  9  ^i  (ainsi  déterminés)  seront  rectangulaires  entre  eux  et  ils  se  couperont 
deux  à  deux  suivant  trois  droites  A ,  X ,  Y,  qui  seront  rectangulaires  entre  elles. 

Ainsi,  un  cône  admet  une  infinité  de  systèmes  de  pians  diamétraux  conjugués 
obliques  et  un  seul  système  de  plans  diamétraux  conjugués  rectangulaires;  ces 
derniers  prennent  le  nom  de  plans  diamétraux  principaux. 

Ainsi ,  une  surface  conique  jouit  de  la  propriété  d'avoir  trois  plans  diaméêraux 
frinoipuux. 

Les  droites  X ,  Y ,  rectangulaires  entre  elles  et  à  Taxe  A  jouissent  évidemment 
de  la  même  propriété  que  cet  axe  A ,  savoir  :  que  tout  plan  mené  par  chacune 
d'efles  coupe  la  surface  conique  suivant  deux  génératrices  droites  dont  l'angle 
formé  par  les  parties  situées  pour  Tune  sur  la  nappe  inférieure  et  pour  l'autre  siir 
la  nappe  supérieure  du  cône  est  divisé  en  deux  parties  égales  par  cette  droite  X 
o«i  Y. 

Ainsi ,  une  sucface  conique  à  base-section  conique  jouit  de  la  propriété  d'avoir 
troM  axes  rectangulaires  entre  eux,  dont  l'un  A  est  dans  rintérieur  du  cène  et 
'Amt  les  deux  antres  Z  et  Y  sont  extérieurs  au  cône. 
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Il  suit  encore  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  a  un  système -de  diamètres  conjugués 
X',  Y',  2!  (le  diamètre  Tl  étant  intérieur  au  cône) ,  si  Ton  mène  par  X'  deux  plans  T 
et  T' tangents  au  cône  suivant  des  génératrices  droites  6  et  G',  les  trois  droites 
G,  G^,  TI  seront  dans  un  plan  diamétral  P  passant  par  Y'. 

Et  de  même,  si  par  la  droite  Y'  on  mène  deux  plans  0  et  0'"  tangents  aa  cône 
suivant  des  génératrices  droites  K  et  K',  les  trois  droites  K,K',  Tl  seront  dans  un 
plan  diamétral  Q  passant  par  X',  et  les  trois  plans  (Z',  X')  ou  Q ,  (Z',  Y')  ou  P  et 
(X',Y')  ou  R  seront  trois  plans  diamétraux  conjugués  du  cône. 

374  quaier.  Les  plans  diamétraux  principaux  P, ,  Q,  etR,  d'une  surface  conique 
2  à  base  section-conique,  coupent  chacun  cette  surface  en  deux  parties  symétri- 
ques; dès  lors,  si  Ton  décrit  du  sommet  «  du  cône  comme  centre  avec  un  rayon 
arbitraire  une  sphère  S ,  les  deux  surfaces  S  et  S  se  couperont  suivant  une  courbe 
X ,  laquelle  sera  symétrique  par  rapport  aux  deux  plans  diamétraux  principaux  P, 
et  Q,  qui  se  coupent  suivant  l'axe  intérieur  A  du  cône  2. 

Si  donc  on  coupe  la  courbe  X  par  un  plan  R'  parallèle  au  plan  R, ,  on  obtiendra 
sur  cette  courbe  quatre  points  n ,  w',  n",  ri" ^  qui  seront  les  sommets  d'un  rectangle; 
et  si  l'on  construit  en  chacun  de  ses  points  une  tangente  à  la  courbe  \ ,  on  aura  les 
tangentes  :  9  en  n ,  0'  en  n' ,  ^"  en  vl\  ^"'  en  ri". 

Or ,  en  vertu  de  ce  que  la  courbe  X  est  symétrique  par  rapport  aux  plans  P  et 
Q,  il  est  évident  que  ces  tangentes  se  couperont  deux  à  deux  en  des  points  situés 
sur  les  plans  P,  et  Q, ,  de  telle  manière  que  les  quatre  tangentes  6 ,  9',  9",  9'",  for- 
meront un  quadrilatère  gauche. 

Si  par  deux  tangentes  qui  se  coupent,  ou,  en  d'autres  termes,  si  par  deux 
côtés  adjacents  du  quadrilatère  gauche  on  fait  passer  un  plan ,  on  aura  quatre 
plans  passant  respectivement  par  quatre  côtés  du  rectangle  (n,  n',  ri\  ri")  et  qui  seront 
chacun  tangent  en  deux  points  à  la  courbe  X. 

Dès  lors,  on  voit  que  si  l'on  fait  rouler  un  plan  sur  la  courbe  X  de  manière  à 
ce  qu'il  soit  tangent  à  cette  courbe  et  en  deux  points  de  cette  courbe,  on  ob- 
tiendra pour  surface  enveloppe  un  cylindre  ;  et  comme  l'on  peut  faire  rouler  un 
semblable  plan  de  deux  manières  différentes  sur  la  courbe  X,  on  pourra  toujours 
placer  cette  courbe  X  sur  deux  cylindres  ^  et  ^j;',  dont  l'un  aura  ses  génératrices 
parallèles  à  Vaxe  X  et  dont  l'autre  aura  ses  génératrices  parallèles  à  Vaxe  Y  du 
cône  2. 

De  sorte  que  les  deux  cylindres  ^  et  ^'  sont  rectangulaires  entre  eux. 

Mais  si  l'on  remarque  que  la  courbe-intersection  de  la  sphère  S  et  du  cône  S 
se  compose  de  deux  branches  X  et  X'  :  l'une  X  située  sur  la  nappe  inférieure,  et 
l'autre  X'  située  sur  la  nappe  supérieure  du  cône  S,  on  voit  de  suite  que  ces  deux 
branches  X  et  X'  sont  symétriques  par  rapport  à  chacun  des  trois  plans  diamétraux 
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principaux  P, ,  Q,  et  R, ,  et  que  l'on  peut  faire  rouler  de  deux  manières  différentes 
un  plan  tangent  à  Tune  et  à  l'autre  de  ces  branches  ;  en  sorte  que  par  les  bran- 
ches X  et  X'  on  peut  faire  passer  trois  cylindres  dont  les  génératrices  seront  respec- 
tivement  parallèles  aux  trois  axes  A,  X,  Y  du  cône  S, 

Des  nœuds  que  peut  offrir  Cune  des  projections  de  la  courbe-iniersection  d'un  cône 

et  d'une  sphère. 

375.  Il  arrive  quelquefois  que  la  projection  verticale  de  l'intersection  d'une  sur- 
face conique  par  une  sphère  concentrique  possède  un  nœud,  sans  que  la  courbe 
dans  l'espace  présente  cette  circonstance.  Cela  doit  évidemment  arriver  lorsque 
le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône  parallèlement  au  plan  vertical  coupe  à  angle 
droit  et  en  deux  parties  égales  une  corde  de  la  base  du  cône  ;  car  si  Ton  unit  les 
extrémités  de  celte  corde  avec  le  sommet  du  cône,  on  aura  deux  génératrices 
droites  de  la  surface  conique  symétriquement  placées  par  rapport  à  ce  plan  méri- 
dien ,  de  sorte  qu'elles  ont  même  projection  verticale ,  et  elles  vont  dès  lors  couper 
la  sphère  en  deux  points  situés  aux  extrémités  d'une  corde  perpendiculaire  à  ce 
plan  méridien  et  qui  ont  par  conséquent  même  projection  verticale,  donc  la  pro- 
jection verticale  de  l'intersection  présentera  pour  ce  point  un  nœud  qu'il  est  facile 
d'après  cela  de  construire  directement.  On  conçoit  que  si  cette  symétrie  se  pré- 
sentait plusieurs  fois,  la  projection  offrirait  autant  de  nœuds.  Enfin  si  la  base  de 
la  surface  conique  est  une  section  conique  ayant  un  axe  sur  la  trace  de  ce  plan 
méridien,  la  projection  verticale  sera  une  courbe  non  fermée,  parce  que  la  courbe 
dans  l'espace  est  divisée  par  ce  plan  en  deux  parties ,  qui  ont  même  projection 
verticale. 

376.  En  général ,  ayant  deux  surfaces  S  et  S'  qui  se  coupent  suivant  une  courbe 
C,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  les  nœuds  des  projections  de  celte  courbe 
d'intersection  G,  si  toutefois  ces  nœuds  existent.  Cherchons,  par  exemple,  les 
nœuds  de  la  projection  verticale  C";  pour  cela,  dans  l'une  des  surfaces  S,. nous 
mènerons  une  série  de  cordes  perpendiculaires  au  plan  vertical  de  projection , 
et  nous  ferons  passer  une  surface  2  par  les  milieux  de  toutes  ces  cordes  ;  dans 
l'autre  surface  S'  nous  mènerons  de  même  une  série  de  cordes  perpendiculaires 
au  plan  vertical  de  projection  et  nous  ferons  passer  une  surface  1/  par  les  milieux 
de  toutes  ces  cordes,  et  la  projection  verticale  de  l'intersection  des  deux  surfaces 
£  et  2'  passera  par  les  nœuds  de  C ,  s'il  en  existe;  on  trouverait  de  même  les 
nœuds  de  C*  (*). 

n  Voyez  l'ouvrage  qui  a  pour  titre  :  Développements  de  géométrie  descriptive ,  chap.  III ,  p.  150. 
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CHAPITRE  IX. 


DES    SURFACES    TANGENTES ,    APPLICATION    AUX   OMBRES   ET    A   LA    PERSPECTIVE. 


877.  Deux  surfaces  sont  dites  tangentes  l'une  à  l'autre  en  un  point  m,  lorsqu'en 
wpoint  le  plan  tangent  à  Tune  des  surfaces  est  en  même  temps  tangent  à  l'autre. 
9w%  -surfaces  seront  dites  tangentes  l'une  à  l'autre  le  long  d'tme  courbe  C,  lors- 
ifoi'en^acun  des  points  de  cette  courbe  les  deux  surfaces  auront  même  plan  tan- 
gent. Si  donc  l'on  coupe  les  deux  surfaces  par  un  plan  passant  par  un  point  de 
oontact ,  les  couAes  d'intersection  auront  en  ce  point  même  tangente.  Si  rtme  des 
surfaces  est  réglée,  on  peut  mener  le  plan  sécaiït  par  la  génératrice  droite  6  pas- 
serot  par  le  point  m  contact  des  deux  surfaces  données;  cette  génératrice  6  sera 
donc  tangente  à  l'autre  surface. 

D'après  cela,  on  voit  que  pour  construire  une  surface  conique  ayant  pour  som- 
met un  point  donné  s  et  qui  soit  tangente  à  une  surface  donnée  S ,  la  méthode 
générale  consisterait  à  conduire  par  le  point  s  une  série  de  plans  sécants  coupant 
respectivement  la  surface  S  suivant  des  courbes  B,  B'...  et  à  mener  par  ce  point  s 

des  tangentes  à  chacune  de  ces  courbes  de  section  B,  B' et  ces  tangentes 

seront  les  génératrices  droites  de  la  surface  conique  demandée. 

Si  la  surface  S  est  une  sphère ,  on  fera  passer  les  plans  sécants  par  le  point  s  et 
par  le  centre  de  la  sphère;  dans  ce  cas,  la  surface  donnée  est  de  révolution ,  et  le 
pcmt  8  est  sur  l'un  des  axes  de  rotation  de  cette  surface,  dont  le  cône  tangent  sefra 
de  dévolution  et  aura  même  axe  que  la  surface  proposée ,  et  il  touchera  la  sphère 
teut  te  long  d'un  cercle  ou  parallèle  (n**  248). 

Plus  loin  nous  verrons  comment  la  méthode  générale,  indiquée  ci-dessus, 
doit  être  modifiée  suivant  le  mode  de  génération  particulier  de  la  surface  S  donnée. 

37"8.  La  série  des  points  de  contact  de  chaque  génératrice  droite  du  cône  tan- 
gent à  une  surface  quelconque  S  forme  (sur  cette  surface  S)  une  courbe  G ,  qm 
fvettd  en  général  le  nom  de  courbe  de  contact. 

Mais  si  l'on  sa^fK>se  que  le  poînt  «  est  «n  fomt  iuminevm^  il  est  évident  que  tcmte 
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la  partie  de  la  sarfece  S  comprise  dans  i'iaténieur  de  la  surface  conique  et  dtri($ée 
vem  le  sommets  sera  éclairée,  et  que  Tautre  partie  sera,  dans  Foiobrey  car  cdle  qû 
pourra  recevoir  aucun»  rayon  de  lumière  ;  c'est  pourquoi  ^  dans  ce^  cas ,  la  couiim  G 
prend  le  nom  de  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  {n^  481).  Si  la  surAuce 
conique,  qui  prend  le  nom  de  cône  lunùneuxj  est  prolongée  et  coupée  par  imh 
plan  ou  une  surface  quelconque  S'  suivant  une  courbe  G\  il  est  clair  qu  aucum 
point  de  cette  surface  compris  dans  la  courbe  d'intersection  G'  ne  peut  recevair 
db  rayons  lumineux ,  le  reste  de*  la  surface  étant  éclairé  ;  l'existence  de  celte 
ombre  provient  donc  de  l'interposition  de  la  surface  S ,  et  l'espace  de  la  snr- 
faoe  S'  renfermé  par  la  courbe  G^  prend  le  nom  d!omhre  portée  de  ta  surfttoe  S  mt 
la  surface  &. 

Si  l'on  suppose  que  le  point  s  soit  Vœil  d'un  observateur  regardant  la  surface  S, 
chaque  génératrice  du  cône  prend  le  nom  de  ra^on  visuel ^  aucun  rayon  vkiiBl 
ne  pouvant  parvenir  à  l'œil  de  l'observateur  des  divers  points  situés  au  delà  de  la 
courbe  G,  la  surface  semble  pour  l'observateur  terminée  à  cette  courbe,  qui 
prend  par  cette  raison  le  nom  de  contour  apparent.  Si  l'on  coupe  la  siu^face  conique 
par  une  autre  surface  qu'on  nomme  tableau  (laquelle  est  généralement  un  plan 
situé  entre  l'œil  s  et  la  surface  S) ,  tous  les  rayons  visuels  viendront  peindre  sur  le 
tableau  l'image  des  divers  points  de  la  surface ,  de  sorte  que  si  l'on  enlevait  te 
corps  lui-même  y  mais  en  conservant  l'image  ainsi  peinte  sur  le  tableau ,  l'œil  de 
l'observateur  placé  en  s  éprouverait  encore  les  mômes  sensations;  celte  image  a 
reçu  le  nom  de  perspective  de  la  surface  S. 

379.  Si  le  point  s  s'éloigne  à  l'infini,  la  surface  conique  dégénère  en  une  sur- 
fiEK^  cylindrique  tangente  à  la  surface  S  le  long  d'une  courbe  G,  qui  prend  encore 
les  noms  de  courbe  de  contact^  ligne  de  séparation  Nombre  et  de  lumière,  conêmr 
apparent^  suivant  que  l'on  considère  la  question  sous  l'un  des  trois  points  de  vue 
précédents,  savoir  :  l""  point  de  vue  purement  géométrique  ou  2*  et  3"  point  dfr 
vite  d'application  aux  ombres  et  perspective.  Mais  au  point  de  vue  géométrique,, 
si  l'on  prolonge  la  surface  cylindriqne  tangente  et  qu'on  la  coupe  par  un  plaa 
perpendiculaire  aux  génératrices,  l'intersection  prend  le  nom  de  projection  oom^ 
piété  de  ta  surface  S  (n''  494  ). 

379  bis.  U  faut  établir  d'une  manière  nette  et  précise  la  différence  qui  existe , 
lorsque  l'on  emploie  la  langue  graphique,  entne,  dire  :  qu'une  surface  est  com- 
plètement définie  et  écrite,  ou  dire  :  qu!une  surface  est  complètement  projetée  sur 
l'un,  des  plans  de  projection. 

Pour  résoudre  les  problèmes  proposés  sur  une  surface,  il  n'est  point  nécessaire 
que  cette  surface  soit  complètement  projetée,  mais  il  faut  toujours  qu'elle  soit 
complètement  dessinée  et  écrite. 
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Nous  Tavoiis  déjà  dit,  une  surface  est  complètement  dessinée  et  écrite,  lor^ 
qu'elle  est  donnée  par  les  projections  de  certaines  lignes  qui  suffisent  pour  pou- 
voir déterminer  les  projections  d'un  point  quelconque  situé  sur  cette  surface. 

On  désigne  par  le  nom  de  projection  complète  sur  un  plan  P  d'une  surface  don- 
née S ,  la  projection  sur  ce  plan  P  de  la  courbe  de  contact  de  la  surface  S  et  d'un 
cylindre  qui,  ayant  ses  génératrices  perpendiculaires  au  plan  P,  serait  tangent  à 
cette  surface  1. 

Les  deux  projections  complètes  d'une  surface  étant  données  sur  le  plan 
horizontal  et  sur  le  pian  vertical  de  projection  ne  peuvent  donc  évidemment 
suffire  pour  représenter  complètement  la  surface ,  pour  la  définir,  car  évidem- 
ment plusieurs  surfaces  différentes  entre  elles  peuvent  avoir  les  mêmes  projec* 
lions  complètes ,  puisque  l'on  peut  sans  peine  concevoir  plusieurs  surfaces  tan • 
gentes  en  même  temps  à  deux  cylindres  donnés  de  forme  et  de  position  dans 
l'espace. 

Aussi ,  la  projection  complète  d'une  surface  sur  l'un  des  plans  de  projection 
horizontale  ou  verticale  ne  peut  être  utile  que  lorsqu'il  s'agira  de  connaître  les 
points  du  plan  horizontal  ou  du  plan  vertical  de  projection  qui  sont  nécessaire- 
ment les  projections  horizontales  ou  verticales  de  points  appartenant  à  la  surface 
donnée. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  voit  que  la  projection  complète  d'une  sur- 
face sur  l'un  des  plans  de  projection  est  une  courbe  qui  renferme  sur  ce  plan 
un  espace  tel  que  chacun  de  ses  points  est  nécessairement  la  projection  d'un  point 
de  la  surface  donnée. 

Lorsque  l'on  veut  donner  une  représentation  complète  d'un  corps,  on  est 
obligé  de  construire  la  projection  complète  de  ce  corps. 

Lorsque  l'on  cherche  les  intersections  de  plusieurs  surfaces  entre  elles ,  il  est 
utile  de  projeter  complètement  ces  surfaces,  parce  que  les  projections  des  courbes 
d'intersection  peuvent  être  plus  facilement  déterminées,  lorsqu'elles  doivent  être 
tangentes  aux  courbes  dites  projections  complètes  des  surfaces,  ce  qui  arrive 
lorsqu'elles  ont  des  points  communs  avec  ces  courbes  ;  et  d'ailleurs  il  est  évident 
que  cela  doit  être,  car  désignons  par  1  et  S'  deux  surfaces  se  coupant  suivant 
une  courbe  C;  désignons  par  J  et  J' les  courbes  de  contact  des  surfaces  1  et  l' avec 
les  cylindres  tangents  et  projetant  complètement  ces  surfaces  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projection ,  on  aura  les  courbes  C*,  J*,  J'*. 

Si  la  courbe  C  coupe  les  courbes  J  et  J',  la  première  au  point  m  et  la  seconde 
au  point  m',  on  aura  w!'  situé  à  la  fois  sur  C^  et  J^  et  m'^  situé  aussi  à  la  fois  sur 
e  et  J'\ 

Mais  il  est  évident  que  le  plan  T  tangent  en  m  à  la  surface  2  sera  perpendicu- 
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laire  aa  plan  horizontal  de  projection ,  donc  H^  sera  une  droite  tangente  à  la  fois 
à  C*  et  y  et  au  point  m^  ;  il  en  sera  de  même  pour  le  point  m^*  commun  aux  courbes 
C*  et  J'\ 

Les  points  tels  que  m^  et  m'*,  en  lesquels  les  projections  horizontales  des  con- 
tours apparents  J  et  J' sont  tangentes  à  la  projection  C^  de  la  courbe  G  intersection 
des  deux  surfaces  données ,  sont  dits  points  limites  de  la  projection  C*  ;  on  obtien- 
drait de  la  même  manière  les  points  limites  de  la  courbe  C 

380.  On  a  vu  dans  ce  qui  précède  que  le  problème  de  mener  un  cône  tangent 
à  une  surface  peut  être  résolu  sous  trois  points  de  vue  différents  :  1*  comme  pro- 
blème de  géométrie  descriptive,  c'est-à-dire  sous  le  point  de  vue  théorique; 
2*  comme  problème  d*ombre,  il  est  alors  lié  à  la  détermination  de  Tômbre  portée  ; 
S"*  comme  problème  de  perspective  y  il  doit  alors  être  accompagné  de  la  détermi- 
nation de  la  figure  tracée  sur  le  tableau.  Nous  allons  l'examiner  sous  ces  trois 
faces  y  mais  nous  ferons  tout  d'abord  remarquer  que  dans  le  dernier  cas ,  la  sur- 
face tangente  est  nécessairement  une  surface  conique  y  et  que  dans  les  deux  pre- 
miers,  on  peut  supposer  que  la  surface  tangente  est  une  surface  cylindrique,  ou , 
en  d'autres  termes,  est  un  cône  dont  le  sommet  est  transporté  à  Tinfini  sur  une 
droite  donnée  de  direction. 

Problème  de  géométrie  théorique. 

384.  La  méthode  générale  (n*  377)  ne  doit  pas  toujours  être  préférée,  il  faut 
se  guider  sur  la  nature  particulière  de  la  surface  S.  Une  surface  peut  toujours  être 
considérée  comme  engendrée  par  le  mouvement  continu  d'une  ligne  ;  cela  posé, 
on  peut  distinguer  trois  modes  principaux  de  ce  mouvement. 

1*  La  surface  S  étant  engendrée  par  une  courbe  C  se  mouvant  parallèlement  à 
elle-même,  un  de  ses  points  m  parcourant  une  courbe  gauche  D  sera  l'enveloppe 
d'un  cylindre  mobile  A  ayant  pour  génératrices  des  droites  successivement  paral- 
lèles aux  diverses  tangentes  de  la  directrice  D.  Cela  posé ,  si  Ton  conçoit  le  cône 
t  angent  S  demandé ,  ce  cône  étant  tangent  à  la  surface  S  suivant  une  courbe  K 

{à  construire  par  points) y  cette  courbe  K  ira  couper  en  divers  points  p,p' la 

courbe  C  dans  ses  diverses  positions;  pour  chaque  point  p  d'intersection,  la 
surface  E,  la  surface  cylindrique  A  et  la  surface  conique  S  sont  tangentes  entre 
elles ,  et  ont  par  conséquent  même  plan  tangent  ;  or  le  plan  tangent  à  la  surface 
conique  S  doit  passer  par  son  sommet  «;  si  donc  par  ce  point  s  on  mène  le  plan 
tangent  à  la  surface  cylindrique  A  (n*  235),  la  génératrice  droite  de  contact  ira 
couper  la  courbe  C  en  un  point  p,  qui  sera  par  conséquent  un  point  de  la  courbe  K  ; 
en  répétant  cette  construction  pour  un  grand  nombre  de  positions  de  la  courbe  C , 

2*  pàrtib.  24 
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en  obtiendra  autant  de  points  p  que  Ton  voudra  de  cette  courbe  de  contact  K , 
laquelle,  avec  le  sommet  «,  déterminera  complètement  la  surface  conique  do- 
mandée  S. 

S""  La  surface  £  peut  être  engendrée  par  une  courbe  G  se  mouvant  parallèle- 
ment à  elle-même ,  de  manière  à  changer  de  grandeur  en  restant  toujours  sem- 
blable et  semblablement  placée,  Tun  de  ses  points  m  parcourant  une  courbe 
gaucho  D.  La  surface  S  est  alors  l'enveloppe  d'un  cône  mobile  A,  et  si  l'on  con- 
çoit le  cône  S  tangent  à  la  surface  S^  la  courbe  de  contact  K.du  cône  S  et  de  la 
surface  S  coupera  respectivement  la  courbe  C  en  chacune  de  ses  diverses  posi- 
tions; désignons  par  p^p^ les  points  de  rencontre  de  la  courbe  K  et  des  di- 
verses positions  C,  C de  la  courbe  mobile  et  génératrice  C;  pour  chaque 

point  p  d'intersection,  la  surface  S  et  les  deux  surfaces  coniques  A  et  S  sont  tan- 
gentes entre  elles,  et  ont  par  conséquent  même  plan  tatogent.  Or,  le  plan  tangent 
à  la  surface  conique  S  demandée  doit  passer  par  son  sommet  s.  Si  donc  par  ce 
point  8  on  mène  le  plan  tangent  à  la  surface  conique  A  déterminée  par  deux  posi- 
tions successives  de  la  courbe  génératrice  C  (n*  225),  la  génératrice  droite  de 
contact  ira  couper  la  courbe  C  en  un  point  p,  qui  sera  par  conséquent  un  point 
de  la  courbe  K.  En  répétant  cette  construction  pour  un  grand  nombre  de  posi- 
tions successives  de  la  courbe  C,  on  aura  autant  de  points  que  l'on  voudra  de  la 
courbe  K,  qui,  avec  le  sommet  «,  fera  connaître  la  surface  conique  demandées. 

3*  Enfin,  la  surface  S  peut  être  engendrée  par  une  courbe  plane  C,  se  mou- 
vant de  manière  que  l'un  de  ses  points  m  parcoure  une  courbe  gauche  D,  et  que 
son  plan  reste  toujours  normal  à  cette  courbe  D.  Deux  positions  successives  P 
et  P'  du  plan  de  la  courbe  génératrice  C  se  coupent  suivant  une  droite  A  perpen- 
diculaire au  plan  osculateur  à  la  courbe  D  et  au  point  m,  en  lequel  le  plan  P  coupe 
celte  courbe  directrice  D;  dans  le  mouvement  infiniment  petit  à  effectuer  pour  pas- 
ser de  la  position  P  à  la  position  P',  la  couibe  C  peut  être  considérée  comme  tour- 
nant autour  de  l'axe  A  et  engendrant  dès  lors  une  portion  infiniment  petite  de  sur- 
face de  révolution  ;  de  sorte  que  dans  ce  cas  la  surface  S  peut  être  considérée 
conune  composée  d'une  infinité  de  portions  infiniment  petites  de  surfaces  de  révo- 
lution $,  dont  les  méridiennes  sont  toutes  égales  à  la  courbe  C  et  dont  les  paral- 
lèles sont  des  cercles  tangents  aux  courbes  analogues  à  D  parcourues  par  les  divers 
points  de  la  génératrice  C.  La  surface  S  est  alors  l'enveloppe  de  cette  surface  de 
révolution  mobile  $. 

Si  l'on  conçoit  le  cône  tangent  S  demandé,  la  courbe  de  contact  K  de  ce  cône 
et  de  la  surface  donnée  S  coupera  la  courbe  C  en  chacune   de  ses  positions 

C,C', C" et  respectivement  en  les  points  pyp'jp" pour  chaque  point  pla 

surface  S,  la  surface  de  révolution  $  et  la  surface  conique  S  sont  tangentes, 
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c'est-à-dire  qu'elles  ont  même  plan  tangent  j  mais  le  plan  tangent  à  la  surface  co- 
nique S  passe  par  son  sommet  s;  si  donc  par  le  point  s  on  mène  un  plan  tangent 
à  la  surface  der  révolution  $ ,  le  point  de  contact  sera  un  point  de  la  courbe  K. 
Mais  par  un  point  extérieur  à  une  surface  de  révolution  $,  on  peut  mener  une 
infinité  de  plans  tangents  à  cette  surface  qui  auront  pour  enveloppe  un  cône  tangent 
à  cette  surface  $.  Il  faudra  donc  dès  lors  par  le  point  Sj  comme  sommet,  construire 
un  cône  M  tangent  à  la  surface  de  révolutiou  0  ;  la  courbe  de  contact  B  des  deux 
surfaces  $  et  M  ira  couper  la  courbe  C  en  un  point  qui  appartiendra  à  la  courbe  K  (*). 

382.  Problème  1.  Construire  à  une  surface  de  révolution  S  un  cône  S  tangent  el 
ayant  son  sommet  en  un  point  donné.  On  donne  le  sommet  s  de  la  surface  conique  S , 
elle  sera  donc  entièrement  déterminée ,  si  l'on  trouve  sa  directrice  ou  sa  courbe  de 
contact  K  avec  la  surface  de  rcvolulion  2  ;  or,  par  chaque  point  de  cette  courbe  K 
passe  un  parallèle  et  un  méridien  de  la  surface  de  révolution  ;  on  pourra  donc 
déterminer  cette  courbe  K  de  deux  manières  :  1""  en  cherchant  sur  chaque  cercle 
ou  parallèle  les  points  qui  appartiennent  à  cette  courbe  K  de  contact;  2*"  en  faisant 
la  même  recherche  pour  chaque  courbe  méridienne  de  la  surface  de  révolution  £• 

1*  Pour  employer  la  première  méthode,  dite  méthode  du  parallèle^  nous  remai*- 
quons  que  la  surface  de  révolution  peut  être  considérée  (n°  250,  6"  mode)  comme 
l'enveloppe  d'un  cône  mobile  ô  ayant  son  sommet  sur  l'axe  de  la  surface  de  révo- 
lution donnée  S  et  dont  les  génératrices  droites  font  avec  cet  axe  un  angle  variant 
suivant  une  loi  déterminée  (loi  qui  est  ordinairement  écrite  graphiquement  au  moyen 
de  la  courbe  méridienne  de  la  surface  S).  Si  par  le  point  s  on  mène  un  pl^n  tan- 
gent k  chacune  de  ces  sXirfaces  coniques  d  que  Ton  doit  considérer  comme  des 
enveloppées  de  la  surface  S,  les  génératrices  droites  de  contact  iront  couper  le  parai* 
lèle  correspondant  en  un  point  de  la  courbe  K.  La  méthode  exposée  (n**  225)  pour 
construire  ce  plan  tangent  exige  que  Ton  connaisse  le  sommet  du  cône  ày  mais  on 
peut  y  suppléer  comme  il  suit  : 

Soit  {fig.  237)  A  Taxe,  C  la  courbe  méridienne  de  la  surface  de  révolution 
donnée  et  A  le  parallèle  sur  lequel  nous  cherchons  les  points  appartenant  à  la 
courbe  de  contact  K.  Le  parallèle  A  coupe  la  méridienne  G  en  un  point  m;  en 
menant  en  ce  point  m  la  tangente  0  à  la  courbe  C,  on  aura  la  génératrice  droite 
de  Y  enveloppée  conique  particulière  d  à  laquelle  on  doit  mener  le  plan  tangent  ; 
pour  cela ,  par  le  point  s  on  fait  passer  un  plan  horizontal,  qui  coupe  les  droites  A 
el  €^  en  des  points  o  et  p ,  et  la  surface  conique  d  suivant  un  cercle  y  ayant  son 
centre  en  o  et  pour  rayon  op;  puis  par  le  point  s  on  mène  de&  tangentes  à  ce 


(•)  Vo^ez  pour  plas  amples  détails  sur  les  divers  modes  de  génération  d'une  surfkce ,  l'omirage 
(pi  a  peur  titre  :  Déveioppeinent  de  géométrie  descripHm ,  chapilce  VU  et  dernier. 
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cercle  ;  on  unit  les  projections  horizontales  des  points  de  contact  avec  le  point  A^, 
qui  est  en  même  temps  la  projection  horizontale  du  sommet  du  cône  d,  et  Ton  a 
les  génératrices  de  contact  des  plans  tangents  menés  par  le  point  «,  elles  vont 
couper  A*  en  des  points  a/^  et  a;'*  que  Ton  projette  verticalement  en  a:"  et  a:'%  et  l'on 
a  ainsi  deux  points  x  et  x'  de  la  courbe  K  cherchée. 

V  Quant  à  la  seconde  méthode  dite  méthode  du  méridien,  on  remarque  qu'un 
plan  méridien  coupe  tous  les  parallèles  en  des  points  tels  qu'en  menant  en  ces 
points  des  tangentes  à  ces  parallèles ,  ces  tangentes  sont  parallèles  entre  elles  et 
perpendiculaires  au  plan  méridien  ;  elles  forment  donc  une  surface  cylindrique  € 
qui  (ayant  une  courbe  méridienne  C  pour  base)  est  tangente  à  la  surface  de  révo- 
lution S  et  tout  le  long  de  cette  méridienne  G  ;  si  donc  par  le  point  s,  on  mène  un 
plan  tangent  à  cette  surface  cylindrique  6,  lequel  plan  sera  perpendiculaire  au 
plan  méridien  correspondant  à  la  courbe  C ,  la  génératrice  droite  de  contact  cou* 
pera  la  méridienne  C  en  un  point  de  la  courbe  K  cherchée.  Ici  encore  on  peut 
avantageusement  modifier  la  méthode  générale.  En  effet,  si  Ton  fait  tourner 
autour  de  l'axe  A  {fig.  238)  le  système  formé  de  la  surface  de  révolution  S,  du 
cylindre  tangent  6  et  du  point  s^  jusqu'à  ce  que  le  plan  méridien  M  soit  venu 
en  M' parallèle  au  plan  vertical  de  projection ,  le  plan  tangent  T  à  la  surface  cylin- 
drique 6  sera  alors  venu  en  T'  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection 
(n^  247),  donc  «'•  se  trouvera  sur  V  ;  de  même,  l'intersection  0'  de  ce  plan  T'  par 
le  plan  méridien  M'  se  projettera  sur  V"  ;  mais  0'  est  tangente  à  la  courbe  méri- 
dienne située  dans  le  plan  M'  ;  donc  si  du  point  s'''  on  mène  une  tangente  0'*'  à  la 
projection  verticale  de  cette  méridienne,  le  point  de  contact  x'  représentera  le 
point  X  de  la  courbe  cherchée,  ce  point  x  étant  ramené  en  x'  dans  le  plan  méri- 
dien M',  qui  est  parallèle  au  plan  vertical  de  projection  ;  si  donc  on  ramène  la  tan- 
gente 0'  dans  sa  position  naturelle,  à  savoir  celle  où  elle  passe  par  le  point  s,  le 
point  xf  viendra  prendre  la  position  a;,  et  ce  point  x  sera  un  point  de  la  courbe  K 
cherchée  ;  en  répétant  la  même  construction  pour  d'autres  courbes  méridiennes , 
on  aura  tant  de  points  que  l'on  voudra  de  la  courbe  de  contact  K  demandée.  Je 
ferai  remarquer  que  dans  le  mouvement  de  rotation  le  point  s  décrit  un  cercle  B , 
et  pour  avoir  la  position  «',  il  suffit  de  prendre  sur  B*  l'arc  s^s^''=aa\ 

Si  l'on  voulait  avoir  le  point  situé  sur  le  plan  méridien  passant  par  a'^  il  fau- 
drait prendre  «*«"*  =  a V,  et  ainsi  de  suite.  I-,es  points  a,  a'',  elc étant  les  inter- 
sections du  cercle  B^  par  des  diamètres  de  ce  cercle  B^,  sont  aussi  bien  déter- 
minés que  possible ,  c'est  pourquoi  je  crois  la  méthode  que  je  viens  d'expliquer 
préférable  (sous  le  point  de  vue  graphique)  à  celle  que  Ton  donne  ordinairement 
et  qui  conduit  à  décrire  le  cercle  B.  sur  le  diamètre  AV  et  à  prendre  ses  inter- 
sections p^  avec  les  traces  horizontales  des  divers  plans  méridiens,  le  plan  p  étant 
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alors  le  pied  d'une  perpendicolaire  au  plan  méridien  M  et  dès  lors  ce  point  p 
appartient  à  la  tangente  0. 

382  bis.  Les  deux  méthodes  précédentes  employées  pour  la  solution  du  pro- 
blème proposé  :  construire  la  courbe  de  contact  (Tun  cône  et  (Cane  surface  de  révolu* 
tioAy  donnent  lieu  à  des  remarques  importantes  sous  le  point  de  vue  graphique. 

On  sait  que  Ton  ne  peut  admettre  en  géométrie  descriptive  une  solution  comme 
suffisamment  exacte,  si  elle  est  fondée  sur  la  construction  de  la  tangente  en  un 
point  d'une  courbe  inconnue.  Tandis  que  Ton  admet  très-bien  toute  solution  fon- 
dée sur  le  tracé  (au  moyen  de  la  règle  et  de  I  equerre)  d'une  tangente  à  une  courbe 
inconnue  (géométriquement  parlant,  mais  donnée  par  son  tracé)^  cette  tangente 
étant  assujettie  à  passer  par  un  point  fixe  ou  à  être  parallèle  à  une  droite  fixe  ; 
parce  qu'alors  l'erreur  commise  n'existera  que  sur  la  position  réelle  du  point  de 
contact  de  la  courbe  et  de  la  tangente  et  que  le  point  de  contact  sera  toujours 
suffisamment  approché  de  la  position  géométrique  qu'il  devrait  réellement  occu- 
per. Or  dans  la  première  méthode  pour  obtenir  chacun  des  cônes  enveloppés  de 
la  surface  de  révolution,  on  considère  un  point  m  sur  la  courbe  méridienne  M  de 
la  surface  de  révolution,  on  mène  en  m  une  tangente  6  à  la  courbe  M,  laquelle 
vient  couper  l'axe  A  de  la  surface  de  révolution  en  un  point  cf  et  ce  point  d  est  le 
sommet  d'un  cône  tangent  à  la  surface  de  révolution  tout  le  long  du  parallèle  A 
engendré  par  le  point  m. 

Si  la  tangente  6  est  menée  au  moyen  d'une  règle  et  à  vue  par  rapport  à  la 
courbe  M,  on  ne  sera  pas  assuré  de  la  position  du  point  d,  car  le  point  m  étant 
a  une  distance  assez  grande  de  Taxe  A,  la  tangente  8'  que  l'on  aura  tracée  pourra, 
n'occupant  pas  la  position  rigoureuse  et  géométrique  9 ,  quoique  faisant  avec  elle 
un  angle  excessivement  petit,  couper  Taxe  A  en  un  point  d'  distant  du  point  d  (que 
l'on  aurait  dô  avoir)  de  plusieurs  millimètres,  de  telle  sorte  que  la  droite  d^s  (qui 
unit  le  point  d  et  le  sommet  s  du  cône  dont  on  veut  construire  la  courbe  de  contact 
avec  la  surface  de  révolution)  coupera  le  plan  du  parallèle  A  en  un  point  (/  assez 
éloigné  du  point  q  en  lequel  ce  plan  serait  coupé  par  la  droite  ds  laquelle  serait 
la  position  géométrique  de  la  droite  unissant  le  point  s  et  le  sommet  d  du  cône 
enveloppée  de  sa  surface  de  révolution  par  rapport  à  la  caractéristique  A.  Dès  lors 
la  tangente  V  menée  du  point  (f  au  parallèle  A  donnera  un  point  de  contact  xf  très* 
différent  du  point  x  contact  de  la  tangente  T  qui  aurait  dû  être  menée  du  point  q. 

Le  point  a/  pourra  donc  être  entaché  d'une  grave  erreur  en  sa  position  sur 
Vépure.  On  est  donc  conduit  à  prendre  sur  l'axe  A  un  point  d,  à  mener  par  ce 
point  une  tangente  9  à  la  courbe  méridienne  M ,  et  Terreur  commise  sur  la  position 
du  point  de  contact  m  ne  pourra  être  sur  t'épure  que  d'un  demi-millimètre  envi- 
ron. On  aura  donc  une  incertitude  sur  la  position  du  parallèle  A,  mais  il  est 
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évident  que  le  point  x  que  Ton  construira  sera  entaché  d'une  erreur  graphique  qui 
ne  pourra  pas  s'élever  à  plus  d'un  millimètre. 

La  première  méthode  devra  donc  être  modifiée  ainsi  que  je  viens  de  le  dire , . 
lorsque  Ton  ne  saura  pas  construire  géométriquement  une  tangente  en  un  point  de 
la  courbo  méridienne. 

Au  lieu  de  se  donner  le  parallèle  A  pour  construire  approximativement  la  posi- 
tion du  point  {/,  on  se  donne  le  point  d  pour  construire  approximativement  la 
position  du  parallèle  A. 

Quant  à  la  seconde  solution,  on  voit  de  suite  qu'elle  peut  être  employée,  soit 
que  Ton  sache  construire  géométriquement  une  tangente  à  la  courbe  méridienne , 
soit  qu'on  ne  le  sache  pas  (*). 

383.  Pboblème  2.  Par  une  droite  donnée  mener  vn  plan  tangent  à  une  surface 
donnée.  Il  est  évident  que  le  problème  est  quelquefois  impossible  suivant  la  nature 
de  la  surface  et  la  position  de  la  droite  par  rapport  à  elle.  Si,  par  exemple ,  la 
surface  est  développable ,  le  plan  tangent  doit  contenir  une  génératrice  droite 
de  la  surface  ;  si  donc  la  droite  donnée,  et  qui  sera  contenue  dans  ce  plan  tangent, 
est  parallèle  à  cette  génératrice,  ou  la  coupe,  elle  sera  nécessairement  tangente  à 
la  surface  donnée,  dans  le  premier  cas  en  un  point  situé  à  Tinfini  sur  la  génératrice 
de  contact,  ou  dans  le  second  cas  en  son  point  d'intersection  avec  cette  généra- 
trice; il  faudra  donc  par  la  droite  donnée  faire  passer  un  plan  de  direction  arbi- 
traire et  coupant  la  surface  donnée  suivant  une  courbe  y  ;  si  la  droite  est  tangente 
à  cette  courbe  y  en  un  point  g ,  on  construira  la  génératrice  droite  G  de  la  surface 
passant  par  le  point  de  contact  9,  et  le  plan  de  cette  génératrice  et  de  la  droite 
donnée  sera  le  plan  tangent  demandé;  mais  si  la  droite  donnée  coupe  la  courbe 
d'intersection  y  le  problème  sera  impossible. 

Si  la  surface  est  gauche ,  on  cherchera  le  point  où  elle  est  percée  par  la  droite 
donnée ,  on  construira  la  génératrice  droite  6  de  la  surface  gauche  passant  par  ce 
point  ;  cette  génératrice  G  et  la  droite  donnée  détermineront  un  plan  qui  sera  né- 
cessairement tangent  à  la  surface  en  un  certain  point  de  cette  génératrice  G  (n**  210); 
dans  ce  cas,  le  problème  est  toujours  possible  et  généralement  susceptible  de  plu- 
sieurs solutions  lorsque  la  droite  donnée  rencontre  la  surface. 

Si  la  surface  est  de  révolution ,  le  problème  n'est  pas  toujours  possible  ;  dans  le  cas 
où  le  plan  tangent  existe,  on  peut  l'obtenir  par  les  diverses  méthodes  suivantes  : 

V  Par  un  point  quelconque  s  de  la  droite  donnée  D,  comme  sommet,  on  con- 


(*)  Les  réflexions  précédentes  s*appliquent  évidemment  au  problème  :  Construire  la  courbe  de 
contact  d*une  surface  de  révolution  et  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  farattèies  à  une 
droite  donnée. 
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stniit  une  surface  conique  tangente  à  ia  surface  de  révolnlion  (n""  382)  ;  tout  plan 
tangent  à  cette  surface  conique  sera  en  même  temps  tangent  à  la  surface  de  révo- 
lution et  au  point  où  la  génératrice  droite  de  contact  da  cône  et  du  plan  tangent 
coupe  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces  ;  le  problème  sera  donc  possible 
chaque  fois  que  par  la  droite  D  on  pourra  mener  un  plan  langent  à  la  surface 
conique. 

2'  Le  point  s  peut  être  choisi  à  l'infini  sur  la  droite  D,  alors  la  surface  conique 
dégénère  en  une  surface  cylindrique  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la 
droite  donnée  D  ;  menant  donc  par  cette  droite  D  un  plan  langent  à  cette  surface 
cylindrique ,  on  aura  le  plan  tangent  demandé. 

3^*  Le  cylindre  employé  dans  la  seconde  méthode  serait  déterminé,  si  Ton 
connaissait  sa  courbe  de  contact  C  avec  la  surface  de  révolulion  ;  or,  cette  courbe 
rencontre  un  parallèle  A  de  la  surface  de  révolution  en  un  point  par  lequel  passe 
une  génératrice  droite,  qui  appartient  en  même  temps  à  une  autre  surface  cyliur 
drique  ayant  pour  directrice  ce  parallèle  A  et  pour  génératrices  droites  des  paral- 
lèles à  la  droite  D,  et  il  est  évident  que  ces  deux  surfaces  cylindriques  auront 
même  plan  tangent  suivant  leur  génératrice  commune,  puisque  Tune  et  l'autre 
auraient  en  ce  point  même  plan  tangent  que  la  surface  de  révolution,  ce  plan 
étant  déterminé  pour  Tune  par  la  génératrice  et  la  tangente  à  la  courbe  C ,  pour 
l'autre  par  la  génératrice  et  la  tangente  au  parallèle  A  ;  donc  les  bases  de  ces  sur- 
faces cylindriques  sont  tangentes.  En  faisant  donc  passer  par  tous  les  parallèles  de 
la  surface  de  révolution  des  surfaces  cylindriques  ayant  leurs  génératrices  droites 
parallèles  à  la  droite  donnée  D ,  puis  traçant  une  courbe  B  qui  enveloppe  toutes 
leurs  bases  horizontales,  celte  courbe  B  sera  la  base  horizontale  d'un  cylindre 
tangent  à  la  surface  de  révolution;  dans  l'cxéculion,  on  ne  pourra  construire 
qu'un  certain  nombre  de  cylindres  enveloppées  et  la  courbe  B  enveloppe  de  leurs 
bases  tendra  d'autant  plus  à  se  confondre  avec  la  véritable  base  du  cylindre  tan- 
gent que  l'on  aura  employé  un  plus  grand  nombre  de  parallèles;  il  faudra  ensuite 
mener  par  la  droite  D  un  plan  tangent  à  la  surface  cylindrique- ayant  pour  base 
cette  courbe  B  et  pour  génératrices  droites  des  parallèles  à  D;  il  sera  facile  de 
trouver  le  point  de  contact  avec  la  surface  de  révolution ,  en  cherchant  le  point  où 
elle  est  rencontrée  par  la  génératrice  droite  de  contact ,  ou  encore  en  construisant 
le  parallèle  directeur  du  cylindre  qui  est  V enveloppée  correspondante. 

4'  Enfin,  Mange  a  résolu  le  problème  en  concevant  une  seconde  surface  de 
révolution  engendrée  par  la  droite  D  tournant  autour  de  l'axe  A  de  la  surface  de 
révolution  proposée;  cette  seconde  surface  est  gauche,  de  sorte  que  le  plan  cher- 
ché passant  par  la  génératrice  D ,  sera  un  plan  tangent  à  cette  surface,  et  par  con- 
séquent ce  sera  un  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  de  révolution.  Si  l'on 
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cherche  la  courbe  méridienne  de  celte  seconde  sorface,  et  si  Ton  construit  une 
tangente  commune  aux  deux  courbes  méridiennes  situées  dans  un  même  plan 
méridien ,  cette  tangente ,  en  tournant  autour  de  l*axe  A ,  engendrera  une  surface 
conique  de  révolution  tangente  à  la  fois  aux  deux  surfaces  de  révolution  précé- 
dentes (n"*  248).  Si  par  la  droite  D  on  peut  mener  un  plan  tangent  à  cette  surface 
conique  y  ce  sera  le  plan  demandé;  dans  le  cas  contraire,  le  problème  est  im- 
possible. 

383  bis.  Si  la  surface  est  engendrée  par  un  cercle  B  de  rayon  constant  R,  dont 
le  centre  parcourt  une  courbe  gauche  G,  le  plan  du  cercle  mobile  étant  normal  en 
toutes  ses  positions  à  la  courbe  direcirice  G ,  cette  sucface  prends  le  nom  de  surface- 
canal^  et  Ton  pourra,  pour  la  solution  du  problème  :  Mener  un  plan  tangent  par 
une  droite  D  â  une  surface-canal,  employer  la  méthode  indiquée  ci-dessus  (para- 
graphe 3*),  et  en  effet  : 

Imaginons  dans  l'espace  un  cercle  B  du  rayon  R  et  ayant  son  centre  o  sur  une 
droite  Â  et  son  plan  P  étant  perpendiculaire  à  la  droite  A ,  concevons  ensuite  une 
droite  D  faisant  un  angle  quelconque  a  avec  la  droite  A. 

Cela  posé  :  concevons  que  le  cercle  B  est  la  directrice  d'un  cylindre  1  dont  les 
diverses  génératrices  droites  G  seront  parallèles  à  la  droite  D,  et  coupons  co 
cylindre  1  par  un  plan  quelconque  Q. 

Ce  plan  Q  coupera  le  cylindre  oblique  £  suivant  une  ellipse  E.  Or  si  nous  tra- 
çons sur  le  cercle  B  deux  diamètres  M  et  N  rectangulaires  entre  eux,  ils  seront 
projetés  obliquement  sur  l'ellipse  E  par  des  plans  parallèles  au  cylindre  I  en  des 
diamètres  M"  et  N""  qui  seront  conjugués  entre  eux.  Parmi  les  systèmes  de  dia- 
mètres rectangulaires  M  et  N  du  cercle  B  on  peut  choisir  celui  pour  lequel  le 
diamètre  M  est  horizontal  ;  alors  sa  projection  oblique  M''  lui  sera  égale  en  longueur 
et  le  diamètre  N  étant  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  P  sera  projeté 
obliquement  sur  le  plan  Q,  par  un  plan  X  parallèle  à  la  droite  D,  suivant  une 
droite  N"  parallèle  à  la  projection  orthogonale  D^  de  la  droite  D  sur  ce  plan  Q 
(considérant  le  plan  Q  comme  un  plan  horizontal  de  projection)  et  la  longueur  de  N'' 

N 
sera  égale  à  -; —  en  désignant  par  «  l'angle  que  le  plan  P  fait  avec  le  plan  Q. 
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De  plus,  le  diamètre  M"*  qui  est  parallèle  au  diamètre  M  et  égal  à  2R,  sera  di- 
dirigé  perpendiculairement  à  la  projection  orthogonale  A'^  de  la  droite  A  sur  le 
plan  Q. 

Cela  posé  :  on  devra  pour  résoudre  le  problème  énoncé,  projeter  orthogonale- 
ment  la  courbe  G  en  G"  sur  le  plan  horizontal  et  G*  sur  le  plan  vertical ,  et  encore 
obliquement  en  C  sur  le  plan  horizontal  par  des  droites  parallèles  à  la  droite  D 
ou  par  un  cylindre  oblique  A. 
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Les  cercles  B  seront  projetés  obliquenoent  par  des  cylindres  obliques  S  et  pa* 
rallèlement  à  la  droite  D  saivant  des  ellipses  E  j  qui  auront  leurs  centres  sur  la 
courbe  C  et  dont  un  système  de  diamètres  conjugués  sera  donné  par  une  droite 

N*  parallèle  à  D*  et  égale  à («  prenant  des  valeurs  différentes ,  ou ,  en  d'au- 
tres termes ,  variant  suivant  les  inclinaisons  des  plans  des  cercles  B  sur  le  plan 
horizontal  )  et  par  une  droite  M""  perpendiculaire  à  la  projection  T'^  de  la  tangente 
T  à  la  courbe  G  au  point  o  centre  du  cercle  B  considéré  et  cette  droite  M"*  étant 
égale  à  2R  ou  au  diamètre  du  cercle  B. 

V  On  voit  donc  que  pour  les  diverses  ellipses  E,  E',  E",  etc.,  on  aura  un  dia- 
mètre constant  2R ,  mais  variable  de  position  par  rapport  à  la  ligne  de  terre  (  puis- 
que les  tangentes  T,  T',  T",  etc.,  à  la  courbe  G  se  projettent  nécessairement 
suivant  des  droites  T*,  T'*,  T"*,  etc.,  qui  ne  sont  point  parallèles  entre  elles),  et  un 

2R 
diamètre  de  longueur  variable (puisque  l'angle  a  varie,  les  tangentes  T,  T', 

T",  etc.,  de  la  courbe  C  ne  faisant  pas  un  angle  constant  en  général ^  avec  le  plan 
horizontal  de  projection) ,  mais  de  direction  constante  puisqu'il  sera  toujours  pa- 
rallèle à  la  droite  D*. 

Ayant  construit  une  série  d'ellipses  E,  E',  E'^,  etc.,  on  les  enveloppera  par  une 
courbe  E,  et  en  menant  par  la  trace  horizontale  de  la  droite  D  une  tangente  à  la 
courbe  K  on  aura  la  trace  H^  du  plan  0  demandé. 

2^  La  construction  des  ellipses  E,  E',  E'^,  etc.,  serait  longue,  car  ce  sont  des 
ellipses  différentes  entre  elles,  mais  si  la  courbe  C  était  plane  et  de  plus  horizon- 
tale, et  que  l'on  eût,  par  exemple,  une  surface  comme  le  tore  ou  surface  annu- 
laire ^  alors  les  constructions  seraient  simplifiées,  car  toutes  les  ellipses  E, E', 
E'',  etc. ,  auraient  non-seulement  leurs  diamètres  M""  égaux  entre  eux ,  mais  encore 
les  diamètres  N"",  puisque  l'angle  a  serait  constant,  étant  égal  à  un  angle  droit 
pour  chaque  cercle  B.  Mais  les  diamètres  conjugués  M""  et  N""  de  l'ellipse  E ,  ne 
comprendraient  pas  entre  eux  le  même  angle  que  les  diamètres  M'^  et  N'""  de  l'ellipse 
E^  en  sorte  que  quoique  les  constructions  se  trouvent  simplifiées ,  la  solution  gra- 
phique en  définitive  exige  toujours  la  construction  séparée  de  chacune  des  ellipses 
E,  E\  E^',  etc. ,  chacune  de  ces  ellipses  étant  donnée  par  un  système  de  diamètres 
conjugués. 

3*  Mais  si  le  plan  Q  ou  plan  horizontal  de  projection  était  perpendiculaire  à  la 
droite  D,  le  plan  du  cercle  C  lieu  des  centres  des  cercles  B  de  la  surface  annulaire 
étant  oblique  à  ce  plan  Q,  alors  les  diverses  ellipseff  E ,  E',  E'',  etc. ,  etc. ,  seraient 
données  par  leurs  axes  et  non  par  un  système  de  diamèto*es  conjuguées. 

2*  PARTIS.  S5 
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£t  en  effet  : 

ProjetODS  orthogonalement  le  cercle  C  sur  le  plan  Q  on  aura  O^  le  centre  o  d'un 
cercle  B  se  projettera  en  cf"  sur  le  plan  Q,  et  le  diamètre  horizontal  M  de  B  se  pro- 
jettera en  une  droite  M*  égale  à  2R  et  normale  à  la  courbe  C*.  Le  diamètre  N  de  B  et 
perpendiculaire  à  M  sera  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  P  de  ce  cercle  B  ; 
il  fera  donc  avec  le  plan  horizontal  un  angle  a  qui  sera  celui  que  le  plan  P  fait  avec 
le  plan  horizontal  Q,  et  cet  angle  a  variera  pour  chaque  cercle  B  puisque  le  cercle  C 
n'est  pas  horizontal  ;  mais  ce  diamètre  N  sera  perpendiculaire  à  la  tangente  T  me- 
née au  point  o  au  cercle  C ,  et  le  plan  (T,  N)  sera  perpendiculaire  au  plan  Q,  il  ne 
sera  donc  autre  que  le  plan  projetant  T  en  T'^,  T*  étant  tangente  en  o*  à  C  Par  con- 
séquent le  diamètre  N  se  projettera  sur  T*;  or  T*  et  M*  sont  perpendiculaires  entre 
eux,  ils  seront  donc  les  axes  de  Tellipse  E  ou  B\ 

Il  est  évident  que  toutes  les  ellipses  E,  E^  E^',  etc.,  que  Ton  obtiendra  sur  le 
plan  Q,  auront  toutes  leurs  axes  (normaux  à  la  courbe  G^)  égaux  entre  eux  ;  mais 
leurs  axes  dirigés  suivant  les  tangentes  à  cette  courbe  C*  seront  inégaux  parce 
que  Tangle  a  varie  en  passant  d'un  cercle  B  à  son  voisin  B'. 

Il  faudrait  donc  tracer  une  suite  d'ellipses  sur  des  axes  inégaux ,  ce  qui  serait 
assez  long ,  puis  envelopper  ces  ellipses  par  une  courbe  K. 

4"  Si  le  cercle  C  était  horizontal,  la  droite  D  étant  verticale,  alors  tous  les 
cercles  B  se  projetteraient  sur  le  plan  horizontal  Q  suivant  des  lignes  droites 
normales  à  C*,  et  C*  ne  serait  autre  qu'un  cercle  identique  à  C. 

Dans  ce  cas  particulier  la  courbe  E  serait  facile  à  tracer,  car  il  suffirait  de 
mener  par  chaque  point  o*  de  la  courbe  C*  une  normale  Z  à  cette  courbe  et  de 
porter  sur  Z  à  droite  et  à  gauche  du  point  o^,  le  rayon  R  du  cercle  B,  on  aurait 
deux  points  z  et  z'  qui  appartiendraient  à  la  courbe  K  ;  et  Ton  voit  de  suite  que 
dans  ce  cas  la  courbe  K  est  formée  de  deux  branches  K'  et  K"  parallèles  et 
équidistantes  de  la  courbe  C*,  en  sorte  que  les  trois  courbes  K',  K'',  C*  ont  même 
développée. 

5*  Mais  la  courbe  K  peut  être  très-facilement  construite  dans  tous  les  cas  pré- 
cédemment examinés,  si  l'on  remarque  que  la  surface  engendrée  par  un  cercle  B 
de  rayon  R  constant  et  dont  le  centre  parcourt  une  courbe  gauche  G,  son  plan 
étant  normal  à  cette  courbe  direcirice  G ,  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe 
de  l'espace  parcouru  par  une  sphère  de  rayon  constant  dont  le  centre  parcourt  la 
courbe  directrice,  gauche  ou  à  double  courbure  G  (*). 

Gar,  étant  donnée  une  sphère  S  du  rayon  R ,  concevons  son  centre  en  un  point  o 


n  Voyez  dans  Touvrage  qui  a  pour  titre:  Développements  de  géométrie  deseripttve,  ce  que  nous 
avoDS  dit  dao8  le  chapiu^  VU  et  dernier  au  sujet  des  surfaces  des  cammx. 
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d'une  droite  T  ;  si  la  sphère  S  passe  en  une  position  successive  et  infiniment 
voisine  S^,  le  centre  sera  placé  au  point  d  qui  sur  la  droite  T  sera  le  successif  et 
infiniment  voisin  de  o. 

Les  deux  sphères  S  et  S'  se  couperont  suivant  un  grand  cercle  B  (  dès  lors  du 
rayon  R)  et  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  à  la  droite  T  et  dont  le  centre 
sera  le  point  o  ou  le  point  o',  suivant  que  l'on  marchera  de  gauche  à  droite  sur 
la  droite  T  ou  de  droite  à  gauche  sur  cette  droite. 

Cela  établi  : 

Considérons  une  sphère  S  du  rayon  R  ayant  son  centre  en  un  point  o  de  la 
directrice  C ,  la  caractéristique  de  la  surface  sera  le  cercle  B  du  rayon  R  dont  le 
plan  sera  perpendiculaire  au  point  o  à  la  tangente  T  menée  en  o  à  la  courbe  di- 
rectrice C. 

En  sorte  que  la  surface  peut  être  considérée  comme  engendrée  ou  par  son 
enveloppée  sphérique  S  ou  par  sa  caractéristique  circulaire  B. 

Cela  posé  : 

Si  nous  concevons  un  cylindre  A  tangent  à  la  surface  et  dont  les  génératrices 
droites  seront  parallèles  à  la  droite  D,  ce  cylindre  touchera  la  surface  suivant 
une  courbe  S  et  sera  coupé  par  le  plan  Q  suivant  la  courbe  K. 

Si  nous  concevons  un  cylindre  A,  tangent  à  la  sphère  S  et  dont  les  génératrices 
droites  soient  parallèles  à  la  droite  D ,  ce  cylindre  touchera  la  sphère  S  suivant 
un  grand  cercle  X  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  à  la  droite  D.  Si  par  le 
cercle  B  on  mène  un  cylindre  A, ,  dont  les  génératrices  droites  soient  parallèles 
à  D ,  ce  cylindre  sera  coupé  par  le  plan  Q  suivant  une  ellipse  E. 

Or  les  deux  cylindres  A^  et  A,  se  couperont  suivant  deux  génératrices  droites 
passant  par  les  points  x  et  xf  en  lesquels  se  coupent  les  deux  cercles  X  et  B  ; 
la  droite  xxf  passera  par  le  centre  o  et  sera  perpendiculaire  au  plan  Y  mené  par 
la  tangente  T  en  o  à  la  courbe  C  et  parallèlement  à  la  droite  D ,  puisque  le  cercle  X 
est  perpendiculaire  à  D  et  que  le  cercle  B  est  perpendiculaire  à  T. 

Et  je  dis  que  les  deux  cylindres  A,  et  A^  se  touchent  parce  que  nous  avons 
démontré  ci-dessus  que  les  cylindres  A,  et  A  se  touchaient  et  qu'il  est  évident  que 
les  cylindres  A,  et  A  se  touchent;  et  les  points  x  et  a;'  ne  peuvent  être  autres  que 
ceux  en  lesquels  les  trois  courbes  X,  B  et  3  se  croisent. 

Par  conséquent  en  menant  par  les  points  xet  xf  des  droites  parallèles  à  D,  elles 
iront  couper  le  plan  Q  en  des  points  qui  appartiendront  à  la  courbe  K. 

Mais  comme  les  points  x  et  x'  sont  sur  une  droite  I  perpendiculaire  au  plan  qui 
passant  par  T  est  parallèle  à  D ,  plan  que  nous  désignerons  par  (T) ,  il  s'ensuit 
qu'il  faudra  mener  par  la  projection  oblique  o*  du  point  o  de  la  courbe  C  une 
droite  P  perpradiculaire  à  la  trace  horizontale  (sur  le  plan  Q)  du  plan  (T)  et 
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porter  à  droite  et  à  gaache  du  point  &"  sur  Y  une  longueur  égale  à ,  a  étant 

COS  CL 

l'angle  que  la  droite  I  fait  avec  le  plan  Q  ;  et  Ton  obtiendra  ainsi  deux  points 
appartenant  l'un  à  la  branche  K'  et  l'autre  à  la  branche  K^'  dont  se  compose  la 
courbe  K. 

6"  Si  le  plan  Q  était  perpendiculaire  à  la  droite  D ,  alors  le  cercle  X  serait  hori- 
zontal et  les  points  x  eX  od  seraient  situés  sur  une  horizontale  I  perpendiculaire  à 
la  tangente  T  en  o  à  la  courbe  directrice  G.  Dès  lors  il  suffira  pour  avoir  les  points 
de  la  courbe  K ,  de  porler  à  droite  et  à  gauche  du  point  o""  sur  la  normale  P  menée 
à  G*  en  ce  point  o*,  une  longueur  égale  au  rayon  R. 

On  voit  donc  que  la  considération  des  sphères  enveloppées  nous  a  conduit  à 
simplifier  la  construction  de  la  courbe  K,  et  de  plus  le  cas  particulier  qui  vient 
d'être  résolu  nous  permet  de  conclure  ce  qui  suit,  savoir  :  que  lorsqu'on  a  une 

suite  d'ellipses  EyE'yE'', successives  et  infiniment  voisines ,  dont  les  centres 

sont  situés  sur  une  courbe  G'^  et  que  ces  ellipses  sont  telles  que  leurs  axes  dirigés 
suivant  des  normales  à  la  courbe  G'^  sont  égaux  entre  eux  (quel  que  soit  le  rapport 
qui  existe  entre  leurs  axes  dirigés  suivant  les  tangentes  à  la  courbe  G^) ,  ces 
ellipses  se  coupent  deux  à  deux  en  des  points  qui  sont  situés  sur  des  normales  à 
la  courbe  G'^,  en  sorte  que  Venvebppe  de  ces  ellipses  est  une  courbe  K  parallèle  ou 
équidistante  de  la  courbe  G^;  en  d'autres  termes  les  courbes  K  et  G^  sont  des  déve- 
loppantes d'une  même  développée. 

383  ter.  Si  la  surface  est  donnée  par  des  sections  horizontales,  qu'on  désigne 
sous  le  nom  de  courbes  de  niveau  et  que  l'on  veuille  par  une  droite  D  mener  un  plan 
tangent  à  cette  surface,  il  faudra  toujours ,  par  un  point  s  de  cette  droite  donnée , 
mener  un  cône  tangent  à  la  surface,  puis  mener  par  la  droite  D  un  plan  tangent  à 
cette  surface  conique  ;  mais  pour  déterminer  le  cône  tangent  il  s'agit  de  construire 
sa  courbe  de  contact  avec  la  surface  donnée.  Pour  cela,  par  le  points,  on  fait  pas- 
ser une  série  de  plans  verticaux  qui  coupent  les  diverses  courbes  de  niveau  en  des 
points  et  Ton  unit  par  une  courbe  continue  tous  les  points  fournis  par  un  même  plan 
sécant,  et  Ton  mène  par  le  point  s  une  tangente  à  cette  courbe,  le  point  de  con- 
tact est  un  des  points  de  la  courbe  cherchée.  Ordinairement  on  se  propose  seule- 
ment de  déterminer  le  point  de  contact  ;  on  construit  alors  les  courbes  de  contact 
de  deux  surfaces  coniques  (ayant  leurs  sommets  en  deux  points  s  et  s'  de  la  droite 
donnée  D)  avec  la  surface  donnée  ;  le  point  de  contact  devant  se  trouver  à  la  fois 
sur  les  deux  courbes  sera  à  leur  intersection.  Mais  dans  ce  cas  qui  donne  la  solu- 
tion du  problème  de  fortification ,  qui  a  pour  but  de  trouver  le  plan  de  site  et  par 
suite  le  plan  de  défilement  ^  on  emploie  les  plans  cotés  (^). 

n  Voyez  dans  la  première  partie  de  ce  Cours  ce  qui  a  été  dit  relativement  aux  plans  cotés  et  nivelés. 
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Soient  donc  {fig.  239  )  la  surface  du  terrain  donnée  par  des  sections  horizon- 
tales équidistantes  et  D  la  droite  par  laquelle  doit  passer  le  plan  de  site ,  ce  plan 
devant  dès  lors  être  tangent  à  la  montagne  ;  pour  mettre  à  couvert  les  hommes 
et  les  travaux  placés  derrière  le  parapet  à  élever  dans  la  direction  de  la  droite  D, 
il  faut  par  une  droite  IV,  position  que  la  droite  D  prend  en  s'élevant  verticalement 
d'une  certaine  hauteur  A ,  mener  un  plan  tangent ,  non  au  terrain ,  mais  à  la  sur- 
face £  que  Ton  obtiendrait  en  supposant  que  le  terrain  est  relevé  verticalement 
de  la  hauteur  h.  Le  plan  passant  par  la  droite  D'  et  tangent  à  la  surface  £  est  dit 
plan  de  défilement;  en  sorte  que  les  plans  de  site  et  de  défilement  sont  parallèles 
entre  eux. 

Cela  posé,  pour  résoudre  le  problème  proposé,  on  coupe  le  terrain  par  une 
série  de  plans  verticaux  P  passant  par  un  point  s  de  la  droite  D  ;  on  rabat  chacun 
des  plans  P  autour  de  son  intersection  avec  le  plan  de  comparaison ,  intersection 
qui  est  parallèle  à  H'  (nM57)  (je  prends  ici  une  droite  K  qui  lui  est  parallèle  et 
ayant  pour  cote  4°* } ,  puis  par  les  points  d'intersection  de  H'  avec  les  projection& 
des  courbes  de  niveau,  on  élève  des  perpendiculaires  jusqu'à  la  rencontre  de  K, 
et  on  porte  les  distances  6'6= 5" — 4"  =  1  ",  c'c=2",  etc..  .j^g=b''  ;  par  le  point  s 

de  la  droite  D,  on  mène  une  tangente  à  la  courbe  a!bcd et  on  projette  sur  le 

plan  horizontal  le  point  de  contact  m ,  et  Ton  trouvera  ainsi  tant  de  points  que 
Ton  voudra  de  la  projection  horizontale  G"  de  la  courbe  de  contact  C  du  terrain 
avec  une  surface  conique  ayant  son  sommet  au  point  s  de  la  droite  D ,  ce  point  s 
ayant  pour  cote  9". 

Dans  les  applications  sur  le  terrain ,  il  arrive  très-souvent ,  et  presque  toujours , 
que  la  courbe  a!bcd. ....  est  assez  aplatie ,  de  sorte  que  la  position  du  point  de  con - 

tact  m  de  la  tangente  menée  à  cette  courbe  a'bcd par  le  point  Sj  peut  offrir 

quelque  incertitude  ;  pour  obvier  à  cet  inconvénient  on  décuple  l'échelle  des  hau- 
teurs verticales,  et  dès  lors  on  construit  une  courbe  d  ayant  mêmes  abscisses  que 

la  courbe  oibcd mais  dont  les  ordonnées  sont  dix  fois  plus  grandes  que  celles 

de  la  courbe  de  section  afbcd le  point  de  contact  n  de  la  tangente  menée  à  la 

courbe   S  par  le  point  s  aura  même  projection    horizontale   que  le  point  m 

(n*  345  sept  ).  Or,  il  est  évident  que  les  inflexions  insensibles  de  la  courbe  a^bcd 

deviendront  d'autant  plus  sensibles  sur  la  courbe  d,  que  le  rapport  entre  les  ordon- 
nées des  courbes  d  et  a!bcd sera  plus  grand. 

Prenant  le  point  s'  situé  sur  la  droite  D  et  dont  la  cote  est  7""  pour  sommet 
d'une  seconde  surface  conique ,  nous  construirons  de  la  même  manière  la  courbe 
de  contact  G'  de  ce  second  cône  avec  le  terrain ,  et  le  point  d'intersection  x  des 
deux  courbes  de  contact  G  et  G'  sera  le  point  de  contact  demandé.  Pour  avoir  la 
cote  de  ce  point  x,  nous  pouvons  faire  passer  un  plan  vertical  par  ce  point  et  le 
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Or ,  il  est  évident  que  les  deux  génératrices  intersection  du  cône  par  tout  plan 
passant  par  l'axe  A ,  feront  entre  elles  un  angle  plus  petit  que  Tangle  G,  G'  et  plus 

grand  que  Tangle  K^  K^ 

Gela  posé  : 

Abaissons  du  centre  o  de  Tellipse  E  deux  perpendiculaires  om  et  aw!  sur  les 
droites  G  et  G%  et  aussi  deux  perpendiculaires  on  et  01/  sur  les  droites  K  et  K'; 
il  est  évident  que  Ton  aura  om=om!^  on=^on\  et  que  Ton  aura  aussi  om>  on. 

Décrivons  du  point  0  comme  centre  et  avec  le  rayon  om  une  sphère  S.  Cette 
sphère  S  sera  coupée  par  le  plan  M  et  W  suivant  deux  cercles  C  et  G'  de  même 
rayon  om. 

Le  cercle  G  sera  tangent  aux  droites  G  et  G'  en  les  points  m  et  m' ,  et  le  cercle  G^ 
coupera  la  droite  K  en  les  points  p  et  q  et  la  droite  K^  en  les  points  f'  et  (/. 

Gela  posé  : 

Les  plans  M  et  M' sont  des  plans  de  symétrie  par  rapport  au  cône  et  à  la  sphère  ; 
par  conséquent  la  courbe  i  suivant  laquelle  le  cône  et  la  sphère  se  coupent  sera 
symétrique  par  rapport  à  ces  deux  plans  M  et  M^  Gette  coarbe  d  passera  par  les 
poinls  m,  m',  p,  7,  p',  q[  :  elle  se  projettera  sur  le  plan  LT  suivant  deux  lignes 
q'^^m'^y^  et  ç""m'"p*".  Or ,  je  dis  que  ces  lignes  ne  sont  autres  que  des  lignes  droites. 

Et  en  effet  :  

Goncevons  la  sphère  S  du  rayon  om  et  ayant  son  centre  en  0  coupé  par  les  deux 
plans  M  et  M'  suivant  les  cercles  G  et  G'  ;  du  point  s  menons  dans  le  plan  M^  les 
deux  droites  K  et  K^  coupant  le  cercle  G'  en  les  points  p  et  q^  p^  eiq'. 

Unissons  les  points  q  et  p'  par  une  droite  et  considérons  cette  droite  qp^  comme  la 
trace  V"  d'un  plan  R  perpendiculaire  au  plan  vertical  LT,  et  coupant  dès  lors 
la  sphère  S  suivant  un  cercle  d  projeté  verticalement  sur  le  plan  UI'  en  la  corde 

Imaginons  un  cône  S  ayant  le  point  s  pour  sommet  et  le  cercle  d  pour  directrice. 
Ge  cône  £  coupera  la  sphère  suivant  un  autre  cercle  y  qui  se  projettera  sur  le  plan 


/Vf 


vertical  L'T'  en  la  corde  p'^q 

Les  deux  cordes  q^y^  et  q"'y  se  couperont  en  un  point  qui  sera  la  projection 
verticale  a?""'  et  a/""  des  deux  points  xeia/  en  lesquels  se  coupent  dans  l'espace  les 
deux  cercles  d  et  y. 

Or  ï  il  est  évident  que  les  points  xeta/  seront  situés  sur  le  plan  M  ;  et  il  est  encore 
évident  que  les  droites  sx  et  sxf  qui  sont  des  génératrices  du  cône  £  y  seront  situées 
dans  le  plan  M  et  tangentes  au  cercle  G  section  de  la  sphère  S  par  ce  plan  M. 

Ges  droites  sx  et  sa/  se  projetteront  donc  sur  le  plan  vertical  LT  suivant  les 
droites  G*  et  G'\ 
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Le  cône  S  sera  nécessairement  coupé  par  le  plan  horizontal  suivant  une  ellipse 
£'  qui  aura  pour  centre  le  point  o,  centre  de  la  sphère  S,  et  pour  axe  aa'  et  bVj 
les  points  a  eXol  ^  b  eXb'  étant  ceux  en  lesquels  le  plan  horizontal  coupe  les  géné- 
ratrices droites  K ,  K',  sx  ou  G ,  «a:'  ou  G' ,  de  ce  cône  S, 

Or ,  Tellipse  donnée  Ë  a  pour  centre  le  point  o  et  pour  axes  les  mêmes  longueurs 
aa!  et  bb';  donc  les  ellipses  E  et  E^  se  confondent;  donc  le  cône  S  n^est  antre  que 
le  cône  proposé  ;  donc  le  cône  proposé  coupe  la  sphère  S  suivant  deux  cercles  i  et 
d';  donc  les  points  a:  et  or'  ne  sont  autres  que  les  points  m  et  m'  ;  donc  les  points 
fj  m"',  p'^'  et  qf"",  m*',  p''  sont  en  ligne  droite. 

Donc  enfin,  tout  cône  oblique  à  base  section-conique  jouit  de  la  propriété  d*étre 
coupé  par  deux  séries  de  plans  (parallèles  entre  eux  et  également  inclinés  à  Taxe , 
mais  en  sens  contraire)  suivant  des  cercles;  et  de  plus  il  est  démontré  que  les  plans 
des  sections  circulaires  du  cône  oblique  sont  perpendiculaires  au  plan  M'  qui  passe 
par  le  petit  axe  de  l'ellipse  E  section  du  cône  oblique  par  un  plan  perpendiculaire  à 
Vaxe  intérieur  A  de  ce  cône  oblique. 

385.  Problème  4.  Construire  un  angle  trièdre  dont  on  connaît  les  trois  angles  dièdres. 
Ayant  choisi  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan  de  Tune  des  faces,  et  un 
plan  vertical  perpendiculaire  à  l'une  des  arêtes ,  cette  arête  H*  sera  en  même  temps 
la  trace  horizontale  du  plan  de  l'une  des  autres  faces ,  donc  V  doit  faire  avec  LT 

l'un  des  angles  dièdres  donnés  y,  le  plan  Q  de  la  troisième  face  doit  faire  avec  le 

plan  horizontal  un  angle  donné  ^  et  avec  le  plan  P  un  autre  angle  donné  a.  Pour 
construire  le  plan  Q  y  nous  prendrons  une  sphère  de  rayon  arbitraire  R ,  ayant  son 
centre  sur  LT  au  point  de  rencontre  des  traces  du  plan  P ,  elle  sera  coupée  par  le 
plan  horizontal  suivant  un  grand  cercle  G  et  par  le  plan  vertical  suivant  un  autre 
grand  cercle  C',  qui  rabattu  se  confond  avec  C.  Prenant  ensuite  une  surface  co- 
nique S  dont  l'axe  K  soit  vertical  et  dont  la  génératrice  droite  G  fasse  avec  le  plan 

horizontal  l'angle  ^ ,  cette  surface  conique  S  étant  tangente  à  la  sphère ,  le  plan  Q 
devra  être  tangent  à  ce  cône  22 ,  il  sera  de  même  tangent  à  une  seconde  surface 
conique  1/  y  tangente  à  la  sphère  S ,  l'axe  K^  de  ce  cône  1/  étant  perpendiculaire 

au  plan  P  et  ses  génératrices  droites  G'  faisant  avec  ce  plan  P  l'angle  «t  ;  la  trace  ¥• 
devra  donc  passer  par  les  sommets  s  et  s'  des  deux  cônes  S  et  S'  et  être  perpendi- 
culaire à  R%  puis  H*  doit  être  perpendiculaire  à  R*.  Il  est  évident  que  ce  problème 
est  susceptible  de  plusieurs  solutions  que  l'on  obtiendrait  en  variant  les  positions 
des  génératrices  G  et  G'  par  rapport  à  LT.  Ce  problème  ne  diffère  du  précédent 
qu'en  ce  que  le  plan  vertical  de  projection  est  remplacé  par  un  plan  P  ayant  une 
direction  oblique  dans  l'espace. 

2«  PARTUb  î6 
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Ce  pnAlème  a  déjà  été  résolu  (n''  370) ,  maïs  la  solntion  précédente  montre 
CMDmeot,  k  mesure  que  Ton  avaace  dam  la  science  dite  :  géométrie  ée9crlplwe^  on 
fArrieal  à  simplifier  certaines  qvestioiis. 

Conêirmiion  <fun€  sectUm  conique  doimée  par  diverses  eonditioms^ 

ttme  de  ces  conéUtions  étant  un  fo^. 

385  Us.  Étant  donné  le  foyer  d'une  section  conique ,  combien  de  conditions , 
droites-tangentes  et  points  ^  peut-on  se  donner  pour  qae  cette  section  conique  soit 
complètement  déterminée? 

Puisque  Ton  sait  que  pour  tout  cône  de  révolution  £  coupé  par  un  plan  P  soi* 
vant  une  section  conique  E  ^  la  sphère  S  tangente  à  ce  c6ne  £  et  au  plan  P ,  tonche 
ce  plan  P  en  un  point  /  qui  est  le  foyer  de  la  courbe  E,  on  voit  de  suite  que  le 
sommet  s  du  cône  £  sera  déterminé  par  trois  conditions  et  que  par  conséqnent  on 
peut  énoncer  les  problèmes  suivants,  dont  les  données  sont  dans  un  plan. 

1 .  Étant  donnés  le  foyer  f  et  trois  droites  D,  D%  D'\  construire  la  section  co- 
nique tangente  à  ces  trois  droites. 

%  Étant  donnés  le  foyer  fei  deux  droites  D  et  D'et  un  point  m,  construire  la 
section  conique  passant  par  le  point  m  et  tangente  aux  droites  D  et  IV . 

3.  Étant  donnés  lefoyerfei  une  droite  D  et  deux  points  m  et  m',  construire  la 
section  conique  passant  par  les  deux  points  m  et  m' et  tangente  à  la  droite  D. 

4.  Étant  donnés  lefoyerfet  trois  points  m^m^m",  construire  la  section  co- 
nique passant  par  les  trois  points  m  «  m'y  m". 

5.  Étant  donnés  lo  foyer  f  et  deux  droites  D  et  D^,  et  un  point  a  sur  la  droite  D , 
construire  la  section  conique  ayant  pour  tangentes  les  droites  D  et  D^  et  pour 
point  de  contact  avec  D  le  point  a. 

6.  Étant  donnés  lefoyerfei  une  droite  D  et  on  point  a  sur  D  et  un  point  m  hors 
de  Dy  construire  la  section  conique  passant  par  le  point  m  et  tangente  à  la  droite  D 
au  pointa. 

Lorsque  Ton  exige  que  la  section  conique  soit  une  parabole ,  alors  on  ne  peut  se 
donner  y  outre  le  foyer  f,  que  deux  conditions,  droite-tangente  ou  points  parce  que 
le  sommet  s  du  cône  S  doit  être  sur  un  plan  T  mené  tangentiellement  à  la  sphère  S 
et  parallèlement  au  plan  P  de  la  section  conique  (parabole).  On  peut  donc  se  pro- 
poser les  problèmes  suivants. 

7.  Étant  donnés  le  foyer  f  et  deux  droites  D  et  D%  construire  la  paraMe  tan* 
geote  à  ces  deux  droites. 

8.  Étant  donnés  le  foyer  /et  une  droite  D  et  un  point  m ,  hors  de  cette  droite 
construire  la  parabole  passant  par  le  point  m  et  tangente  à  la  droite  D. 
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9.  ÉUrat  doDDég  le  fà^  f  et  deux  points  m  rt  m^  caortnàre  la  porafrafo  {Misant 
]Nur  en  deux  points. 

40.  Btant  donoéa  le  jbyrr  fj  une  droète  D  et  «n  point  a  sur  D,  oraetroire  la 

parabole  tangente  à  la  droite  D  et  au  point  a. 

Solution  des  dix  problèmes  précédents. 

Pour  tous  les  problèmes  proposés  nous  construirons  préalablement  une  sphère  S 
d'un  rayon  arbitraire  et  tangente  en  un  point  /  au  plan  P  sur  lequel  les  données 
sont  tracées. 

Problème  4 .  Par  chacune  des  droites  D^  D^  IV',  nous  mènerons  des  plans  0,  Qt^  %\ 
tangents  à  la  sphère  S.  Ces  trois  plans  se  couperont  en  un  point  s  qui  sera  le  sodk 
met  du  cône  £  qui  tangent  à  la  sphère  S  sera  coupé  par  le  plan  P,  suivant  la  see* 
tion  conique  demandée.  Le  problème  est  toujours  possible. 

Problème  2.  Par  chacune  des  droites  D  et  D'  nous  mènerons  le  plans  0  et  Qf 
tangents  à  la  sphère  S  y  ces  deux  plans  se  couperont  suivant  une  droite  I  ;  par  le 
point  m  donné  et  par  la  droite  I  nous  ferons  passer  un  plan  qui  coupera  la  sphère  S 
suivant  un  cercle  d;  du  point  m  nous  mènerons  deux  tangentes  au  cercle  I, 
lesquelles  coupercmt  la  droite  I  en  deux  points  s  et  s'  qui  seront  les  sommets 
de  deux  cônes  S  et  ^  qui  tangents  à  la  sphère  S  s'entre-couperont  suivant  deux 
courbes  planes  dont  Tune  sera  située  sur  le  plan  P  et  sera  la  section  comque 
demandée» 

Le  problème  aura  toujours  une  solution ,  car  la  possibilité  du  problème  dépend 
seulement  de  la  condition  de  pouvoir  mener  du  point  m  une  tangente  au  cercle  i  p 
or  le  point  m  étant  sur  le  jdan  P  et  ce  plan  P  étant  tangent  en  /  à  la  s[diôre  S^  le 
point  m  sera  toujours  hors  de  la  sphère  S  et  dès  lors  extérieur  au  cercle  ^. 

Problème  3.  Par  la  droite  D  nous  mènerons  un  plan  0  tangent  à  la  qphère  S, 
pnis  nous  regarderons  chacun  des  points  m  et  wl  comme  le  sommet  de  deux  eônes 
À  et  A'  tangents  à  la  sphère  S;  ces  deux  cônes  de  révolution  A  et  A^  s«t>nt  coupée 
pnr  le  plan  0  suivant  deux  sections  coniques  6  et  S'  qui  ne  seront  jamais  des 
paraboles  puisque  le  plan  0  n'est  pas  paiallèle  au  plan  P  qui  est  respectivmneni 
tangent  aux  cônes  A  et  A'  snivant  les  génératrices  droites  de  ces  cônes  >Wr  et  jisî7. 

Ces  courbes  6  et  S'  se  couperont  donc  en  éeum  on  ^otre  points  ou  n^anront 
anenn  point  commun. 

Chaque  point  d'intersection  sera  le  sommet  s  d'mi  cône  £  qui  tangent  à  la  sphère  S 
sera  coupé  par  le  plan  P  snivant  nne  section  conique  E  (ellipse  on  hyperb(^)  saiis- 
ftosanl  à  In  question  proposée. 
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Problème  4.  Ou  regardera  chacan  des  points  donnés  m,  m\  m"^  comme  le  som* 
met  de  trois  cônes  A,  A',  A^',  tangents  à  la  sphère  S  ;  ces  cônes  considérés  deux  à 
deax ,  auront  deux  plans  tangents  communs ,  ils  se  couperont  donc  suivant  deux 
courbes  planes  ou  sections  coniques. 

Ainsi  les  cônes  A  et  A'  se  couperont  suivant  les  courbes  <x,  a 

—  "  A'  et  A''  —  —  6,  e' 

—  A  et  A''  —  —  y  y  y' 

Nous  désignerons  par  A  et  A^  les  plans  des  courbes  a  et  a 

—  B  et  B'  —  6  et  e' 

—  K  et  K'  —  y  et  / 

Les  six  courbes  « ,  a  y  6,  6',  y  y  y  combinées  trois  à  trois  s'entre-couperont  en 
huit  points  qui  ne  seront  autres  que  ceux  en  lesquels  se  couperont  trois  à  trois 
les  plans  A,  A',  B,  B',  K,  K',  ces  plans  étant  combinés  de  la  manière  suivante  : 

(A,B,K),  (A',B,K),  (A,B',K),  (A',B',K) 
(A,B,KO,  (A',B.KO,  (A,B',KO,  (A',  B',  KO- 

Chacun  des  huit  points  pourra  être  considéré  comme  le  sommet  s  d*un  cône  S 
qui  j  tangent  à  la  sphère  S,  sera  coupé  parle  plan  P  suivant  une  section  conique  E 
satisfaisant  au  problème  qui  en  général  parait  admettre  huit  solutions. 

Problème  5.  Par  chacune  des  droites  D  et  D^  nous  mènerons  deux  plans  0  et  O' 
tangents  à  la  sphère  S  ;  ces  deux  plans  se  couperont  suivant  une  droite  I  ;  par  le 
point  a  et  la  droite  I  nous  mènerons  un  plan  qui  coupera  la  sphère  S  suivant  un 
cercle  i  et  par  le  point  a  nous  mènerons  une  tangente  0  au  cercle  d^  laquelle 
droite  9  coupera  la  droite  I  en  un  point  s  qui  sera  le  sommet  d'un  cône  £  qui, 
tangent  à  la  sphère  S ,  sera  coupé  par  le  plan  suivant  la  section  conique  demandée. 
Le  problème  est  toujours  possible. 

Problème  6.  Par  la  droite  D  nous  mènerons  un  plan  0  tangent  à  la  sphère  S; 
nous  considérerons  les  points  a  et  m  comme  les  sommets  de  deux  cônes  A  et  A' 
tangents  à  la  sphère  S  ;  ces  deux  cônes  A  et  A'  auront  deux  plans  tangents  com«- 
muns  et  se  couperont  suivant  deux  courbes  planes  ou  sections  coniques  a  et  a',  et 
comme  le  plan  G  est  tangent  au  cône  A  ayant  le  point  a  pour  sommet  (puisque  ce 
point  a  est  situé  sur  le  plan  0) ,  il  s'ensuit  que  le  plan  0  touchera  chacune  des 
courbes  a  et  a  en  un  point,  et  ces  deux  points  seront  les  sommets  de  deux 
cônes  £  et  1/  qui  tangents  à  la  sphère  S  seront  coupés  par  le  plan  P ,  chacun  sui- 
vant une  section  conique  E  et  E'  résolvant  le  problème  proposé. 

On  aurait  pu  résoudre  le  problème  en  considérant  un  cylindre  ^  tangent  à  la 
sphère  S  suivant  un  grand  cercle  G^  les  génératrices  de  ce  cylindre  ^  étant  parai- 
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lèles  à  la  droite  J  unissant  les  points  a  et  m  ;  ce  cylindre  ip  sera  coupé  par  le  plan  0 
suivant  une  ellipse  y. 

Menant  par  le  point  a  deux  tangentes  à  la  courbe  y ,  les  points  de  contact  seront 
les  sommets  des  deux  cônes  S  et  £'  précédents. 

Il  sera  facile  de  reconnattre  sur-le-champ ,  dans  les  six  problèmes  précédents , 
si  la  section  conique  E ,  qui  résout  le  problème,  doit  être  une  ellipse ^  une  parabole 
ou  une  hyperbole ,  car  il  suffira  de  mener  un  plan  X  tangent  à  la  sphère  S  et  paral- 
lèle au  plan  P  sur  lequel  la  courbe  Ë  doit  être  tracée  :  si  le  sommet  s  da  cône  £ 
(qui  tangent  à  la  sphère  S  doit  être  coupé  par  le  plan  P  suivant  la  courbe  Ë  de* 
mandée)  est  au-dessus  du  plan  X  y  la  courbe  Ë  sera  une  ellipse  ;  si  le  point  s  est 
sur  le  plan  X ,  la  courbe  Ë  sera  une  parabole;  si  le  point  s  est  entre  les  plans  X  et  F, 
la  courbe  E  sera  une  hyperbole. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit ,  on  voit  que  »  pour  résoudre  les  quatre  problèmes 
7*,  8*,  9*  et  1 0*,  où  Ton  se  propose  de  construire  une  parabole  y  dont  le  foyer  f  est 
donné,  il  faudra  que  le  sommet  s  du  cône  S,  tangent  à  la  sphère  S ,  soit  situé  sur 
le  plan  X,  qui  tangent  à  la  sphère  S  sera  parallèle  au  plan  P  de  la  courbe  cherchée. 

Problème  7.  Par  les  droites  D  et  D'  on  mènera  deux  plans  6  et  &  tangents  à 
la  sphère  S  ;  ces  deux  plans  se  couperont  suivant  une  droite  I ,  laquelle  percera  le 
plan  X  en  un  point  s  qui  sera  le  sommet  du  cône  S. 

Problème  8.  Par  la  droite  D  on  mènera  un  plan  3  tangent  à  la  sphère  S  ;  les 
deux  plans  0  et  X  se  couperont  suivant  une  droite  L  ;  par  la  droite  L  et  le  point  m 
on  mènera  un  plan  coupant  la  sphère  S  suivant  un  cercle  i  ;  par  le  point  m  on 
mènera  une  tangente  0  au  cercle  3,  laquelle  coupera  la  droite  L  en  un  point  s  qui 
sera  le  sommet  du  cône  S. 

Problème  9.  On  construira  deux  cônes  A  et  A'  tangents  à  la  sphère  S  et  ayant 
pour  sommet  respectif  les  points  donnés  m  et  m'  ;  ces  deux  cônes  A  et  A'  seront 
coupés  par  le  plan  X  suivant  deux  paraboles  6  et  6'  ;  la  première  a  son  axe  infini 

parallèle  à  la  droite  m/,  la  seconde  aura  son  axe  infini  parallèle  à  la  droite  m/, 

car  ces  droites  m/ et  m/ sont  des  génératrices  situées  respectivement  sur  les  cônes 
A  et  A'  et  parallèles  au  plan  X  et  elles  sont  situées  dans  le  plan  P  qui  est  tangent 
à  la  fois  aux  deux  cônes  A  et  A'. 

Ces  deux  paraboles  pourront  se  couper  en  deux  ou  quatre  points  ;  autant  il  y 
aura  de  points  d'intersection ,  autant  il  y  aura  de  paraboles  Ë  satisfaisant  à  la  con- 
dition d'avoir  le  point  f  pour  foyer  et  de  passer  par  les  deux  points  m  et  m\ 

Problème  10.  Par  la  droite  D  on  mènera  un  plan  @  tangent  à  la  sphère  S;  les 
plans  0  et  X  se  couperont  suivant  une  droite  L  ;  les  deux  droites  L  et  D  seront 
parallèles,  il  suffira  donc  de  mener  une  droite  G  par  le  point  a  et  le  point  i  en 
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lequel  le  plan  e  touche  la  spbète  S»  et  cette  droîto  G  conpefa  la  droite  L  en  on 

point  s  qui  sera  le  sommet  du  cône  S. 

ÀpplicaHan  amx  ambres. 

386.  La  détermination  de  la  partie  éclairée  et  de  la  partie  dans  Tombre  d'nn 
€M7f«  donné  est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  a  été  dît  précédemment  snr 
les  surfaces  tangentes  entre  elles  par  une  courbe  ;  car  si  Ton  suppose  le  corps 
éclairé  par  un  point  lumineux ,  il  suffira  de  mener  par  ce  point  un  cône  tangent 
«t  corps  donné  ;  si  le  corps  est  terminé  par  des  surfaces  planes ,  celles-ci  seront 
eUes-mômes  limitées  par  des  droites  ou  des  courbes  par  lesquelles  et  par  le  point 
donné  on  fait  passer  des  plans  ou  des  surfaces  coniques  ;  les  parties  de  ces  sur- 
faces comprises  dans  Tintérienr  d'autres  portions  de  surfaces  ne  donnent  aucune 
partie  de  la  courbe  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière.  Dans  le  cas  où  le  point 
édairant  est  à  Tinfini ,  les  rayons  lumineux  doivent  tous  être  parallèles  à  une 
même  droite  donnée  de  direction ,  et  le  cône  tangent  dégénère  en  un  cylindre  dout 
les  génératrices  sont  parallèles  à  cette  même  droite  donnée. 

La  détermination  de  Tombre  portée  est  encore  une  application  directe  d'un 
problème  déjà  résolu  (chap.  YI)  »  car  il  s'agit  seulement  de  trouver  rinterseclion 
du  cône  ou  du  cylindre  lumineux  avec  la  surface  sur  laquelle  on  suppose  que  le 
corps  porte  ombre.  Nous  pouvons  remarquer  aussi  que  cette  ombre  portée  n'est 
autre  chose  qu'une  projection  conique  ou  oblique  du  corps,  de  sorte  que  le  corps 
est  complètement  déterminé  par  sa  projection  horizontale ,  par  exemple ,  et  son 
ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  (n""  1 58  et  1 59)  ^  quand  d'ailleurs  on  connaît 
la  position  du  point  lumineux ,  ou  la  direction  et  l'inclinaison  des  rayons  de 
lumière  si  le  point  lumineux  est  supposé  à  l'infini. 

Nous  avons  indiqué  (1"  partie,  chap.  V)  comment  on  trouve  la  ligne  de  sépa- 
ration d'ombre  et  de  lumière  et  l'ombre  portée  d'un  polyèdre  sur  le  plan  hori* 
zontal  ;  nous  allons  donner  ici  quelques  exemples  de  surfaces  courbes. 

387.  PaoBLftME  5.  Trouver  Combre  (Tun  cône  de  révoluîian  dont  Vaxe  est  vertical. 
Soient  (fij.  241)  s  le  sommet  et  B  la  base  de  ce  cône,  R  la  direction  des  rayons 
lumineux  et  supposés  parallèles,  il  est  évident  que  si  l'on  mène  au  cône  deux  plans 
tangents  parallèles  aux  rayons  R  (n*  228) ,  les  génératrices  de  contact  G  et  G'  for- 
meront la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  ;  de  sorte  que  le  secteur  ^acb 
sera  la  projection  horizontale  de  ki  partie  du  cône  qui  ne  peut  recevoir  aucun 
rayon  de  lumière  ;  mais  en  projection  verticale  la  partie  csb  est  cachée ,  de  sorte 
que  l'on  ne  doit  marquer  dans  l'ombre  que  a Vé''.  Enfin  te  triangle  mixtiligne  pacb 
est  évidemment  l'ombre  portée  du  cône  sur  le  pbw  horizontal. 


—  207  - 

3S8.  Problève  6.  Trouver  Cambre  cTun  trom-âe-loup  au  puits  militaire.  Nons  con- 
sidérons le  trOQ  prolongé  jasqaau  sommet  du  cône;  soient  donc  A  (fiy,  242) 
Taxe  vertical ,  B  la  base  et  $  le  sommet  de  la  sarface  coniqae ,  R  la  direction  des 
rayons  lumineux.  L'ombre  sera  déterminée  par  la  surface  cylindrique  lumineuse 
ayant  pour  base  B ,  nous  sommes  donc  conduits  à  chercher  Fintersection  d'une 
surface  cylindrique  avec  une  surface  conique  (n*"  352).  Pour  cela,  par  le  sommet  Sj 
nous  mènerons  une  parallèle  K  aux  rayons  de  lumière  R ,  puis  par  la  trace  bori- 
tontale  c  menant  une  série  de  droites ,  elles  seront  les  traces  horizontales  de  plans 
auxiliaires  coupant  les  deux  surfaces  suivant  des  génératrices  droites  ;  mais  si 
BOUS  remarquons  que  la  partie  du  cercle  B  située  du  côté  du  point  a  peut  seule 
porter  ombre ,  nous  verrons  qu'il  faut  prendre  a  pour  trace  horizontale  de  la  gé^ 
nératrice  D  du  cylindre  lumineux,  et  le  point  o  pour  trace  horizontale  de  la  géné- 
ratrice G  de  la  surface  conique ,  ces  deux  génératrices  se  coupent  en  un  point  x 
de  la  courbe  cherchée  et  qui  sera  Tombre  portée  sur  la  surface  conique  du  creux. 
Si  Ton  roulait  construire  en  ce  point  la  tangente  à  cette  courbe  d'intersection  des 
surfaces  conique  et  cylindrique ,  il  faudrait  mener  des  plans  tangents  à  ces  deux 
surfaces  et  leurs  traces  horizontales  seraient  des  tangentes  à  B  aux  points  a  et  b; 
ces  tangentes  ne  sont  pas  parallèles ,  elles  se  couperont  donc  en  un  point  qui  sera 
la  trace  horizontale  de  la  tangente  cherchée. 

Si  l'on  voulait  avoir  le  point  de  la  courbe  pour  lequel  la  tangente  est  horizon- 
taie,  on  remarquerait  qu^elle  doit  être  donnée  par  Fintersection  de  deux  plans 
tangents  ayant  leurs  traces  horizontales  parallèles  (n*  90),  et  par  conséquent  tan- 
gentes à  B  aux  extrémités  d'un  même  diamètre  ;  il  faudrait  donc  mener  le  plan  F 
tel  que  H''  passe  par  le  centre  du  cercle  B ,  a'  et  b'  seront  les  traces  horizontales 
des  génératrices  D^  et  G'  qui  se  couperont  au  point  a/  demandé. 

389.  Problème  7.  Trouver  t ombre  de  ta  niche.  Une  niche  est  un  creux  demi* 
cylindrique  pratiqué  dans  un  mur  et  recouvert  par  un  quart  de  surface  sphérique. 

Soient  pqr9  {fig.  243)  la  base  du  mur  dans  lequel  la  niche  est  pratiquée,  B  la 
base  du  cylindre  de  révolution ,  C  le  grand  cercle  horizontal  et  C  le  grand  cercle 
vertical  de  la  sphère,  L  la  direction  des  rayons  lumineux  supposés  parallèles,  nous 
prenons  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan  de  la  base  du  cylindre  et  pour 
{rilan  vertical  de  projection  le  plan  du  parement  du  mur;  mais  comme  les  projec- 
tions horizontales  et  verticales  se  confondraient  en  partie,  nous  supposons  qu'on 
ait  reculé  toutes  les  constructions  relatives  au  plan  vertical  de  manière  que  la  ligne 
de  terre  LTsoit  venue  dans  la  position  parallèle  LT  et  que  les  points  correspon- 
dants se  trouvent  encore  sur  une  perpendiculaire  commune  aux  droites  LT  et  LT , 
en  sorte  que  dans  nos  oonstructions  toute  projection  horizontale  devra  être  rap- 
portée à  la  ligne  de  terre  primitive  LT  et  toute  projection  verticale  à  la  ligne  de 
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terre  transportée  LT.  Cela  posé ,  si  par  les  points  de  Faréte  vive  ou  saillante  A 
on  mène  des  parallèles  à  L ,  elles  formeront  un  plan  P  dont  la  trace  H^  donne  un 
segment  de  cercle  qui  forme  Fombre  portée  sur  le  plan  du  cercle  B,  et  qui  coupe 
le  cylindre  suivant  une  génératrice  droite  G ,  qui  forme  la  ligne  de  séparation 
d*ombre  et  de  lumière  dans  le  cylindre  creux  de  la  niche  et  jusqu'au  point  b^  où 
elle  rencontre  le  rayon  lumineux  R  mené  du  point  a  le  plus  élevé  de  Taréte  A; 
à  partir  de  ce  point,  si  Ton  continue  à  mener  des  rayons  lumineux  par  tous  les 
points  du  cercle  C\  ils  formeront  une  surface  cylindrique ,  dont  Tintersection  bx 
avec  le  cylindre  de  la  niche  donnera  la  continuation  de  cette  ligne  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière.  Cette  intersection  s'obtiendra  facilement  (n*  352),  en 
menant  diverses  génératrices  du  cylindre  lumineux ,  et  cherchant  leurs  intersec- 
tions avec  le  cylindre  de  la  niche. 

Nous  remarquerons  que  la  courbe  bx  a  pour  tangente  au  point  b  la  généra- 
trice G  f  car  en  ce  point  b  les  plans  tangents  aux  deux  cylindres  sont  verticaux , 
puisqu'ils  doivent  passer,  l'un  par  la  génératrice  verticale  G  et  l'autre  par  la  tan- 
gente verticale  du  cercle  G'  au  point  a,  de  sorte  que  G  est  leur  intersection.  A  par- 
tir du  pointa;,  le  cylindre  lumineux  coupe  le  quart  de  sphère;  or,  ce  cylindre 
pénétrant  dans  la  sphère  par  un  grand  cercle  C  ne  peut  en  sortir  que  par  un  autre 
grand  cercle  E  (n*  371),  donc  la  projection  verticale  sera  une  ellipse.  Pour  la 
construire,  remarquons  que  les  cercles  C  et  E^  ce  dernier  cercle  étant  l'intersec- 
tion du  cylindre  lumineux  et  de  la  sphère ,  sont  perpendiculaires  à  un  même  plan 
parallèle  aux  rayons  lumineux ,  et  que  nous  prendrons  comme  un  nouveau  plan 
horizontal  de  projection ,  de  sorte  que  L'T^  doit  être  parallèle  à  L"  ;  la  sphère  se 
projette  sur  ce  plan  suivant  un  grand  cercle  C^'^.  Le  rayon  lumineux  R,  passant 
par  l'extrémité  o  du  diamètre  de  ce  cercle  parallèle  à  L^T',  se  projette  suivant  R*', 
que  Ton  a  en  prenant  o*'flf '  =  oV  et  joignant  o^'d*',  il  coupe  le  cercle  C"  en  un 
second  point  e  qui  détermine  le  petit  axe  oe  de  l'ellipse  E*",  ol  étant  le  grand  axe , 
car  il  est  le  seul  diamètre  du  cercle,  donné  en  vraie  grandeur,  et  par  conséquent 
le  plus  grand  diamètre  de  la  courbe  E". 

Les  courbes  bx  et  E  vont  se  croiser  en  un  point  x  du  cercle  C ,  que  l'on  peut 
obtenir  directement;  en  effet,  ce  point  appartient  à  l'intersection  du  plan  S  du 
cercle  C  et  du  plan  Q  du  cercle  E  ;  or  le  plan  S  est  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical de  projection  et  le  plan  Q  est  perpendiculaire  au  second  plan  horizontal  de 
projection,  donc  leur  intersection  I  a  ses  projections  respectivement  situées 
sur  H'^  et  sur  Y'  ;  pour  avoir  sa  projection  horizontale  sur  le  plan  horizontal  de 
projection  primitif,  nous  prendrons  un  point  m  sur  cette  intersection  I ,  et  ayant 
abaissé  m^'i  perpendiculaire  sur  LT,  nous  prendrons  im''=ii^m^j  l'intersection  I  des 
deux  plans  passe  d^ailleurs  évidemment  par  le  centre  de  la  sphère ,  donc  on  con- 
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natt  1*  ;  le  point  x  devant  se  projeter  à  la  fois  sur  I*  et  sur  C*,  on  connaît  a:*,  d'où 
Ton  conclut  x".  La  droite  A  et  le  cercle  G  se  raccordant  (étant  tangentes  l'une  à 
l'autre)  au  point  a ,  il  est  évident  que  C  et  6V  doivent  se  raccorder  au  point  V*  et 
de  même  b^'x^  et  E*  doivent  se  raccorder  au  point  x^. 

390.  Réciproquement ,  étant  donnée  une  niche  ombrée ,  on  peut  se  demander 
de  trouver  la  direction  des  rayons  lumineux.  Pour  cela ,  remarquons  que  la  géné- 
ratrice 6  fait  connaître  immédiatement  R^,  et  par  suite  L^^  puis  le  point  /  donne 
Taxe  ol  de  l'ellipse  E*",  auquel  R*'  ou  L*"  est  perpendiculaire. 

Gela  posé,  la  projection  verticale  de  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lu- 
mière peut  affecter  six  formes  différentes  :  1""  elle  peut  être  composée  d'une 
droite  G*  et  de  deux  arcs  de  courbe  b^x*  et  afl  ayant  leur  convexité  tournée  du 
côté  de  l'ombre  ;  2"  elle  peut  être  composée  d'une  droite  G*',  d'un  arc  de  courbe  A'o 
ayant  sa  convexité  tournée  du  côté  de  l'ombre,  et  enfin  d'une  autre  droite  ol; 
3*  on  peut  avoir  une  droite  G"*,  un  arc  de  courbe  tel  que  b^'x"  ayant  sa  convexité 
tournée  vers  l'ombre ,  et  un  arc  d'ellipse  ayant  au  contraire  sa  concavité  tournée 
vers  l'ombre;  dans  ces  trois  cas,  le  rayon  lumineux  est  dirigé  comme  dans  la 
figure  243 ,  seulement  il  est  plus  ou  moins  incliné  sur  le  plan  vertical  de  pro- 
jection ;  4""  la  projection  verticale  de  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière 
peut  se  composer  d'une  droite  G*  et  d*un  arc  d'ellipse  x'^l  ayant  sa  convexité 
tournée  vers  l'ombre;  5**  elle  peut  se  réduire  à  nne  seule  droite  passant  par  o; 
6"*  elle  peut  être  formée  d'une  droite  G*"  et  d'un  arc  d'ellipse  ayant  sa  concavité 
tournée  vers  l'ombre  ;  dans  ces  trois  cas,  les  points  b*  et  x^  coïncident,  l'axe  ol 
de  E*"  est  perpendiculaire  à  LT,  et  le  rayon  lumineux  est  parallèle  au  plan  liori- 
zonfal  de  projection.  On  pourrait  varier  la  forme  de  la  niche,  et  l'on  parviendra 
par  des  méthodes  analogues  à  la  détermination  de  l'ombre  portée. 

391.  Problème  8.  Construire  la  ligne  de  séparation  d^ ombre  et  de  lumière  sur  la 
sphère.  Soient  o  {fig.  244)  le  centre  de  la  sphère,  C  le  grand  cercle  parallèle  au 
plan  horizontal ,  C'  le  grand  cercle  parallèle  au  plan  vertical ,  R  la  direction  des 
rayons  lumineux. 

La  série  des  rayons  lumineux  tangents  à  la  sphère  forme  un  cylindre  de  révolu- 
tion, et  la  courbe  de  contact  ]^est  un  grand  cercle  dont  le  plan  est  perpendicu- 
laire à  R  ;  les  projections  de  la  courbe  E  seront  donc  des  ellipses  (  n""  3 1 4  ). 

Cherchons  d'abord  E^  :  les  projections  des  diamètres  de  E  sont  des  diamètres 
de  E*,  et  un  seul,  le  diamètre  horizontal  ab,  se  projette  en  vraie  grandeur,  a*6*  sera 
donc  le  grand  axe  de  E*.  Pour  avoir  le  petit  axe,  remarquons  que  si  par  le  centre  o 
on  mène  une  droite  A  parallèle  à  la  droite  R ,  cette  droite  A  sera  Taxe  du  cylindre 
lumineux,  et  si  l'on  suppose  que  le  plan  projetant  horizontalement  A  tourne 
autour  de  l'horizontale  passant  par  le  centre  o ,  A  viendra  se  rabattre  en  A'  et  le 
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rayon  ce ,  dont  la  projection  borizonUle  est  le  petit  aie  cherché,  se  rabat  en  cf^e'  ; 
revenant  ensaile  de  ce  rabattement  aux  projections^  lo  point  e'  8e  projettera  en  ^  ; 
décrivant  une  ellipse  sur  les  deux  demi-axes  oV  et  oV,  on  aura  E*  ;  la  portion  œh^ 
étant  tracée  sur  la  partie  supérieure  de  la  sphère ,  est  seule  vue,  et  ea  projection 
horizontale  on  ne  doit  ombrer  que  la  partie  a^e*6*eV. 

Nous  opérerons  de  même  pour  obtenir  £",  c'est-à-dire  que  nous  ferons  tourner 
le  plan  projetant  verticalement  la  droite  A  autour  de  la  verticale  passant  par  le 
centre  o ,  Â  viendra  en  A^^,  le  rayon  4ff  dont  la  projection  verticale  est  le  petit  axe 
de  E*"  se  rabat  en  6"/"^  d'où  Ton  condut  la  projection  f  ;  d'ailleurs,  le  diamètre  cd 
deB  parallèle  au  plan  vertical  de  projection  se  projette  seul  en  vraie  grandeur  et 
donne  par  conséquent  le  grand  axe  c^éT  de  £^  ;  on  pourra  donc  tracer  celte  ellipse. 
Nous  remarquerons  que  la  partie c6d,  située  sur  la  moitié  antérieure  delà  sphère, 
est  seule  vue ,  ce  qui  fixe  la  portion  que  Ton  doit  ombrer  sur  le  plan  vertical  de 
projection. 

Ajoutons  en  passant  que  si  Ton  demandait  de  mener  par  la  droite  R  un  plan 
tangent  à  la  sphère  »  la  chose  serait  facile ,  car  ayant  construit  comme  ci-dessus  la 
courbe  de  contact  E  d'un  cylindre  tangent  dont  les  génératrices  sont  parallèles 
à  R,  il  n'y  aurait  plus  qu'à  mener  par  R  un  plan  tangent  à  ce  cylindre,  ce  qui 
s'effectuerait  (n""  235)  en  prenant  l'intersection  de  la  droite  R  et  du  plan  de  la 
courbe  E  ;  menant  par  ce  point  deux  tangentes  à  E,  l'on  obtiendrait  les  points  de 
contact  (^). 

392.  La  détermination  du  point  x  dans  l'ombre  de  la  niche  conduit  à  la  solu- 
tion du  problème  suivant  :  ÊUmt  donnée  deux  diamètre$  conjugués  d'une  ellipse^  en 
trouver  les  axes  en  direction  et  en  longueur.  En  effet  le  cylindre  lumineux  est  coupé 
par  le  plan  S  suivant  une  ellipse  dont  on  peut  facileipent  'obtenir  deux  diamètres 
conjugués ,  car  le  plan  langent  au  cylindre  le  long  de  la  génératrice  passant  au 
point  /  est  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  sa  trace  sur  le  plan  S  est  donc  perpen- 
diculaire à  y  et  par  conséquent  parallèle  à  od;  elle  est  d'ailleurs  tangente  à  l'ellipse 
au  point  y  où  le  rayon  lumineux  R,  coupe  le  plan  S;  donc  oy  est  un  demi- 
diamètre  ayant  son  conjugué  dirigé  suivant  od;  pour  avoir  la  longueur  de 
celui-ci ,  il  suffit  de  faire  passer  par  od  et  une  parallèle  aux  génératrices  droites  du 
cylindre,  un  plan  qui  coupera  ce  cylindre  suivant  la  génératrice  R,  donnant  od 
pour  la  longueur  du  second  demi-diamètre.  Remarquons  œsuite  que  a,  6,  x  sont 
des  points  de  l'ellipse. 

Cela  posé,  soient  yy^  et  d^  (fig.  246)  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse, 


C*)  Toyez ,  au  sujet  des  courbes  d'égales  teintes  réelles  et  apparentes,  et  des  points  et  lignes  brii- 
tantes ,  le  chapitre  lU  de  Touvrage  qui  a  pour  titre  :  Dévekoppemems  de  géométrie  descriptive. 
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du  centre  o  menons  ab  perpendiculaire  sur  le  diamètre  dd! ,  concevons  sur  ce  dia* 
mètre  un  cercle  vertical  rabattu  en  G'  et  faisons  passer  la  droite  ab  sur  le  plan  de 
ce  cercle 9  il  suffit  évidemment  de  mener  j/i,  puis  de  mener  d'un  point  quelconque 
k  les  droites  knetkp  respectivement  parallèles  à  yi  et  yo^  puis  pu  perpendiculaire  à 
ddf  et  la  droite  ou  sera  la  droite  ab  ramenée  dans  le  plan  du  cercle ,  et  elle  le  cou* 
pera  en  un  point  z  d'où  menant  xb  parallèle  kyi^  on  déterminera  le  point  b  qui 
appartiendra  à  Tellipse. 

Ce  point  b  étant  obtenu ,  si  Ton  décrit  un  cercle  du  rayon  ob ,  et  que  Ton  trouve 
le  point  j;  en  lequel  il  coupe  Tellipse,  bx  et  ax  seront  deux  cordes  supplémentaires 
rectangulaires  auxquelles  les  axes  sont  parallèles  (n""  31 4^  S"").  Pour  obtenir  ce  point 
il  faut  faire  les  constructions  indiquées  dans  Tombre  de  la  niche  ;  afin  qu'on  en 
suive  mieux  l'analogie  nous  prendrons  trois  cercles  C\C\  Q!''  (Jig.  247),  repré- 
sentant les  cercles  G^,  G',  G^^'^  de  la  figure  243 ,  ces  trois  cercles  superposés  donnent 
le  cercle  G  de  la  figure  248  dans  laquelle  chaque  lettre  marque  les  points  portant 
les  mêmes  lettres  dans  la  figure  247  et  qui  se  sont  superposés.  U  faut  donc  abaisser 
j/ perpendiculaire  sur  ^6,  u^ener  la  tangente /Z,  qui  correspond  à  la  projection 
verticale  du  rayon  lumineux ,  mener  les  diamètres  al  et  oc  ^  d'un  point  quelconque  j 
de  ab  abaisser  jt  perpendiculaire  sur  oc,  et  rencontrant  oceam^  élever  j/c  perpen* 
diculaire  sur  a6  et  prendre  jk=im,  enfin  joindre  ko  qui  coupe  le  cercle  G  au 
pointa;  deoiandé ;  menant  alors  les  cordes  supplémentaires  oa:,  te  et  du  centre  o  des 
parallèles  à  ces  cordes ,  on  aura  les  directions  des  axes  de  l'ellipse;  pour  en  trou- 
ver les  sommets ,  il  faudrait  faire  passer  ces  axes  dans  le  plan  du  cercle  G'  (Jg,  246) 
et  opérer  comme  on  Ta  fait  pour  déterminer  le  point  ^ ,  on  trouverait  ainsi  les 
points  nelq  d'où  l'on  conclurait  les  points  ;?  et  r  et  par  suite  les  longueurs  np  et 
qr  des  axes  de  l'ellipse  (^)« 


O  Cet  articte  aurait  dû  être  placé  après  ks  théorèmos  relatiis  à  deux  oerdes  qui  Iracés  sur  woù 
sphère  sont  enveloppés  par  une  surface  conique. 

Mais  j*ai  préféré  le  mettre  après  Tombre  de  la  niche,  parce  que  c'est  en  examinant  de  près  cette 
épure  que  j*ai  Ml  que  la  recherche  du  point  particulier  x  de  Tombre  portée ,  eondaisait  à  la  solutioa 
da problème,  Étata dmmé  UHSifHèmedediamiîretomi9i§uéi  dunke  eUipse^  trmner  (adireclimiH 
la  grsndeur  des  urnes  de  cette  courbe ,  et  à  ce  sujet  je  ferai  les  réflexious  suivanles» 

Il  faut,  en  géométrie  descriptive,  apprendre  à  lire  Vépure  qui  donne  la  solution  d'un  problème 
particulier,  de  manière  à  en  déduire  tout  ce  qu'elle  peut  nous  enseigner.  Ainsi  en  analyse,  lorsque 
Ton  est  parremi  à  ï  Équation  qui  donne  la  solution  d'un  proMèiM,  ilfiMit  interpréter  cette  équaiioii 
et  en  tirer  tous  les  résultats  qu'elle  reoiarxne  et  non  passeuiemeni  celui  qui  était  Pobjet  de  la  question 
proposée;  il  faut«  si  je  puis  m*exprimer  ainsi,  inten-oger  C  équation  finale  pour  en  tirer  tout  ce  qu'elle 
peut  apprendre.  Il  en  est  de  même  en  géométrie  descriptive ,  une  épure  peut  renfermer ,  non-seule- 
ment la  solution  delà  question  spéciale  pour  laquelle  elle  a  été  construite,  mais  encore  la  solution 
de  plusieurs  autres  questions,  qui  paraissent  n  avoir  aucune  connexité  avec  la  première;  il  faut  donc 
savoir  interroger  une  épure  et  en  tirer  tout  ce  qu'elle  peut  apprendre.  Nous  en  avons  donné  plusieurs 
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y^pplication  à  la  perspective. 

393.  Dans  toute  qaestion  de  perspective  on  a  deux  problèmes  à  résoudre  : 

1"*  Trouver  le  contour  apparent  d'un  corps;  il  suffit  pour  cela  de  mener  par  Vœit 
ou  par  le  point  en  lequel  on  le  suppose  placé ,  et  que  Ton  nomme  point  de  vue 
(a""  1 59)  j  un  cône  tangent  au  corps  proposé  (n*  377)  ;  dans  ce.  cas ,  comme  dans 
la  théorie  des  ombres,  si  le  corps  est  terminé  par  des  arêtes  saillantes ,  il  faut  par 
chaque  aréte  droite  et  par  le  point  de  vue  faire  passer  un  plan ,  et  par  chaque  arête 
courbe  faire  passer  une  surface  conique  dont  Vœil  est  le  sommet,  et  ne  conserver 
pour  contour  apparent  que  les  lignes  répondant  aux  plans  ou  aux  cônes  les  plus 
extérieur. 

2*  Trouver  la  perspective  d'un  objet  proposé  ;  c'est  tout  simplement  trouver  Fin- 
tersection  par  le  tableau  des  rayons  visuels  menés  du  point  de  vue  à  chacun  des 
points  de  Tobjet. 

394.  pROBLÈHE  9.  Trouver  la  perspective  d^un  cône  de  révolution  ayant  son  axe 
vertical.  Nous  avons  donné  (l"  partie,  chap.  V)  la  manière  de  mettre  un  polyèdre 
en  perspective,  nous  n'ajouterons  ici  que  cette  question  simple,  elle  suffira  pour 
indiquer  les  procédés  graphiques  que  Ton  doit  suivre.  Soient  B  {fig.  245)  la  base 
et  s  le  sommet  de  la  surface  conique ,  LT  la  ligne  de  terre  ou  base  du  tableau ,  que 
nous  supposerons  transporté  parallèlement  à  lui-même  en  LT;  soient  v  le  point  de 
vue  ;  ou  projection  orthogonale  de  Tœil  sur  le  tableau ,  d  et  (f  les  points  de  dis- 
tance ,  la  droite  H  est  la  trace  sur  le  tableau  d'un  plan  horizontal ,  mené  par  l'œil , 
on  la  nomme  ligne  d horizon. 

Pour  avoir  la  perspective  de  la  base  B ,  on  lui  inscrit  et  circonscrit  des  carrés 
ayant  chacun  deux  côtés  perpendiculaires  et  deux  côtés  parallèles  à  LT  ;  pour  avoir 
la  perspective  du  carré  circonscrit  abce ,  nous  remarquerons  que  les  diagonales 
sont  inclinées  à  45""  sur  LT,  si  donc  on  prolonge  ab  ,et  ce  jusqu'à  leur  rencontre 
avec  LT  et  qu'on  joigne  ces  points  a  et  t/  avec  v ,  si  l'on  prolonge  ca  jusqu'à  LT , 
qu'on  projette  ^  sur  LT,  et  qu'on  joigne  les  points  6  et  c(,  cette  droite  6d  coupera 
av  et  yv  aux  points  of^eicF  par  lesquels  menant  les  horizontales  oFe^,  (fb^  puis  les 
droites  à!*b^  et  c'^c^,  nous  aurons  la  perspective  du  carré  abce ,  les  diagonales  cfif  et 
b^^  se  croisent  au  point  (f  par  lequel  on  mènera  une  horizontale  et  la  droite  c^v , 
pour  avoir  les  perspectives  des  points  de  contact  du  cercle  B  avec  les  quatre  côtés 


fois  l'exemple  dans  ce  cours;  ainsi  lorsque  nous  avons  cherché  CintersectUm  de  deux  plans  donnés 
chacun  par  U7ic  trace  et  un  point ,  nous  en  avons  déduit  plusieui*s  théorèmes  relatifs  aux  transver- 
sales ;  lorsque  nous  avons  construit  la  section  droite  d'un  cylindre,  nous  en  avons  déduit  le  problème 
qui  fait  le  sujet  du  n*  373  bis,-  plus  loin ,  de  Yinlersection  de  deux  surfaces  coniques ,  nous  déduirons 
diverses  propriétés  relatives  à  deux  sections  coniques  situées  sur  un  même  plan^  etc. ,  etc. 
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du  carré.  Si  nous  prolongeons  les  côtés  du  carré  inscrit  perpendiculaires  à  LT  jus- 
qu'à LT ,  et  si  nous  joignons  les  points  de  rencontre  au  point  Vf  nous  obtiendrons 
les  perspectives  des  points  d'intersection  du  cercle  B  avec  les  diagonales  du  carré. 
Pour  avoir  la  perspective  du  sommet ,  il  faut  encore  par  ce  sommet  mener  deux 
horizontales,  Tune  perpendiculaire  au  tableau  et  l'autre  inclinée  à  45*;  leurs  pers- 
pectives sont  $v  et  odj  elles  se  coupent  au  point  «'•  Pour  avoir  la  perspective  du 
contour  apparent ,  il  faudrait  par  Tœil  mener  deux  plans  tangents  au  cône  (n*  225) 
et  chercher  comme  ci-dessus  les  perspectives  des  traces  des  génératrices  de  con- 
tact et  les  joindre  avec  s^  (*) . 


CHAPITRE   X. 

DE   GBRTÀINES  COVRBES   ET    SUEFAGES  COURBES  QVl   SONT   SOUVENT   EHPLOTÉBS 

DAMS   LES  ARTS   ET  LES  CONSTRUCTIONS. 


395.  Si  l'on  suppose  une  courbe  C  et  une  tangente  T  à  cette  courbe,  et  que  la 
droite  T  roule ,  sans  glisser ,  sur  la  courbe  G  de  manière  à  lui  rester  toujours  tan- 
gente y  un  point  quelconque  m  de  T  décrira  une  développante  de  la  courbe  G  (n*  101). 
La  construction  de  la  développante  est  très-simple,  car  ayant  fixé  sur  la  courbe  G 
un  point  o  pour  origine  de  la  développante  et  le  sens  dans  lequel  on  suppose  que 
le  développement  doit  s'effectuer,  on  mènera  aux  divers  points  de  la  courbe  G 
des  tangentes  sur  lesquelles  on  portera ,  à  partir  du  point  de  contact  et  du  côté  de 
l'origine,  des  longueurs  égales  à  l'arc  de  courbe  {rectifiée) ,  compris  entre  ce  point 
de  contact  et  l'origine.  La  tangente  à  la  développante  n'offre  aucune  difficulté  puis- 


(*)  On  poarrait  demander  le  lieu  des  points  que  doit  occuper  dans  Tespace  l'œil  du  spectateur  pour 
que  le  cercle  situé  sur  le  plan  horizontal  ait  pour  perspective  un  cercle.  Voyez  à  ce  sujet,  dans  rouvrage 
qui  a  pour  titre  :  Complëmeni  de  géométrie  descriptive ,  le  mémoire  qui  a  pour  titre  :  Des  projections 
stéréoçraphiques ,  mémoire  que  j'ai  publié  pour  la  première  fois  dans  le  26*  cahier  du  Journal  de 
rfScole  polytechnique. 


<}a'elle  doit  ^e  perpendiculaire  à  la  toi^nte  à  Ja  4A>ekppée  at  Aeoée  parle  poiat 
de  <»>ii4aci  proposé  (n^'^l). 

Maïs  si  Ton  suppose  que  la  tao^jeate  X  glîflse  sur  la  OMiri>e  C  ea  même  temps 
f  u'die  roule  wr  oeUe  courbe^  le  point  m  eDgendrera  uaa  déi>el^^^uêe  racœurde 
on  rallémjfée  soivaiit  que  T  glissera  dans  le  sens  de  son  mouvement  «or  G  ou  en  sens 
oMUiaiFe  {*). 

Deê  Méêicen. 

m 

On  appelle  hélice  toute  courbe  qui,  tracée  sur  une  surface  dévdoppable ,  se 
transforme  en  une  droite  lorsque  la  surface  est  étendue  sur  un  plan. 

396.  V Hélice  que  nous  allons  étudier  est  une  courbe  à  double  courbure  tracée 
surim  cylindre  ^  révolution  at  dont  la  transformée  est  une  ligne  droite,  on  lui 
donne  le  nom  di" hélice  cylindrique  et  circulaire  (**) .  Il  résulte  de  là  que  nommant  C 
la  base  ou  section  droite  du  cylindre ,  et  E  l'hélice ,  si  l'on  développe  la  surface 
cylindrique  (n"  373),  et  que  l'on  prenne  sur  la  droite  C  transformée  du  cercle  C 
des  points  également  distants  les  uns  des  autres  et  que  par  chacun  de  ces  points  on 
élève  des  perpendiculaires  à  la  droite  C,  ces  perpendiculaires  représentant  au  déve-. 
loppemeot  les  diverses  génératrices  de  la  surface  cylindrique ,  elles  iront  couper  la 
transformée  E'  de  Thélice  fi  «n  des  points  équidtstants  entne  eux  et  dont  les  ordon- 
nées seront  équidifférentes  entre  elles ,  d'où  l'on  conclut  :  que  l'hélice  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution  est  une  courbe  telle  que  ses  ordonnées  rapportées  à  une 
section  droite  G ,  du  cylindre ,  sont  proportionnelles  aux  abscisses  curvilignes 
comptées  sur  G  et  à  partir  du  point  d'intersection  des  courbes  G  et  E,  point  que  l'on 
nomme  Vorigine  de  l'hélice.  On  peut  donc  dire  aussi  que  l'hélice  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution  serait  engendrée  par  un  pomt  glissant  le  long  d'une  géné- 
ratrice droite  de  la  surface  cylindrique  pendant  que  cette  génératrice  tourne 
autour  de  Taxe  et  de  telle  mauière  que  le  point  s'^élève  de  quantités  égales  pour 
des  angles  de  rotation  égaux  décrits ,  autour  de  Taxe  du  cylindre ,  par  la  généra^ 
trice  droite. 

Lorsque  la  génératrice  droite  aura  fait  un  tour  complet  autour  de  Taxe  du 
cylindre,  elle  reprendra  sa  première  position  et  le  point  générateur  se  sera  élevé 
d*une  quautilé  H  que  Ton  nomme  le  pas  de  Ph&lice;  la  portion  d'hélice  comprise 


O  Voyez,  pour  les  déwloppantes  planes ^  cylindriques ^  coniques  et  tiyperboloîdiques  d*un  cercle, 
Toivmge  gai  a  ponr  titre  :  Théorie  géométrique  des  engrenages^  etc. ,  publié  ea  1842,  Vcyez^  pcmr 
tes  déveioffpanies  rallongées  et  raccourcies  ^  ie  ciiapitre  J*'  de  Taiivfage  qui  a  |iOttr  titre  :  Développe-^ 
nitfNti  de  géométrie  deserîplive. 

r*)  Si  kl  section  droite  du  cylindre  était  âne  parabole ,  oa  une  ellipse  «  elc»,  on  lui  40aneimt  la 
nom  d*hélice  cylindrique  et  parabolique ^  ou  cylindrique  et  elliptique,  etc. 
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entre  ce  point  rt  V^ngime  8e  noiane  wm  jfrire.  Ëofin ,  les^  éléments  rectiligpaes  de 
rhéiiee  foal  tous  le  mièaie  angle  avec  tes  génératrices  droéfes  du  cylindre.  Dési- 
gnons cet  angle  par  x  et  par  R  le  rayon  du  eerele  C  ;  après  le  dévetopperoent ,  h 
portion  de  cylindre  comprise  entre  le  eerele  C  y  une  spîre  de  rhélic-e  et  la  gêné* 
ntri»  droite  correspondant  à  Vorigb»  de  Thélice  donsiie  un  triangle  rectangle 
ayant  pour  base  nne  droite  ^ale  en  kuignenr  à  SttR  et  pour  hautenr  une  droite 
^ale  à  H,  Tangle  an  soimnet  de  ce  triangle  étant  égale  a  ;  noiâi  aurons  entre  c» 
trois  quantités  2irR,  H  el  «  la  rdalion 


ce  qui  montre  que  Thélioe  est  complètement  déterminée  quand  on  donne  deux  des 
trois  choses  a,  R,  H. 

397..  Il  résulte  de  ce  qui  précède  un  moyen  très-simple  de  construire  par 
points  les  projections  d'une  hélice. 

Soient  A  (Jiff.  249)  Taxe  yertical  d*un  cylindre,  B  sa  base^^  on  donne  le  pas  aa, 
de  rhélice  et  son  origine  a;  si  Ton  divise  le  cercle  B  en  un  certain  nombre  de 
parties  égales  à  la  hauteur  nV,  en  nn  même  nombre  de  parties  égales ,  par 
exemple  en  8  ;  que  par  les  points  de  division  dn  cercle  B ,  on  élève  des  perpendi- 
culaires à  LT,  et  que  par  les  points  de  division  de  aV,  on  mène  des  parallèles 
à  LTy  les  droites  menées  par  des  points  de  division  correspondants  et  portant  dès 
lors  les  mêmes  numéroê  se  couperont  en  des  points  qui  appartiendront  à  E""; 
quant  à  la  projection  E'^,  elle  se  confond  évidanment  avec  le  cercle  B» 

398.  Soit  proposé,  de  mener  ta  tangente  0  à  rhélice  E  en  un  de  ses  potnl»  m. 
La  projection  horizontale  0*  est  tangente  à  E*  au  point  m*  (aV2l7);  elle  est  en 
même  temps  la  trace  horizontale  d'un  plan  tangent  au  cylindre  ,  et  si  Ton  suppose 
que  Ton  fende  la  surface  cylindrique  le  long  de  la  génératrice  passant  par  Fori- 
gine  a  de  Thélice  et  qu'on  la  déroule  sur  le  pian  tangent  en  m ,  le  point  a  décrira 
la  développante  D,  et  le  point  a  viendra  en  un  point  k  qui  sera  la  trace  do  la 
droite  transformée  de  Thélice  y  et  par  conséquent  aussi  la  trace  horizontale  de  la 
tangente  B  (n*  372)  ;  donc  en  projetant  ce  point  b  en  V'y  et  le  joignant  avec  m** 
nous  aurons  &.  La  même  méthode  devant  donner  la  tangente  en  tout  autre  point 
de  rhélioe^  nous  voyons  que  la  développante  D  du  cercle  B  ayant  même  origine  a 
que  rhétîce  E  est  le  lieu  des  traces  horinontales  des  tangentes  à  cette  coorbe  E , 
et  par  conséquent  cette  courbe  D  est  la  section  faite  par  le  plan  horizontal  dans  la 
surftice  développabie  2 ,  lien  des  tangentes  i  l'hélice  ;  nous  reviendrons  pins  loin 
sur  cette  surface  2L 

390.  Qierclions  mainteMmt  le  plan  osculatenr  à  Phâice  au  point  x  pour  lequel 
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le  plan  tangent  au  cylindre  est  parallèle  au  plan  vertical  de  projection.  Ce  plan 
doit  contenir  la  tangente  au  point  a;  et  au  point  a/  successif  et  infiniment  voisin 
du  point  X  {a^  198)  ;  or,  la  projection  horizontale  de  la  tangente  au  point  x  est 
parallèio  à  LT  et  rencontre  la  développante  D  au  point  c,  qui  sera  un  point  de  la 
trace  horizontale  du  plan  cherché  ;  la  tangente  au  point  x!  successif  et  infiniment 
voisin  de  x  rencontrera  la  courbe  D  en  un  point  (f  successif  et  infiniment  voisin  du 
point  c,  et  par  conséquent  la  trace  horizontale  du  plan  osculateur,  devant  passer 
par  deux  points  successifs  et  infiniment  voisins  de  la  courbe  D,  lui  sera  tangente , 
elle  sera  donc  perpendiculaire  à  ai'c  (n*  395),  et  par  conséquent  à  LT;  donc  le 
plan  P  sera  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection ,  et  par  suite  au  plan 
tangent  au  cylindre.  Si  Ton  cherchait  le  plan  osculateur  en  un  autre  point  m,  on 
pourrait  changer  le  plan  vertical  et  prendre  un  nouveau  plan  parallèle  au  plan 
tangent  au  cylindre  en  ce  point  m  ,  et  Ton  trouverait  le  même  résultat  que 
ci-dessus.  Donc  enfin  tout  plan  osculateur  à  C hélice  est  normal  au  plan  tangent  mené 
au  cylindre  par  le  point  de  contact. 

400.  Si  Ton  fait  glisser  une  droite  surThélice  cylindrique  et  circulaire  E,  cette 
droite  se  mouvant  suivant  une  loi  telle  que  chacun  de  ses  points  décrive  une 
hélice,  elle  engendrera  une  surface,  qui  prend  généralement  le  nom  de  sur- 
face héliçotde;  cette  surface  est  généralement  gauche,  mais  pour  certaines  condi- 
tions imposées  pour  le  mouvement  de  la  génératrice  droite ,  la  surface  sera  déve. 
loppable;  les  héliçoïdes  développables  sont  le  cône  hélicoïdal  ^  et  la  surface  lieu 
des  tangentes  à  une  hélice,  surface  que  Ton  désigne  particulièrement  sous  le  nom 
d' héliçotde  dévetoppable;  nous  examinerons  ces  deux  surfaces  sans  entrer  dans  tous 
les  détails. 

Du  cône  héliçaidaL 

401 .  Si  par  un  point  quelconque  on  mène  une  série  de  droites  s*appuyant  sur 
rhélice  E ,  on  formera  un  cône  hélicoïdal  ,  mais  nous  supposerons  ici  le  sonmoet  s 
{fig.  249)  pris  sur  Taxe  A.  La  trace  horizontale  de  cette  surface  conique  est  une 
spirale  hyperbolique  ;  en  efiet  par  le  point  s  menons  un  plan  horizontal  N  venant 
couper  rhélice  en  un  point  e  que  nous  prendrons  pour  origine  ^  et  considérons  les 
génératrices  du  cône  passant  par  deux  points  quelconques  m  et  a;  de  Fhélice  E , 
leurs  traces  horizontales  seront  en  p  et  9,  pour  lesquels  les  rayons  vecteurs  sont 
op=fetoq=p';  désignons  les  angles  mesurés  par  les  arcs  e^m^  par  o  et  ef'af'  par  ù/i 
supposons  que  Ton  fasse  tourner  les  génératrices  sp  et  sq  autour  de  Taxe  A  pour 
les  rendre  parallèles  au  plan  vertical  de  projection ,  les  triangles  «•©V''  ^^  *''»»"'*"^ 
sont  semblables,  ainsi  que  «"oV^  et  «V*'%  on  a  donc  oV  : oV  ::»''*"'::  fc'W* 
et  oV  :  oV  :  :  s^ld^ik'^x^^  d'où  p:p'  :  :  H/V  :  ifc'W;  mais  d'après  la  génération  de 
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rhélice  (n»  395)  on  a  ^V:&'W  ::  e'^i^le^m*,  donc  p:p';;«  :  w  d*oùp»=pV, 
c'esUà-dire  que  la  base  ou  trace  horizontale  C  du  cône  hélicoïdal  est  une  courbe 
telle  que  pour  chacun  de  ses  points  le  produit  du  rayon  vecteur  p  et  de  Tangle  o) 
est  constant ,  ce  qui  est  le  caractère  de  la  spirale  hyperbolique. 

402.  La  tangente  en  un  point  p  de  cette  spirale  hyperbolique  est  la  trace  hori- 
zontale du  plan  tangent  au  cône  hélicoïdal  mené  le  long  de  la  génératrice  G; 
or  y  ce  plan  contient  la  tangente  0  menée  au  point  ma  Thélice  directrice ,  et  la 
trace  horizontale  de  0  est  en  b  sur  la  développante  D  (n""  398),  donc  bp  sera  la 
tangente  demandée. 

Si  Ton  veut  avoir  Tasymptote  de  la  spirale  hyperbolique  C ,  nous  remarquerons 
que  la  génératrice  droite  du  cône  hélicoïdal  au  lieu  d*étre  menée  au  point  m  de 
rhélice  E  doit  passer  par  le  point  e  de  cette  hélice  E ,  car  elle  doit  être  horizontale  ; 
il  faudra  donc  mener  à  la  courbe  E^  la  tangente  «^r,  et  par  le  point  r,  où  elle  ren- 
contre la  développante  D ,  mener  une  parallèle  à  «V  ou  une  perpendiculaire  à  ^r, 
ou  enfin  une  tangente  à  la  courbe  D  (n**  395),  et  ce  sera  Tasymptote  demandée. 

403.  Remarquons  qu'en  considérant  toutes  les  génératrices  droites  du  cône 
hélicoïdal ,  qui  s'appuyant  sur  Thélice  cylindrique  et  circulaire  E  passent  par  des 
points  de  cette  hélice  située  au-dessous  du  point  e ,  on  voit  qu'elles  coupent  le 
plan  horizontal  en  des  points  qui  s'approchent  indéfiniment  du  point  o  sans  jamais 
l'atteindre,  et  qu'il  en  est  de  même  pour  les  génératrices  rencontrant  l'hélice  E 
au-dessus  du  point  e.  Cette  seconde  nappe  de  la  Burface  conique  hélicoïdale  donne- 
rait une  seconde  courbe  identique  à  la  courbe  G  mais  placée  dans  une  position 
symétrique;  cette  seconde  branche  de  la  spirale  hyperbolique  coupe  l'hélice  E 
en  un  point  qu'on  peut  se  proposer  de  déterminer;  or,  il  est  évident  que  si 
l'on  fait  tourner  la  génératrice  passant  par  ce  point  pour  la  rendre  parallèle  au 
plan  vertical ,  elle  prendra  la  position  «V,  et  le  point  où  elle  rencontre  E  sera 
venu  se  porter  en  y%  nous  le  ramènerons  en  y;  puis  remarquant  que  ce  point, 
situé  au-dessus  du  plan  N,  est  sur  la  partie  antérieure  du  cylindre  (donc  au- 
dessous  du  point  s)  on  voit  que  la  génératrice  du  cône  passe  derrière  le  plan 
méridien  parallèle  au  plan  vertical  de  projection  et  que  le  point  cherché  est  en  a' 
à  l'autre  extrémité  du  diamètre  mené  au  point  t/".  Le  point  o  est  dit  :  point  asymptote 
de  la  spirale  hyperbolique  (^). 

De  la  surface  dite  héliçaide  développable. 

404.  La  surface  lieu  des  tangentes  à  l'hélice  E  est  dite  héliçtnde  développable 

{*)  Voyez,  dans  Touvrago  qui  a  pour  titre  :  Dévetappemenls  de  géométrie  descriptive,  le  chapitre  II, 
où  j*ai  exposé  en  détail  les  propriétés  des  trois  spirales,  d'Â^rchimède ,  hyperbolique  et  logarithmique. 

2*  PAITIB.  tt 
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et  elle  est  coupée  par  te  plan  horizontaf  de  projection  sarvant  une  déyeloppante  D 
du  cercle  B'  base  du  cylindre  (n*  3f98),  cette  courbe  apnt  pour  origine  le  poini  «/ 
en  lequel  ce  pfau  coupe  Hiélice.  Mais  si  nous  rapportions  îa  figure  à  un  autre  plan 
horizonlal  de  projection  parallèle  à  l'ancien,  il  est  évident  qne  la  même  proposi- 
tion serait  encore  vraie,  donc  tons  les  plans  perpenditultnrest  à  ftaxe  dm  cylindre 
coupent  Vhéllçoide  dévetappable  stavani  des  développâmes  du  cercle  qm  est  la  base  du 
cylindre  sur  lequel  est  tracée  t hélice^  arête  de  rebroussemeni  de  la  surface. 

Il  résuUe  de  là  que  si  l'on  fait  mouvoir  la  développante  D,  de  manière  qne  un 
plan  reste  perpendiculaire  à  Taxe  A,  et  que  son  origine  a  parcoure  rhéliee  B, 
elle  engendrera  l'héliçoïde  développable  qui  aurait  été  primitivement  engendrée 
par  la  tangente  0  se  mouvant  de  manière  à  rester  toujours  tangente  à  Vbâiee  S. 

405.  Dans  ce  mouvement  de  la  développante  D  on  de  la  tangente  0,  il  est  évi» 
dent  que  tous  les  points  s'élèvent  en  même  temps  de  quantités  égales,  et  décriTent 
aussi  en  même  temps  autour  de  l'axe  A  des  angles  égaux ,  donc  un  point  a  parcou- 
rant «ne  hélice  E,  tous  les  autres  points  de  l'espace  liés  à  ce  point  a  et  d'une 
manière  invariable  se  mouvront  sur  des  hélices  concentriques  et  de  même  pas  que 
l'hélice  E  ;  donc  Vhélïçoide  développable  est  coupé  par  des  cylindres  de  révolution  y 
ayant  même  axe  que  celui  sur  lequel  est  tracée  lliélice  arête  de  rebroussemeni  y  stAvani 
des  hélices  de  même  pas  que  cette  dernière.  Mais  la  génératrice  0  ne  serait  tangente 

à  aucune  de  ces  hélices ^  car  R  ayant  augmenté,  pour  que  la  relation  ~— =  tang  a 

soit  encore  satisfaite,  il  faut  augmenter  aussi  la  valeur  de  «.  Si  donc  on  considé- 
rait une  de  ces  hélices  comme  directrice  de  la  surface ,  0  serait  assujettie  à  se  mou- 
voir sur  cette  hélice  de  manière  à  conserver  la  même  inclinaison  a  avec  les  géné- 
ratrices du  cylindre ,  et  à  rester  constamment  tangente  à  un  cylindre  de  rayon 
moindre,  de  sorte  que  H  et  a  étant  connus,  pour  que  l'héliçoïde  fût  développable, 
il  faudrait  déterminer  R  (rayon  du  cylindre  auquel  0  reste  tang^te)  par  la  relation 

27tR  =  Htanga, 

et  si  les  trois  quantités  H,  a,  R,  sont  données,  on  reconnaîtra  que  l'héliçoïde  est 
développable  on  gauche  suivant  que  ces  trois  quantités  satisferont  ou  ne  satisferont 
pas  à  Téquation  précédente. 

Toutefois  nous  remarquerons  que  dans  le  cas  de  l'héliçoïde  gauche  les  sections 
cylindriques  sont  encore  des  hélices,  ce  que  Ton  reconnaîtra  facilement;  mais  les 
sections  faites  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  ne  sont  plus  des  dévelop- 
pantes. En  effet ,  si  H  et  R  étant  invariables ,  la  valeur  de  a  est  plus  grande  que 
celle  qui  satisfait  à  l'équation  de  condition  ^  la  génératrice  passe  au-dessus  de  la 
tangente  à  l'hélice ,  et  les  points  de  la  courbe  de  section  sont  en  dehors  de  la  dév©- 
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ioppaute^  cette  courbe  est  alois  une  dévelappmie  r allongée;  û  au  cou  traire  la  valeur 
de  a  est  plus  petite  que  celle  qui  satisfait  à  réquatiou  de  conditioa ,  la  igéoératiioe 
paa&e  au-dessous  de  la  tangente  à  Thélice,  et  les  points  de  la  courbe  de  section  sont 
çn  dedans  de  la  développante,  cette  courbe  est  alors  une  développante  raccourcie. 

Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  ici  sur  les  propriétés  relatives  à  certaines  sur- 
faces gauches ,  les  propriétés  dont  jouissent  en  général  les  surfaces  gauches  ne 
|>euveat  être  données  complètement  que  dans  un  chapitre  spécial^  et  qui  sera 
Je  chapitre  XL  C'est  dans  ce  chapitre  XI  que  nous  étudierons  les  conoades^  la 
surface  du  bims-passé  et  les  surfaces  héliçoïdes  gauches  qui  terminent  et  forment 
les  £let8  des  ms  (carrée  et  trianjgulaire)  ;  Ten^oi  de  ces  diverses  surfaces  gauches 
£8t  fréquent  dans  les  arts  et  les  constructions. 

406.  Le  plan  tangent  à  Théliçoïde  développable  contient  deux  tangentes  succeck 
.ai  ves  et  infiniment  voisines  de  Thélice  Ë  qui  est  l'arête  de  rebroussement  de  la  surfacef 
il  est  donc  osculateur  à  oeUte  courbe ,  et  par  conséquent  il  est  normal  k  la  surface 
cylindrique  sur  laquelle  elle  est  située  (ji°  399).  Ce  plan  coupe  le  cylindre  suivant 
une  ellipse  F  (n''  287) ,  dont  le  petit  axe  est  horizontal  et  passe  au  point  de  coutact^ 
mais  les  Arois  points  successifs  jo,  W^  m"  de  E  étant  sur  le  plan  sécant  appartiennent 
aussi  à  l'ellipse  F ,  les  courbes  £  et  F  sont  donc  osculatrices  au  point  m  (n""  1 97) ,  elles 
ODt  doue  au  poînt  m  même  cercle  osculateur  ;  or  ^  quelle  que  soit  la  position  du  point  m 
le  plan  sécant  sera  toujours  également  incliné  sur  l'axe  du  cylindre ,  donc  toutes  les 
ellipses  F. seront  égales  et  elles  auront  pour  demi-petit  axe  le  rayon  B  et  pour  denû* 

-grand  axe ^  mais  le  rayon  p  du  cercle  osculateur  à  Tellipse  F  construit  à  Tex- 

trémité  du  petit  axe  est  égal  au  carré  du  demi-grand  axe  divisé  par  le  demi-petit 
axe  (*),  on  aura  donc  pour  la  valeur  du  rayon  du  cercle  osculateur  a  l'héUce 
cylindrique  et  circulaire  et  len  un  point  quelconque  de  cette  hélice 

_    R 

^       COS*a 

De  là  on  peut  conclure  qu'en  développant  (ou  étendant  sur  un  plan)  mie  surface 
héliçeâide  eft  développable  S ,  son  arête  de  rebroussement  se  transformera  en  fin 
cercle  du  rayon  p  auquel  les  génératrices  droites  de  la  surface  £  de\'îenéront  tontes 
tangentes  au  développement.  Les  diverses  autres  hélices  de  te  surface  2 ,  venant 
couper  toutes  les  génératrices  éroites  de  celte  surface  I  en  des  points  également 

(♦)  Voyez,  dans  l'ouvrage  qui  a  pour  titre:  Complément  de  géométrie:  descriptive,  le  mémoire  qui 

.a  .pour  litre  :  Construction  du  cercle  o^OALateur  en  un  point  d'une  jtection  conique ,  mémoire  que  j'ai 

publié  pour  la^premièceiûis  dans  le  Journal  de  malbémaliques  juires  etiu^àU^uées,  ^JiL  JUlou ville. 
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distants  des  points  de  contact  correspondants ,  auront  toutes  pour  transformées  des 
cercles  concentriques. 

407.  J'ai  employé  la  surface  héliçoïde  développable,  ayant  une  hélice  cylin- 
drique et  circulaire  pour  arête  de  rebroussement ,  pour  former  les  dents  de  l'une 
des  roues  de  Tengrenage  destiné  à  transmettre  le  mouvement  de  rotation  uniforme 
entre  deux  axes  non  situés  dans  un  même  plan  (*). 

Concevons  la  plus  courte  distance  D  des  deux  axes  A  et  A'  non  situés  dans  un 
même  plan  {fig.  250),  prenons  sur  la  droite  D  un  point  m;  considérons  om  et  o'm 
comme  les  rayons  de  deux  cylindres  de  révolution  ayant  respectivement  pour  axes 
A  et  A' ,  ces  deux  cylindres  seront  tangents  au  point  m;  considérant  le  plan  du 
cercle  C  perpendiculaire  à  Taxe  A  comme  un  plan  horizontal  de  projection ,  H'  sera 
la  trace  du  plan  tangent  commun  à  ces  deux  cylindres  dont  6  et  K  seront  respec- 
tivement les  génératrices  droites  de  contact.  Dans  le  plan  P,  menons  une  droite  0 
perpendiculaire  au  plan  horizontal  de  projection ,  puis  faisons  rouler  ce  plan  P  sur 
le  cylindre  ayant  A'  pour  axe  ;  la  droite  0 ,  faisant  toujours  le  même  angle  avec 
les  génératrices  E  de  ce  cylindre  (A') ,  restera  tangente  à  une  hélice  E  et  formera 
un  héliçoïde  développable  S.  Faisons  de  même  rouler  le  plan  P  sur  le  cylindre  (A) 
ayant  la  droite  A  pour  axe,  la  droite  &  restera  toujours  tangente  à  6  et  engen- 
drera une  surface  cylindrique  S  ayant  pour  section  droite  la  développante  D  dn 
cercle  C  décrite  par  le  point  z ,  trace  horizontale  de  la  droite  0. 

Cela  posé,  le  plan  tangent  T  à  ce  cylindre  S  contiendra  la  génératrice  0  et  la 
tangente  H*  à  la  développante  D ,  et  ces  deux  droites  seront  perpendiculaires  à  H'  ; 
oe  plan  T  sera  donc  perpendiculaire  au  plan  P,  ou  normal  au  cylindre  (A^  ;  ce 
plan  T  sera  donc  tangent  à  Théliçoïde  2;  les  deux  surfaces  S  et  S  sont  donc  tan- 
gentes le  long  de  leur  génératrice  commune  0. 

Si  Ton  imprime  un  mouvement  de  rotation  au  cylindre  (A')  autour  de  son  axe  A' 
de  manière  que  la  génératrice  droite  K^  vienne  en  K ,  le  point  y  de  Thélice  E  vien- 
dra eu  y  et  la  tangente  en  y  k  Thélice  E  viendra  prendre  une  position  verticale , 
car  alors  elle  sera  dans  le  plan  P  et  parallèle  à  0  et  elle  rencontrera  dès  lors  H'  en 
z';  la  développante  D  aura  été  entraînée  et  sera  venue  en  D%  de  sorte  que  les  sur- 
faces S  et  S  auront  pris  de  nouvelles  positions  S'  et  S^  ayant  encore  une  généra- 
trice commune  0' ,  et  Ton  démontrerait  comme  ci-dessus  que  ces  deux  surfaces 
sont  tangentes  Tune  à  Tautre  le  long  de  cette  génératrice  commune  0^. 

Les  deux  surfaces  £  et  S  étant  employées  pour  les  surfaces  des  dents  de  deux 
roues  dentées  ou  roues  d'engrenage ,  ces  roues  se  conduiront  uniformément  et  Ton 

(*)  Voyez  Pouvrage  qui  a  pour  titre  :  Théorie  géométrique  des  engrenages  destinés  à  transmettre 
le  mouvement  de  rotatim  uniforme^  entre  deux  axes  situés  ùu  non  dans  un  même  plan  (iStôJ* 
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pourra  ainsi  transmettre  à  Taxe  A  un  mouvement  de  rotation  imprimé  directement 
à  Taxe  A'. 

Des  cyclcides  et  des  épicycUndes. 

408.  Si  un  cercle  C  roule,  sans  glisser,  sur  une  droite  D,  un  point  quelconque 
du  plan  de  ce  cercle  décrit  une  courbe,  qu'on  désigne  en  général  sous  le  nom  de 
cycloïde.  Si  le  point  générateur  est  sur  la  circonférence  du  cercle,  on  obtient  la 
cycloïde  parfaite ,  que  Ton  nomme  simplement  cycUnde;  si  le  point  générateur  esl 
hors  du  cercle  on  obtient  une  cycloïde  rallongée  ;  si  le  point  générateur  est  dans  lè 
cercle  la  cycloïde  est  raccourcie.  Si  le  cercle  se  ment  en  restant  toujours  dans  un 
même  plan  la  cycloïde  est  plane ,  si  le  plan  du  cercle  varie  d'inclinaison  par  rapport 
à  un  plan  fixe  passant  par  la  droite  D  pendant  le  mouvement  de  rotation  du  cercle 
C ,  la  cycloïde  est  gauche.  On  peut  se  proposer  de  trouver  les  projections  de  cette 
courbe  (cycloïde  plane  ou  gauche)  et  de  lui  mener  une  tangente. 

i09.  Lorsqu'un  cercle  C  roule,  sans  glisser,  sur  un  autre  cercle  G  fixe,  un 
point  quelconque  du  plan  du  cercle  mobile  décrit  une  courbe  qu'on  désigne  en 
général  sous  le  nom  d'épicycloïde.  Si  le  point  générateur  est  sur  la  circonférence 
du  cercle  mobile ,  Ton  obtient  Tépicycloïde  parfaite  ;  si  le  point  est  hors  du  cercle, 
Tépicycloïde  est  rallongée;  s'il  est  dans  l'intérieur  du  cercle,  Tépicycloîde  esl 
raccourcie  ;  si  le  cercle  fixe  et  le  cercle  mobile  sont  dans  un  même  plan  pendant 
tout  le  temps  du  mouvement  de  roulement ,  l'épicycloide  est  plane  ;  si  les  deux 
cercles  ne  sont  pas  toujours  dans  un  même  plan ,  l'épicycloïde  est  gauche.  Si  lès 
deux  cercles  sont  tangents  l'un  à  l'autre  et  extérieurement,  l'épicycloïde  est 
extérieure;  si  les  deux  cercles  sont  tangents  l'un  à  l'autre  et  intérieurement,  l'épi- 
cycloïde est  intérieure. 

On  pourrait  généraliser  le  mode  de  génération  des  cycloxdes  et  des  épicyclotdes 
en  prenant  le  point  générateur  situé  ou  non  dans  le  plan  du  cercle  mobile,  pourvu 
qu'on  le  suppose  invariablement  lié  à  ce  cercle. 

41 0«  Lorsque  les  plans  des  deux  cercles  G  et  G'  font  un  angle  constant  pendant 
tout  le  temps  du  mouvement  de  roulement  de  l'un  de  ces  cercles  G  sur  l'autre 
cercle  G',  on  peut  considérer  ces  deux  cercles  G  et  G^  comme  les  bases  de  deux 
surfaces  coniques  de  révolution  ayant  même  sommet  et  en  contact  par  la  généra- 
trice passant  au  point  de  contact  des  deux  cercles  G  et  G',  de  sorte  que  tous  les 
points  des  deux  bases  G  et  G'  de  ces  cônes  sont  à  la  même  distance  du  sommet 
commun  à  ces  deux  cônes ,  et  par  conséquent  les  deux  cercles  G  et  G'  se  trouvent 
sur  une  sphère  ayant  son  centre  en  le  point  qui  est  le  sommet  commun.  Tous  les 
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foîfito  de  répîcycioïde  sont  ^lors^aés  sui*  celte  «urfaoe  sphérique,  de  là  le  nom 
d'épicyclaide  spliérique  sous  lequel  on  la  désigne  (*). 

411.  Si  le  cône  mobile  se  réduit  à  un  plan  tangent  au  cône  fixe ,  et  que  le  cercle 
situé  sur  ce  plan  tangent  ait  son  centre  aii  sommet  du  cône  fixe,  Tépicycloïde  en- 
gendrée par  un  poiut  de  sa  circonférence  prend  le  nom  de  développante  sphérique. 
Le  sommet  dn  cône  de  révolution,  qui  a  pour  base  le  cercle  &%,%  étant  arbi- 
traire ,  on  voit  qu'en  général  la  développante  sphérique  sera  «agendrée  par  un 
point  d'une  circanféreoce  dont  le  centre  serait  situé  en  un  point  arbitrairement 
cèoki  «UT  aoe  perpendicQlaine  n^enée  au  plan  du  cercle  fixe  et  élevée  par  le  ceabre 
de  ce  cercle  (**)• 

Les  coo0tnictioiid  nécessaires  pour  trouver  les  projections  de  l'-éipicyGlaïde 
ciphériqne  ordinaire  et  de  la  développante  sphérique,  étant  identiquement  les 
inàoies,  ainsi  que  celles  qoi  co&iduiseat  à  la  tang^ite  à  cette  courbe,  naos  noiiB 
amtenleroQB  de  les  «xécgtûr  pour  la  développante  sphérique  qui  donnera  lieu  à 
une  remarque,  qui  loi  est  spéciale* 

41 2«  Prenons  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan  du  cercle  iixe  B 
(^fig.  251  ) ,  et  pour  plan  vertical  de  projection  le  plan  passant  par  Taxe  A  du  cône, 
et  fàT  le  point  a  de  contact  dans  la  position  actuelle  des  deux  cercles  ;  la  sphère  (S) 
q«i  conlient  les  deux  cercles  fi  et  C  est  coupée  par  le  plan  vertical  suivant  le 
gvAoA  cercle  S.  Rabattons  le  plan  P  du  cercle  mobile  C  autour  de  H',  le  points 
sommet  du  cône  fixe  et  centre  du  cercle  mobile  C,  vient  en  s^  et  le  cercle  C  en  C; 
soîto  Toriginede  Tépicycloïde  ou  développante  sphérique^  il  est  évident  qne  le 
jp^int  ffàaérateur  de  la  développante  sphérique,  qui  était  priœitivament  en  o^  est 
distant  maintenant  du  point  de  contact  a  d'un  arc  am!  égal  à  Tare  loa  rectifié; 
ramenant  ensuite  jce  point  m'  dans  le  plan  P ,  il  décrit  un  arc  de  cercle  dans  un 
plan  parallèle  au  plan  vertical  de  projection  et  vient  se  placer  en  m ,  puisque  le 
plan  P  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection. 

Pour  avoir  la  position  du  point  générateur  quand  les  cercles  sont  en  contact 
au  point  6,  on  pourrait  changer  de  plan  vertical  de  projection  en  prenant  pour 
nouvelle  ligne  de  terre  le  rayon  «*6,  mais  ces  nombreux  changements  de  plans 
compliqueraient  la  figure  ;  c'est  pourquoi  nous  adopterons  la  méthode  des  mou- 
vements de  rotation  ainsi  qu'il  suit  : 

Concevotis  qu'on  fasse  tourner  le  nouveau  plan  vertical  de  projection  ayant  s*6 

(*)  Voyez,  dans  l'ouvrage  qui  a  pour  litre:  Développements  de  géométrie  descriptive^  ce  qui  est 
relatif  aux  épicycloldes  annulaires,  chapitre  V,  page  219. 

'  O  y  oyez,  daos  l'ouvrage -qui  a  pour  titre:  Comptément  de  géométrie  descripiive,  le  mémoire  qui 
ftpour  litres  JOe  la  surfine  emwlo^^e  des, plans  normaux  à  Cépic^cloïde  sphériifue^  mémoiie  que  j*ai 
publié  pour  la  première  fois  dans  le  23*  cahier  du  Journal  de  TÉCûle  polytechnique. 
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pour  lîgrie  de  terre  ITT,  autour  dte  Taxe  A  pour  le  ramener  stwr  Fancfen  pïaii 
vertîcaî  ayant  LT  pour  ligne  de  terre ,  et  qxre  dans  son  moirveinent  il  entratiie  toute 
la  figure,  le  point  de  contact  b  viendra  en  a,  et  rabattant  alors  le  cercle  mobile 
en  C,  le  point  générateur  se  trouvera  distant  du  point  a  d^un  arc  mr",  qui  rectifié 
sera  égal  à  Tare  ob  rectifié  ;  ramenant  le  cercle  C!  dans  le  plan  P,  le  pofnt  n^ 
viendra  en  n\  puis  pour  ramener  ce  point  n'  dans  la  position  n  qu'il  doit  occtrper 
par  rapport  au  plan  vertical  LT',  il  faut  faire  tourner  le  plan  vertical  LT  autour  de 

Taxe  A;  dans  ce  mouvement  le  point  n!  décrira  un  angle  égal  kbs^a;  mais  remar- 
quons que  n'H'  est  la  projection  horizontale  d'une  perpendiculaire  I  abaissée  du 
point  n^'sur  le  plan  vertical  LT ,  cette  perpendiculaire  tournant  en  même  temps  que 
le  plan  vertical  LT  ne  cessera  pas  de  lui  être  perpendiculaire,  donc  en  sa  nouvelle 
position  r  sa  projection  horizontale  sera  perpendiculaire  au  rayon  a^b  ou  L'T',  et 
le  point  t'  pîed  de  cette  perpendienlaîre  sor  le  plan  vertical  LT  viendra  en  vn 
porni  i  pied  de  la  nouTelle  position  V  (de  la  perpendienlaire  I)  sar  le  plan  irer* 
tical  L'T',  et  ce  point  î  sera  tel  que  Ton  aura  :sH=^J%^;  dès  lors  prenant  iii*'=iV* 
nous  aurons  en  n^  la  projection  horizontale  du  point  n,.  sa  projection  verticale  doit 
être  à  la  rencontre  d'une  perpendiculaire  et  d'une  parallèle  à  LT,  menées  resfiee- 
tivement  par  les  points  n^  el  n!\  On  obtiendra  de  la  même  manière  tant  d'autres 
points  que  l'on  voudra  ^  et  en  les  unissant  par  une  courbe  D ,  on  aura  la  déveiop- 
pante  spbériqae  demandéer 

113.  IVoposons-iions  maintenant  de  coostmife  la  tangente  à  cette  courbe  I> 
au  point  m.  Pour  cela  remarquons  que  la  développante  sphérique  D  est  située 
sur  la  surface  sphérique  (S) ,  donc  sa  tangente  au  point  m  est  contenue  dans  ie 
plan  tangent  mené  à  cette  sphère  et  au  point  m.  Les  deux  cercles  B  et  C,  étant 
en  contact  par  le  point  a-,  ont  deux  points  a  et  a^  successifs  et  infiniment  voisina 
en  commun,  et  lorsque  le  cercle  C  se  meut,  l'un  de  ces  deux  points,  et  ainsi n^ 
cesse  de  leur  être  commun,  et  ils  ont  alors  en  commun  le  second  point  a'  et  un* 
troisième  point  a!'  successif  et  infiniment  voisin  de  a,  de  sorte  que  pendant  ua 
instant  infiniment  petit,  le  point  générateur  s'est  mu  autour  du  point  a'  ou  a  {*)^ 
et  par  conséquent  est  resté  sur  une  surface  sphérique  S  ayant  son  centre  en  ce 
point  ^  donc  l'élément  rectiligne  de  la  courbe  D  ^  élément  rectiligne  qui  prolonge 
détermine  la  tangente  T,  étant  sur  cette  surface  sphérique,  la  tangente  T  sera 
située  dans  le  plan  tangent  mené  à  cette  nouvelle  surface  £  et  au  point  m.  Don^. 
enfin  la  tangente  à  la  courbe  D  est  l'intersection  des  plans  tangents  à  deux  sur- 
faces sphériques,  passant  l'une  et  l'autre  par  le  point  m^et  ayant  respectivement 


O  Car  Ton  peut  supposer  que  le  cercle  G,  avant  d'être  en  contact  avee  le  cercle  B  par  Télémeat 
rectiligne  aà\  était  en  contact  par  rélément  précédent. 
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pour  centre  les  points  s  et  a.  Ces  plans  tangents  étant  perpendiculaires  aux  rayons 
qui  passent  par  le  point  de  contact  m ,  la  tangente  en  ce  point  m  est  perpendicu- 
laire à  ces  mêmes  rayons ,  et  par  conséquent  à  leur  plan  ;  or  le  rayon  R ,  de  la 
sphère  (S) ,  a  sa  trace  horizontale  en  c ,  et  sa  trace  verticale  en  s  sur  V',  le  point  a 
est  évidemment  la  trace  horizontale  et  en  même  temps  la  trace  verticale  du  rayon 
de  la  seconde  sphère  £,  donc  le  plan  N  de  ces  rayons  est  connu,  et  dans  le  cas 
actuel  il  n'est  autre  que  le  plan  P  lui-même  ;  par  conséquent  H"  est  perpendicu- 
laire à  LT  ;  donc  T^  est  parallèle  à  LT,  et  par  conséquent  la  tangente  T  est  paral- 
lèle au  plan  vertical  de  projection  ;  T''  est  perpendiculaire  à  la  génératrice  de  con- 
tact sa,  et  elle  fait  avec  la  ligne  de  terre  l'angle  que  fait  la  tangente  T  avec  le  plan 

horizontal  de  projection ,  or  cet  angle  m'^za  est  le  complément  de  Tangle  m^az  que 
fait  la  génératrice  du  cône  avec  le  même  plan  horizontal. 

En  opérant  de  même ,  par  rapport  à  tout  autre  point  de  la  développante  sphé- 
rique,  on  trouvera  toujours  que  la  tangente  en  ce  point  et  la  génératrice  corres- 
pondante du  cône  font  avec  le  plan  horizontal  des  angles  complémentaires.  Mais 
le  cône  étant  de  révolution  toutes  ses  génératrices  font  avec  le  plan  horizontal  un 
même  angle,  donc  aussi  toutes  les  tangentes  à  la  développante  sphérique  font 
avec  le  plan  horizontal  un  même  angle  ;  donc  enfin  la  développante  sphérique  est 
une  hélice  cylindrique ,  en  se  rappelant  la  définition  donnée  (n*  396)  pourThélice, 
et  ainsi  nommant  hélice  toute  courbe  tracée  sur  une  surface  développable  et  qui 
a  pour  transformée  une  droite.  Il  est  évident  que  la  propriété  remarquable  dont 
nous  venons  de  démontrer  l'existence  pour  la  développante  sphérique  ne  peut 
exister  pour  une  épicycloïde  sphérique  quelconque  ;  d'ailleurs,  il  est  facile  de 
le  démontrer  ou  mieux  de  s'en  convaincre  en  exécutant  Vépure  soit  pour  une 
épicycloïde  sphérique  soit  pour  une  développante  sphérique  et  en  lisant  attentive- 
ment les  deux  épures. 

ili.  L'épi cycloïde  sphérique  est  le  cas  général  des  épicycloïdes ,  des  cycloïdes, 
et  des  développantes  soit  planes,  soit  gauches  ou  à  double  courbure  ;  car  si  Ton 
suppose  que  l'angle  au  sommet  du  cône  mobile  augmente  jusqu'à  devenir  égal  à 
deux  droits ,  on  obtient  la  développante  sphérique  ;  si  c'est  le  cône  fixe  qui  dégé- 
nère en  un  plan,  l'épicycloïde  devient^  par  rapport  aux  épicycloïdes  sphériques 
ordinaires,  ce  qu'est  la  cycloïde  plane  par  rapport  aux  épicycloïdes  planes.  Si 
Ton  suppose  que  le  sommet  commun  du  cône  fixe  et  du  cône  mobile  s'éloigne 
jusqu^à  l'infini,  les  cônes  se  transforment  en  cylindres,  les  deux  cercles  B  fixe 
et  G  mobile  sont  alors  dans  un  même  plan ,  et  l'on  obtient  l'épicycloïde  plane. 
Si  en  même  temps  que  le  sommet  s'est  transporté  à  l'infini ,  le  cône  fixe  a  dégé- 
néré en  un  plan ,  et  si  dès  lors  le  cercle  fixe  B  est  devenu  une  droite  fixe ,  alors 
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un  point  du  cercle  mobile  C  engendre  la  cycloïde  ordinaire  ;  si  c'est  au  contraire 
le  cône  mobile ,  qui  devient  un  plan ,  le  cercle  mobile  se  réduit  à  une  tangente  au 
cercle  fixe  B ,  et  par  conséquent  un  des  points  de  cette  tangente  décrit  une  déve- 
loppante de  cercle. 

415.  Lorsque  Ton  considère  deux  courbes  quelconques  U  et  U'  tangentes  l'une 
à  l'autre  en  un  point  a,  elles  ont  en  ce  point  un  élément  rectiligne  en  commun, 
et  ainsi  elles  ont  en  commun  deux  points  a  et  a!  successifs  et  infiniment  voisins. 
Si  l'on  suppose  que  la  courbe  U  reste  fixe  et  que  la  courbe  U'  se  meuve  d'une 
manière  arbitraire,  mais  en  roulant  sur  la  courbe  U,  alors  un  point  a",  apparte- 
nant à  la  courbe  U'  et  infiniment  voisin  du  point  a!  viendra  se  superposer  avec 
un  point  a"  appartenant  à  la  courbe  U  et  infiniment  voisin  du  point  a\ 

Pendant  le  mouvement  de  roulement,  la  courbe  U'  pivote  donc  sur  le  point  a'  et 
pendant  tout  le  temps  nécessaire  pour  que  les  deux  points  a"  et  a!\  viennent  se 
superposer.  Dès  lors,  il  est  évident  qu'un  point  x  situé  dans  l'espace  d'une  ma- 
nière arbitraire ,  mais  lié  à  la  courbe  U'  d'une  manière  invariable,  décrira  une 
courbe  D  et  que  pendant  le  temps  infiniment  petit  et  employé  par  le  point  a!\  à 
venir  se  superposer  sur  le  point  a'',  le  point  x  décrira  dans  l'espace  un  élément 
sphérique ,  ayant  le  point  af  pour  centre  et  ayant  pour  rayon  la  droite  a^x. 

Ainsi ,  Ton  peut  dire  que  la  courbe  D  aura  son  élément  rectiligne  xx  situé  sur 
une  sphère  S  ayant  le  point  a  pour  centre  et  ax  pour  rayon. 

Et  cela  aura  lieu,  quelles  que  soient  les  courbes  U  et  U'  et  quelle  que  soit  la 
position  du  point  x  par  rapport  à  la  courbe  mobile  U',  ce  point  x  étant  d'ailleurs 
(comme  point  générateur  de  la  courbe  D)  supposé  lié  à  la  courbe  U'  d'une  manière 
invariable ,  et  quelles  que  soient  les  oscillations  que  fera  la  courbe  U'  en  roulant 
sur  la  courbe  U  ;  ainsi  si  Ton  considère  deux  cercles  C  et  C  et  que  l'on  imagine 
que  le  plan  du  cercle  C  soit  tangent  à  une  surface  conique  oblique  1  ayant  le 
cercle  C  pour  base,  et  que  ce  plan  reste  tangent  à  cette  surface  1  pendant  que  le 
cercle  C  roule  sur  le  cercle  C ,  un  point  x  fixé  au  cercle  C  engendrera  une  courbe  D 
dont  l'élément  rectiligne  xa/  sera  sur  une  sphère  S  ayant  pour  centre  le  point  a 
contact  des  deux  cercles  C  et  C  et  pour  rayon  la  droite  ax.  Cette  sphère  S  variera 
de  position  et  de  rayon ,  puisque  le  point  a  deviendra  successivement  chacun  des 
points  du  cercle  C. 

Ainsi  pour  chaque  point  delà  courbe  D  engendrée  par  le  pointa;,  on  connaîtra 
une  normale  à  cette  courbe,  et  cela  en  vertu  de  ce  que  la  courbe  C  roule  sur  la 
courbe  C. 

Il  sera  facile  de  mettre  en  projection  les  divers  points  de  la  courbe  D ,  mais  la 
construction  graphique  de  la  tangente  en  un  point  de  cette  courbe  D  ne  paraît  pos- 
sible que  pour  des  cas  très-particuliers,  et  qui  seraient  tels  qu'en  vertu  des  don- 
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née$  nous  pourricHis  reooDDaitre  la  nature  géométrique  ou  le  mode  de  génération 
d'une  seconde  surface  A^  sur  laquelle  la  courbe  D  serait  tout  entière  tracée,  ou 
sur  laquelle  se  trouverait  placé  l'élément  rectiligne  de  la  courbe  D  correspondant 
au  point  en  lequel  on  veut  mener  la  tangente;  car  alors  le  plan  tangent  à  la  sphère 
mobile  S  et  le  plan  tangent  à  la  surface  A  (pour  le  point  considéré  sur  la  courbe  D) 
66  eouperaient  suivant  la  tangente  demandée. 

Mais  si  les  deux  courbes  U  et  U'  sont  planes  et  situées  dans  un  même  plan  P, 
la  courbe  D  engendrée  par  un  point  x  situé  dans  le  plan  P  et  lié  à  la  courbe  U'  d'une 
manière  invariable  engendrera  une  roulette  plane  D  et  pour  le  point  x  de  la  courbe  D 
nous  conuaitrons  la  normale  ^  car  elle  sera  la  droite  ax  y  le  point  a  étant  le  point 
de  contact  des  courbes  U  et  U'  à  Tinstant  où  le  point  générateur  de  la  courbe  D 
se  trouve  occuper  la  position  a;  sw  le  plan  P« 

On  conoallra  donc  pour  ce  point  x  la  tangente  à  la  courbe  D,  car  il  suffit  de 
connattre  la  normale  d'une  courbe  plane  pour  connaître  sa  tangente. 

Mais  pour  une  courbe  à  double  courbure,  il  faut  connattre  le  plan  normal  de 
cette  courbe  gauche  pour  connaître  sa  tangente,  il  faut  dès  lors  connattre  pour  le 
point  considéré  sur  cette  courbe  deux  normales  à  cette  courbe. 

Toutes  les  fois  que  les  deux  courbes  U  et  U'  à  double  courbure  pourront  être 
placées  sur  deux  surfaces  développables  roulant  Tune  sur  l'autre,  alors  on  pourra 
construire  la  tangente  à  la  roulette  gauclie  D  ;  et  en  effet ,  concevons  la  surface  déve- 
loppable  Y  sur  laquelle  se  trouve  placée  la  courbe  fixe  U  et  la  surface  dévelop- 
pable  T  sur  laquelle  se  trouve  placée  la  courbe  mobile  U';  désignons  par  Ë 
et  E'  les  arêtes  de  rebroussement  des  deux  surfaces  développables  ;  concevons  les 
courbes  U  et  U'  en  contact  en  un  point  a  et  les  deux  surfaces  Y  et  Y'  en  contact  par 
une  droite  G  passant  par  ce  point  a  et  tangentes  à  E  en  6  et  à  E'  en  6';  il  faudra 
pour  que  les  surfaces  Y  et  Y'  puissent  rouler  l'une  sur  l'autre  que  les  points  b 
et  b^  se  confondent,  il  faudra  donc  que  les  arêtes  de  rebroussement  E  et  E'  soient 
tangentes  l'une  à  l'autre  et  roulent  l'iMie  sur  l'autre  pendant  que  les  courbes  U 
et  U'  rouleront  l'une  sur  l'autre.  Dans  ce  cas  on  voit  qu'un  point  x  de  l'espace  et 
fixé  d'une  manière  invariable  à  la  courbe  U'  pourra  être  considéré  comme  lié 
d'une  manière  invariable  à  la  courbe  E'  et  dès  lors  le  point  x  décrira  dans  l'espace 
une  roulette  gauche  D  dont  l'élément  rectiligne  xx^  sera  situé  1*  sur  une  sphère  S 
ayant  son  centre  au  point  a  contact  des  courbes  U  et  U' ,  et  2*  sur  une  sphère  A 
ayant  son  centre  au  point  b  contact  des  courbes  E  et  E'.  Il  est  évident  que  l'élé- 
ment rectiligne  xx^  appartiendra  au  cercle  S  intersection  des  deux  sphères  S  et  A 
et  que  dès  lors  la  tangente  6  au  point  x  de  la  roulette  gaucheD^  fera  un  angle  droit 
avec  la  génératrice  droite  G  suivant  laquelle  les  surfaces  développables  Y  et  Y'  sont 
en  contact ,  puisque  cette  droite  G  unit  les  centres  a  et  6  des  deux  sphères  S  et  A. 
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Il  est  facile  de  reconnaître  que  la  développante  sphérique  est  un  cas  particulier  du 
cas  général  que  nous  venons  d'examiner  ;  la  surface  développable  Y  est  le  cane  fixe 
ayant  pour  base  le  cercle  B  qui  remplace  la  courbe  U ,  le  plan  du  cercle  mobile  C 
est  la  surface  développable  V,  le  cercle  mobile  C  remplace  la  courbe  mobile  U'  et 
le  sommet  s  du  cône  fixe  qui  est  en  môme  temps  le  centre  du  cercle  mobile  C  rem- 
place les  deux  arêtes  de  rebroussement  E  et  E'. 

416.  Lorsque  (n*  44  4)  nous  avons  construit  graphiquement  la  tangente  en  un 
point  de  la  développante  sphérique ,  nous  avons  employé  deux  normales  à  cette 
courbe ,  mais  cette  méthode  (dite  par  le  plan  normal)  n'est  pas  la  seule  que  Ton 
puisse  employer;  on  peut  construire  la  tangente  en  un  point  d'une  épicyclaide  sphé- 
rique par  trois  autres  méthodes. 

1"  L'épicycloïde  sphérique  étant  toute  entière  située  sur  une  sphère  A  dont  le 
centre  est  le  sommet  s  commun  aux  deux  cônes  de  révolution ,  savoir  :  l'un  fixe 
ayant  le  cercle  fixe  B  pour  base  et  l'autre  mobile  ayant  le  cercle  C  mobile  pour  base, 
et  l'élément  rectiligne  de  l'épicycloïde  sphérique,  pour  le  point  en  lequel  on  veut 
mener  une  tangente  à  cette  courbe,  étant  situé  sur  la  sphère  mobile  S  et  de 
rayon  variable  (ci-dessus  indiquée) ,  on  voit  que  la  première  manière  graphique  de 
construire  la  tangente  en  un  point  de  l'épicycloïde  sphérique,  consistera  à  mener 
au  point  x  de  cette  courbe  un  plan  T  tangent  à  la  sphère  invariable  A  et  un  plan  0 
tangent  à  la  sphère  variable  S  ;  ces  deux  plans  T  et  0  se  couperont  suivant  la  tan- 
gente demandée.  Cette  méthode  est  la  méthode  générale,  en  ce  sens  qu'elle  est 
celle  qu'il  faut  employer  pour  mener  la  tangente  en  un  point  de  P intersection  de  deux 
surfaces  j  quel  que  soit  le  mode  de  génération  de  ces  surfaces. 

La  méthode  que  nous  avons  donnée  (n°  21  i)  et  qui  est  connue  sous  le  nom  de 
méthode  du  plan  normal^  rentre  dans  le  cas  où  l'on  a  à  construire  la  tangente  à  la 
courbe  intersection  de  deux  surfaces  de  révolution.  Cette  méthode  doit  donc  être 
considérée  comme  une  méthode  particulière  et  devant  dès  lors  être  employée  en 
vertu  du  problème  particulier  que  l'on  a  à  résoudre ,  parce  qu'elle  simplifie  les 
constructions  graphiques. 

2*  Si  l'on  se  rappelle  que  Tépicycloïde  sphérique  a  en  chacun  de  ses  points  x  un 
élément  rectiligne  situé  sur  la  sphère  invariable  A  et  sur  une  des  sphères  mobiles  S, 
on  voit  de  suite  que  la  tangente  au  point  x  à  cette  courbe  sera  la  tangente  au 
cercle  d  intersection  des  deux  sphères  A  et  S  ;  en  exécutant  les  constructions  gra- 
phiques d'après  cette  idée,  la  tangente  se  trouve  très- facilement  déterminée  et  de 
plus  on  reconnaît  de  suite  que  la  projection  de  la  tangente  0  à  l'épicycloïde  sphéri- 
que pour  le  point  correspondant  au  plan  Z  qui  passe  par  le  sommet  s  commun  aux 
deux  cônes  de  révolution  («,  E)  et  («,  C)  et  le  point  a  de  contact  des  deux  cercles 
B  et  C,  on  voit,  dis-je,  que  la  projection,  de  la  tangente  0  sur  le  plan  Z  est  toujours 
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perpendiculaire  à  la  droite  sa  quels  que  soient  d'ailleurs  les  rayons  des  cercles  B 
et  G  et  Fangle  compris  entre  les  plans  de  ces  cercles. 

3""  La  méthode  de  Raberval  s'applique  avec  facilité  et  exactitude  à  la  construction 
de  la  tangente  en  un  point  de  Tépicycloïde  sphérique  {*) . 


CHAPITRE  XI. 


DES     SURFACES     GAUCHES. 


417.  Une  surface  réglée  est  celle  qui  est  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
droite.  Trois  conditions  sont  nécessaires  et  suffisent  pour  déterminer,  dans  l'es- 
pace, le  mouvement  d'une  droite. 

Les  surfaces  réglées  sont  divisées  en  deux  espèces  :  1  *  /es  surfaces  développables , 
pour  lesquelles  deux  génératrices  droites  successives  et  infiniment  voisines  se 
coupent,  et  2*  les  surfaces  gauches ^  pour  lesquelles  deux  génératrices  successives 
et  infiniment  voisines  ne  se  coupent  pas. 

Lors  donc  qu'une  surface  réglée  est  engendrée  par  une  droite  en  vertu  de  cer- 
taines conditions  auxquelles  le  mouvement  de  la  droite  génératrice  est  assujetti , 
il  faut,  d'après  ces  conditions,  rechercher  si  la  surface  réglée  est  dévelappable  ou 
si  elle  est  gauche. 

Ainsi  par  exemple,  étant  donnée  une  courbe  à  double  courbure  G ,  si  l'on 

conçoit  les  plans  osculateurs  successifs  P,  P',  P",  P'", de  cette  courbe  C 

et  en  ses  points  successifs  m,  m',  m"^ et  si  l'on  fait  mouvoir  un  plan  Q  tan- 

gentiellement  à  cette  courbe  G  et  prenant  des  positions  dans  l'espace  telles  que 
le  plan  Q  tangent  au  point  m  à  la  courbe  G  soit  perpendiculaire  au  plan  P. 
Q'  —  m'  —  P'. 

Q''  —  m"  —  P". 

etc. ,         —  etc. ,  —  etc. , 


(♦)  Voyez  à  ce  6^jet  ce  que  j'ai  dit  dans  les  Développements  de  géométrie  descriptive  (chapiire  V) 
touebaQt  les  épicyclaîdes  annulaires. 


Tenveloppe  de  l'espace  parcouru  par  le  plan  Q  sera  une  surface  réglée  S  qui  sera 
dévebppable. 

Mais  si  Ton  fait  mouvoir  une  droite  6  sur  la  courbe  C  de  manière  à  ce  que  ses 
diverses  positions 

G  passant  par  le  point  m  soit  perpendiculaire  au  plan  P. 
G'  —  m'  —  F. 

G'  —  m"  —  F. 

etc. ,         —  etc. ,  —  etc. , 

la  surface  S,  lieu  des  diverses  droites  G,  G',  G'^, sera  encore  une  surface  réglée, 

mais  qui  sera  gauche. 

La  surface  S  est  une  surface  dévelappable ,  parce  que  les  plans  Q  et  (y  se  cou- 
pant suivant  une  droite  R,  les  plana  (y  et  Q"^  se  coupant  suivant  une  droite  R', 

et  ainsi  de  suite;  les  droites  R,  R', sont  les  génératrices  droites  de  la  surface 

réglée  2;  mais  R  et  R',  se  coupent,  car  ces  deux  droites  sont  situées  dans  le  plan 
Q',  donc  la  surface  1  est  développable. 

La  surface  S,  est  gauche ,  car  la  droite  G'  passant  par  le  point  m'  de  la  courbe  C 
est  perpendiculaire  au  plan  osculateur  P  passant  par  les  points  successifs  m,  m\  m", 
de  cette  courbe  G ,  la  droite  G'  est  donc  perpendiculaire  à  Vêlement  rectiligne  mm" 
de  la  courbe  C.  La  droite  G''  successive  de  G'  et  qui  passe  par  le  point  m"  de  la 
courbe  C  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur  P'  qui  passe  par  les  points  succes- 
sifs m',  m" y  m'"  de  cette  courbe  C ,  cette  droite  G'^  est  donc  perpendiculaire  à 
Vêlement  rectiligne  m' m"  de  la  courbe  C;  et  ainsi  de  suite.  Or,  les  deux  généra- 
trices successives  G'  et  G^  de  la  surface  réglée  2, ,  ne  se  rencontrent  pas ,  puis- 
qu'elles ont  pour  plus eotir te  distance ^  l'élément  rectiligne  m' m"  delà  courbe  direc- 
trice C. 

418.  On  peut  engendrer  un  grand  nombre  de  surfaces  réglées  y  soit  développablest 
soit  gauches ,  en  variant  les  conditions  du  mouvement  de  la  droite  génératrice  ; 
mais  quelles  que  soient  les  conditions  auxquelles  se  trouve  assujetti  le  mouve- 
ment d'une  droite  lorsqu'elle  engendre  une  surface  réglée -gauche ,  on  peut  tou- 
jours considérer  celte  surface  gaudie  comme  ayant  été  engendrée ,  en  définitive , 
par  l'un  ou  l'autre  des  deux  modes  ci-après  exposés,  modes  de  génération  qui 
facilitent  singulièrement  la  recherche  et  la  démonstration  de  certaines  propriétés 
fondamentales  dont  jouit  une  surface  gauche  y  quel  que  soit  d'ailleurs  son  mode  pri- 
mitif de  génération. 

Ces  deux  modes  remarquables  consistent  en  ce  que  l'on  peut  considérer  toute 
surface  gauche  comme  engendrée  : 

1""  Par  une  droite  G  se  mouvant  sur  trois  courbes  directrices  C,  C\  G^; 
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2*  Par  une  droite  G  se  mouvant  sur  deux  courbes  directrices  C  et  C,  et  parallè- 
lement à  un  cône  directeur  à. 

419.  La  surface  gauche  la  plus  simple  que  Ton  puisse  obtenir  par  le  premier 
mode  de  génération  est  f  hijperbolotde  à  une  nappe  qui  est  engendrée  par  une  droite 
G  se  mouvant  sur  trois  droites  K ,  K',  K". 

420.  La  surface  gauche  la  plus  simple  que  Ton  puisse  obtenir  par  le  second 
mode  de  génération  est  le  paraboldide  hyperbolique  qui  est  engendré  par  une  droite 
G  se  mouvant  sur  deux  droites  K  et  K'  et  parallèlement  à  un  plan  directeur  P. 

Du  premier  mode  de  génération  d'une  surface  gauche. 

42i .  Étant  données  les  trois  courbes  directrices  C,  C,  C"  à  simple  ou  à  double 
courbure,  nous  prendrons  sur  la  courbe  G  un  point  a  quo  nous  regarderons 
comme  le  sommet  commun  à  deux  cônes ,  savoir  :  Tun  B'  ayant  la  courbe  C'  pour 
directrice  et  l'autre  B"  ayant  la  courbe  C"  pour  directrice.  Ces  deux  cônes  B'  et  B" 
se  couperont  suivant  des  génératrices  droites  puisque  ces  deux  cônes  B'  et  B''  ont 
même  sommet  a. 

Je  désigne  par  G  Tune  de  ces  génératrices  droites ,  elle  coupera  la  courbe  C'  au 
point  a'  et  la  courbe  C''  au  point  a". 

Prenons  maintenant  sur  la  courbe  G ,  les  points  a^^a^^a^j  etc.,  successifs  et 
infiniment  voisins ,  et^opérons  pour  chacun  d*eux  comme  nous  Tavons  fait  pour 
le  point  a ,  nous  obtiendrons  les  génératrices  droites  G, ,  G, ,  G, ,  etc. ,  qui  seront 
successives  et  infiniment  voisines ,  car  puisque  par  hypothèse  le  point  a,  est  le 
successif  du  point  a  sur  la  courbe  G,  on  ne  peut  placer  entre  les  points  a  et  a, 
un  point  qui  approche  plus  près  de  a  que  a,  n'en  approche ,  dès  lors  on  ne  peut 
placer ,  d'après  ce  mode  de  génération ,  une  droite  qui  approche  plus  près  de  G 
que  G.  n'eB  approche;  et  dès  lors  G,  coupant  respectivement  les  courbes  G'  et 
Q"  aux  points  a\  et  af^  j  il  s'ensuit  que  d'après  le  mode  de  génération  adopté,  le 
point  a!^  est  le  successif  et  infiniment  voisin  de  ef  sur  la  courbe  C'  et  que  le  point 
af\  est  le  successif  et  infiniment  voisin  de  a"  sur  la  courbe  C". 

Ainsi  la  tangente  9  au  point  a  de  C  ne  sera  autre  que  l'élément  rectî ligne  m, 
prolongé  9  et  de  même  les  tangentes  6'  et  B'^  aux  points  a'  et  a"  des  courbes  G'  et  C 
ne  seront  autres  que  les  éléments  rectilignes  aV.  et  aV^  (de  ces  courbes  G'  et  G'^ 
prolongés. 

Il  est  évident  que  les  génératrices  successives  et  infiniment  voisines  G  et  G,  ne 
peuvent  être  dans  un  même  plan  qu'autant  que  les  tangentes  0 ,  6'  et  0"  seront  elles- 
mêmes  dans  un  même  plan. 

Nous  pouvons  donc  dire  : 
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La  surface  engendrée  par  une  droite Xî  se  mouvant  gfiir  trois  courbes  G,  Cf^  C"^ 
est  gauche  tout  le  long  de  chacune  de  ses  génératrices  droites  G  »  car  pour  chacun 
des  points  de  cette  génératrice  G  te  plan  tangent  à  la  surface  change  de  position 
dans  l'espace  (n"*  417)  puisque  deux  génératrices  droites  successives  et  infiniment 
voisines  de  cette  surface  ne  sont  pas  dans  un  même  plan« 

Nous  pouvons  encore  dire  :  Une  surface  gancbe  peut,  dans  certains  cas^  présen- 
ter une  forme  dévelojypabU  tout  le  long  d'une  de  ses  génératrices  droites  G ,  et  cela 
aura  lieu  lorsqu'on  chaque  point  de  cette  génératrice  droite  G ,  le  plan  tangent  à 
la  surface  sera  le  même. 

Bu  deuxième  mode  de  génération  iTune  surface  gauche. 

42S!.  Soient  données  deux  courbes  G  et  G'  et  un  cône  A  ayant  son  sommet  en 
un  point  m  de  l'espace  et  pour  directrice  une  ligne  M  à  simple  ou  à  double  courbure. 

Prenons  sur  la  courbe  G  un  point  a  et  joignons  les  points  a  et  a  par  une  droite  D  ; 
faisons  glisser  le  cône  A  parallèlement  à  lui-même  de  manière  à  ce  que  son  som- 
met 8  se  transporte  en  a ,  en  glissant  sur  la  droite  D  ;  le  cône  A  prendra  la  posi-* 
tion  A\ 

Gela  posé  : 

Gonsidérons  le  point  a  comme  le  sommet  d'un  cône  B'  ayant  la  courbe  G^  pour 
directrice^  les  deux  cônes  A'  et  B^  se  couperont  suivant  une  ou  plusieurs  généra*^ 
trices  droites,  puisqu'ils  ont  même  sommet  a. 

Je  désigne  par  G  l'une  de  ces  génératrices  droites ,  elle  coupera  la  courbe  G' 
en  un  point  al  et  elle  sera  située  sur  le  cône  A^;  en  ramraanl  le  cône  A'  en  sa 
position  primitive  A  ^  la  génératrice  6  prendra  sur  le  cône  A  la  position  y  qui  sera 
une  droite  paraître  à  6. 

Gela  posé  : 

Prenons  sur  la  courbe  G  une  suite  de  points  a, ,  a, ,  a, ,  etc. ,  successifs  et  infini- 
ment voisins  j  et  opérons  pour  chacun  d'eux  comme  nous  l'avons  fait  pour  le 
point  a  f  nous  obtiendrons  les  génératrices  droites  successives  et  infiniment  voisines 
G,  G, ,  Gj,  G3,  etc.  f  coupant  la  courbe  G'  aux  points  a\  a\,  a^', ,  af^\,  etc. ,  et 
étant  parallèles  aux  génératrices  droites  successives  et  infiniment  voisines  y,  7, , 
7, 9  y^  1  6tc-  9  <lu  cône  A» 

La  surface  engmdrée  par  la  droite  G  sera  gaudke  tout  le  long  d'une  quelconque 
de  ses  génératrices  droite»  6  ;  mais  si  pour  les  points  homologues  a  et  a'  les  tan- 
gentes 9  et  e^  aux  courbes  directrices  G  et  C^  sont  parallèles  »  ou  si  elles  sont  situées 
dans  «0  même  plan ,  la  surface  sera  dételoppable  tout  le  long  de  la  génératrice  par* 
ticulièreG(n*447> 
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423.  Une  sarface  gaudhe  £  est  donc  complètement  définie  ou  déterminée  j  lorsque 
l'on  se  donne  4*  les  trois  courbes  directrices  C,  C,  C'  ou  2*  les  deux  courbes 
directrices  G  et  G  et  le  cône  directeur  A ,  puisque  Ton  peut  construire  autant  de  géné- 
ratrices droites  G  de  la  surface  2  que  Ton  voudra. 

Mais  il  est  utile  de  bien  faire  remarquer  que  ce  n'est  que  par  la  pensée  que  Ton 
peut  immédiatement  considérer  une  surface  gauche  S  donnée  par  Fun  des  deux 
modes  précédents  de  génération ,  comme  étant  susceptible  d'être  aussi  engendrée 
par  C  autre  mode. 

En  effet  : 

<•  Si  la  surface  S  est  déterminée  par  trois  courbes  directrices  C ,  C,  C" ,  il  faudra 
construire  le  cône  directeur  A  qui  doit  remplacer  la  troisième  courbe  directrice  Ç/^  ; 
et  pour  construire  ce  cône  A ,  il  faudra  :  1*  construire  toutes  les  génératrices  droites 
G,  6, ,  G, ,  etc. ,  de  la  surface  S,  puis  2""  il  faudra,  par  un  point  s  arbitrairement 
pris  dans  l'espace,  faire  passer  une  suite  de  droites  y  ^  y,  »  y, >  y, ,  otc. ,  respective- 
ment parallèles  à  ces  droites  G,  G, ,  G, ,  G^ ,  etc. ,  enfin  3*  il  faudra  couper ,  par  un 
plan  P  ou  une  surface  S,  les  diverses  droites  y ,  y, ,  y^^  y^  »  etc. ,  et  Ton  obtiendra 
la  directrice  M  du  cône  directeur  A  demandé. 

2*  Si  la  surface  S  est  déterminée  par  deux  courbes  directrices  C  etC  et  un  cône 
directeur  A ,  il  faudra  construire  la  troisième  courbe  directrice  G^  qui  doit  rem- 
placer le  cône  A  ;  et  pour  construire  cette  courbe  G\  il  faudra  avoir  construit  toutes 
les  génératrices  droites  G,  G,,  G,,  etc.,  de  la  surface  2,  pour  les  coupant  par  un 
plan  P  ou  une  surface  S  obtenir  cette  courbe  C". 

On  voit  donc  que  lorsque  l'on  exécute  une  épure  on  ne  peut  considérer  une  sur- 
face gauche  que  comme  étant  donnée  par  Tun  des  deux  modes  de  génération  pré- 
cédents, sans  s'inquiéter  de  l'autre  mode  ;  et  que  l'on  ne  peut,  en  examinant  une 
surface  gauche  £,  la  considérer  indistinctement  comme  étant  le  résultat  de  l'un  ou  de 
l'autre  mode  de  génération  que  lorsque  l'on  se  propose  de  trouver,  par  le  raisonne-- 
ment  géométrique^  les  propriétés  dont  peut  jouir  cette  surfaces. 

De  la  surface  gauche  en  gendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur  trois  droites  non  parallèles 

entre  elles  et  non  parallèles  à  un  même  plan. 

/i2i.  Dans  l'ouvrage  qui  a  pour  titre  :  Développements  de  géométrie  descriptive, 
j'ai  démontré  que  la  surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur  trois  droites 
était  doublement  réglée;  qu'elle  avait  un  centre  y  un  cône  asymptote ,  qui  avait  pour 
directrice  une  section  conique  ;  que  tout  plan ,  quelle  que  fût  sa  direction,  coupait 
le  cône  asymptote  et  la  surface  gauche  suivant  deux  courbes  concentriques ,  sem- 
blables  et  semblabtement  placées^  et  que  dès  lors  tout  plan  coupait  cette  surface 
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gauche  (à  laquelle  on  a  donné  le  nom  d' hyperbolo'ide  à  une  nappe)  suivant  une 
section  conique ,  ellipse^  parabole  ou  hyperbole^  et  cela  en  vertu  des  trois  positions 
que  pouvait  affecter  ce  plan  sécant  par  rapport  au  cône  asymptote  {*). 

Nous  ne  reproduirons  donc  point  ici  la  démonstration  donnée  d'une  manière 
complète  dans  Fonvrage  cité  ci-dessus,  mais  nous  allons  nous  occuper  en  détail 
de  Y hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution^  ainsi  que  nous  Tavons  annoncé 
(n*250) 

425.  Soient  donnés  un  axe  Â  perpendiculaire  au  plan  horizontal  de  projection 
et  une  droite  6  obliqua  au  plan  horizontal  et  parallèle  au  plan  vertical  de  projec- 
tion (fig.  252),  Ces  deux  droites  A  et  G  ne  se  rencontrant  point,  auront  pour  plus 
courte  distance  une  droite  op  qui  sera  horizontale  et  perpendiculaire  au  plan  verti- 
cal de  projection  et  les  droites  6  et  A  feront  entre  elles  un  angle  a  qui  sera  écrit 
ou  donné  sur  V épure  par  Tangle  a  que  font  entre  elles  les  droites  G**  et  A''. 

Gela  posé  : 

Faisons  tourner  la  droite  G  autour  de  Taxe  A ,  elle  engendrera  une  surface  de 
révolution  S  qui  sera  réglée. 
C'est  cette  surface  S  qui  a  reçu  le  nom  d' hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution. 

426.  Démontrons  d'abord  que  la  surface  1  est  doublement  réglée. 

Par  la  droite  G  menons  un  plan  Y  parallèle  au  plan  vertical  de  projection  ;  puis, 
par  le  point  p  pied  de  la  plus  courte  distance  op  sur  la  droite  G ,  menons  dans  ce 
plan  Y  les  droites  A'  parallèles  à  A  et  K  faisant  avec  A'  l'angle  a 

Il  est  évident  que  les  droites  K**  et  A"  feront  entre  elles  l'angle  a. 

Si  l'on  fait  tourner  la  droite  K  autour  de  l'axe  A,  elle  engendrera  une  surface  de 
révolution  £',  et  je  dis  que  les  deux  surfaces  S  et  1/  ne  sont  qu'une  seule  et  même 
surface. 

Et  en  effet:  coupons  tout  le  système  par  un  plan  X  horizont^,  ou,  en  d'autres 
termes,  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  A. 

Ce  plan  X  coupera  la  droite  G  au  point  m,  la  droite  K  au  point  k,  et  l'axe  A  au 
point  q;  or,  il  est  évident  que  les  droites  qn  et  qm  sont  égales  en  longueur;  donc 
les  points  m  et  n  décriront,  pendant  la  rotation  des  droites  K  et  G  autour  de  l'axe 
A ,  un  même  cercle  d. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

V hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  est  une  surface  doublement  réglée.  . 

&27.  Démontrons  maintenant  que  la  surface  £  est  gauche. 

Si  la  surface  £  est  gauche,  elle  aura  en  chacun,  des  points  de  l'une  quelconque 
de  ses  génératrices  droites  G,  un  plan  tangent  différent;  en  d'autres  termes ,  elle 

(*)  Voyez  la  page  251  des  Développements  de  géométrie  descriptive. 

V  PARTIE.  30 
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ii*aura  pas  même  plan  tangent  en  chacun  des  points  de  la  droite  G ,  comme  cela  a 
Heu  pour  une  surface  développable. 

Le  plan  tangent  T  au  point  m  de  la  droite  6  passera  par  cette  droite  6  et  la 
tangente  9.  au  parallèle  d;  le  plan  tangent  &  au  point  p  de  la  droite  6  pas&era  par 
la  tangente  au  cercle  G  et  la  droite  G  ;  le  plan  tangent  T,  au  point  g,  trace  hori- 
zontale de  la  droite  G ,  passera  par  la  droite  G  et  la  tangente  6  au  point  g  du 
cercle  B  (cercle  qui  est  dit  trace  horizontale  de  la  surface  2).  Tous  ces  cercles  C,  3, 
B étant  horizontaux ,  leurs  tangentes  seront  horizontales;  et  pour  que  tout  le  long 
de  la  droite  G  il  existe  un  plan  tangent  unique  (comme  pour  les  surfaces  dévelop- 
pables),  il  faudra  que  ces  tangentes  soient  parallèles  entre  elles,  et  que  dès  lors 
leurs  projections  horizontales  soient  parallèles  entre  elles.  Or,  il  est  évident  que  les 
tangentes  au  point  p*  du  cercle  C*,  m*  du  cercle  3*,  gr  du  cercle  B  ne  peuvent  être 
parallèles,  puisque  ces  cercles  sont  concentriques. 

Ainsi ,  Ton  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  surface  hyperbolakle  à  une  nappe  et  de  révolution  est  une  surface  gauche. 

Du  plan  langent  à  l' hyper boloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  S. 

428.  Si  Ton  prend  un  point  x  sur  la  surface  S ,  et  si  Ton  fait  tourner  la  généra- 
trice G  autour  de  Taxe  A ,  enfin  elle  arrivera  en  G,  passant  par  ce  point  x;  de  même 
en  faisant  tourner  la  génératrice  K  autour  de  Taxe  A,  enfin  elle  arrivera  en  K, 
passant  par  ce  même  point  x. 

On  a  donc  deux  génératrices  droites  G,  du  premier  système  G. . . .  et  E,  du  second 
système  K,...  se  croisant  au  point  x  de  la  surface  2. 

Le  plan  T  tangent  en  a:  à  la  surface  £  sera  donc  déterminé  par  les  deux  droites  G, 
et  E,  de  systèmes  différents  se  croisant  au  point  x. 

Construisons  ce  plan  T. 
.   Soit  donnée  {fig.  253)  la  génératrice  droite  G,  par  ses  projections  G,* et  G,*; 
prenons  sur  celte  droite  G,  un  point  m,  et  cherchons  la  génératrice  E,  du  second 
système  qui  passe  par  ce  point  m. 

Toutes  les  génératrices  droites  du  système  G ,  ainsi  que  toutes  les  génératrices 
droites  du  système  E ,  auront  leurs  traces  horizontales  g  eXk  situées  sur  le  cercle  B 
trace  horizontale  de  la  surface  S. 

Toutes  les  génératrices  du  système  G  et  du  système  E  se  projettent  sur  le  plan  du 
cercle  de  gorge  C  suivant  des  tangentes  à  ce  cercle  ;  dès  lors ,  sur  tout  plan  paral- 
lèle au  cercle  de  gorge  C ,  les  projections  G*  et  E*  des  droites  G  et  E  seront  des  tan- 
gentes au  cercle  C*.  D'après  cela ,  il  nous  suffira  de  mener  par  le  point  m*  une  tan- 
gente E,*  à  la  projection  C*  du  cercle  de  gorge  C  et  nous  aurons  la  projection 
horizontale  de  la  génératrice  E,  passant  par  le  point  m. 
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La  droite  K,^  coupe  le  cercle  6  en  deux  points  k^  et  r,  mais  il  est  évident  que  si 
ron  fait  tourner  la  droite  6,  dans  le  sens  de  la  flèche/^  le  point  g  viendra  en  r  et  la 
droite  G,  viendra  pr^Qdre  dans  l'espace  une  position  6,  telle  qu'elle  se  projetterai 
horizontalement  suiyant  K,^  ;  dès  lors  les  deux  droites  G,  et  G,  appartenant  an 
syst^e  G  ne  pourraient  se  couper,  puisque  les  génératrices  d'un  même  système 
(quelque  rapprochées  qu'on  les  suppose)  ne  peuvent  se  couper,  la  surface  S  étant 
gauche. 

Ainsi  la  génératrice  K,  percera  le  plan  horizontal  au  point /r,  du  cercle  B.  Le  plan 
T  tangent  au  point  m  à  la  surface  S  aura  donc  pour  trace  la  droite  H%  qui  unit  les 
points^,  et /t;. 

En  faisant  varier  la  position  du  point  m  sur  la  droite  G,  «  le  plan  T  variera  de  po- 
sition,  car  la  trace  H'  passant  toujours  par  le  point  9,  passera  par  un  point  ft,  qui 
changera  de  position  sur  le  cercle  B,  comme  le  montre  la  figure  315^9  en  prenant 
le  point  m'  au  lieu  du  point  m. 

Ainsi  j  l'on  pourrait,  par  la  figure  même  et  directement  montrer  que  la  surface  £ 
est  gauche ,  puisque  par  la  droite  G,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  plans  et 
que  chacun  d'eux  est  tangent  à  cette  surface  2 ,  en  des  points  dififérents  m  j  m\  ete*» 
et  tous  situés  sur  cette  génératrice  droite  6.. 

4S9.  Parmi  tous  les  plans  tangents  T  menés  à  la  surface  1  par  l'une  de  ses  géné- 
ratrices droites  G,  il  faut  en  distinguer  deux,  savoir  :  4"*  celui  qui  est  vertical,  ou, 
en  d^autres  termes ,  qui  est  parallèle  à  l'axe  de  rotation  A  et  qui  fait  dès  lors  un 
angle  droit  avec  le  plan  horizontal  de  projection,  et  2"  celui  qui  fait  avec  le  plan 
horizontal  de  projection  et  avec  Taxe  A ,  des  angles  qui ,  complémentaires  l'un  de 
l'autre,  sont  respectivement  égaux  à  ceux  que  la  génératrice  G  fait  avec  le  plan 
horizontal  de  projection  et  avec  l'axe  A« 

Si  par  le  point  g^  on  fait  passer  une  suite  de  droites  H^,  H^',  etc.,  chacune  d'elles 

représente  la  trace  d'un  plan  tangentT,  T' à  la  surface  £en  un  point  m,  m\  etc. 

de  la  droite  G,. 

Par  le  point  g^  on  peut  faire  passer  deux  droites  particulières,  l'une  qui  se  con- 
fondra avec  G*,  et  qui  représentera  la  trace  H^i,  et  l'autre  H^  perpendiculaire  à  G,^  ou 
à  H«». 

Le  i^an  0,  et  le  plan  0  seront  l'un  et  l'autre  tangente  à  la  surface  S  ;  détermiaons 
leur  point  de  ooi^ct  avec  cette  surface  2. 

Le  plan  0,  est  le  plan  projetant  borizontalemmt  la  droite  G,  ;  ce  plan  0,  est  pft> 
rallèle  à  l'axe  A ,  et  dès  lors  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  de  gor^  G;  ce  phm 
0,  coupe  donc  la  surface  2  suivant  deux  génératrices  droites  de  systèmes  différents 
E'  et  G,  se  coupant  au  point  p  en  lequel  la  droite  G,  coupe  le  cercle  de  gorge  G;  ce 
plan  01  est  doue  tangent  à  la  surface  £  au  point  p. 


—  236  — 

On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

Tout  plan  tangent  à  l'hyperboldide  à  une  nappe  et  de  révolution ,  parallèle  à  Caxe  de 
rotation  est  tangent  à  cette  surface  en  un  point  situé  sur  le  cercle  de  gorge. 

Si  par  le  point  ^,  nous  menons  une  droite  H®  perpendiculaire  à  6^.  elle  coupera 
le  cercle  B  trace  horizontale  de  la  surface  1  en  un  point  4,,  et  menant  par  ce  point 
A,  une  tangente  K,*  au  cercle  C*  projection  du  cercle  de  gorge  C ,  celle  droite  K/ 
sera  évidemment  parallèle  à  G,*  et  les  deux  droites  K,  et  6,  seront  parallèles  dans 
l'espace. 

Le  plan  O  qui  passera  par  K,  et  6,  passera  par  le  centre  o  du  cercle  de  gorge  C 
et  sera  tangent  à  la  surface  £  au  point  en  lequel  K,  et  G,  se  coupent ,  e'esl-à  dire  à 
rinfiniy  puisque  ces  droites  K,  et  G,  sont  parallèles: 

Or,  il  est  évident  que  le  plan  O  fait  avec  Taxe  A  un  angle  égala  celui  que  G,  fait 
avec  ce  même  axe  A. 

On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

Tout  plan  passant  par  une  génératrice  droite  du  système  6  ou  du  système  K  et  par  le 
centre  du  cercle  de  gorge  est  un  plan  asymptote  de  C hyperboloîde  à  une  nappe  et  de  ré' 
volution  ;  et  ce  plan  asymptote  fait  avec  taxe  de  rotation  un  angle  qui  est  égal  à  celui  que 
font  avec  cet  axe  les  diverses  génératrices  droites  de  la  surface. 

430.  D'après  ce  qui  précède,  nous  voyons  qu'il  sera  toujours  facile  de  résoudre 
graphiquement 9  au  moyen  des  projections  et  en  prenant  Taxe  A  (de  Thyperboloïde 
à  une  nappe  et  de  révolution)  vertical,  ou ,  en  d'autres  termes,  perpendiculaire  au 
plan  horizontal  de  projection ,  les  deux  problèmes  suivants  : 

4*  Étant  donnés  une  génératrice  droite  G  et  un  point  m  «tir  cette  droite ,  construire  le 
plan  tangent  à  la  surface  hyperboloîde. 

2*  Étant  donnés  une  génératrice  droite  G  et  un  plan  ©  passant  par  cette  droite  j  con- 
struire le  point  de  contact  m  du  plan  0  avec  la  surface  hyperbotaide. 

Et  par  suite  il  sera  facile  de  résoudre  le  troisième  problème  suivant  : 

3^  Etant  donnée  une  génératrice  droite  G  (t un  hyperbolaide  à  une  nappe  et  de  révo- 
lution £ ,  construire  le  plan  tangent  O  qui  passant  par  G ,  fait  avec  Caxe  de  révolution  A 
un  angle  a. 

Et  en  effet ,  pour  résoudre  ce  troisième  problème ,  on  prendra  le  plan  horizontal 
de  projection  perpendiculaire  à  Taxe  A  et  dès  lors  le  plan  @  devra  faire  avec  ce 
plan  horizontal  un  angle  6  complémentaire  deTanglea.  On  devra  donc  faire  passer 
par  la  droite  G  un  plan  ©  faisant  avec  le  plan  horizontal  an  angle  |3  (n**  183  et  124, 
1~  partie  de  ce  Cours). 


—  237 


Du  cône  asymptote  de  l^hyperbolaide  à  une  nappe  et  de  révolution. 

431.  Menons  {fig.  255)  deux  plans  verticaux  Y  et  Y'  parallèles  entre  eux  et  au 
plan  vertical  de  projection  et  tangents  au  cercle  de  gorge  C  aux  points  p  et  p'.  Le 
plan  Y  coupera  la  surface  hyperboloïde  S  suivant  deux  génératrices  droites  et 
de  systèmes  différents  6  et  K  se  croisant  au  point  p;  le  plan  Y'  coupera  la  même 
surface  S  suivant  deux  génératrices  droites  et  de  systèmes  différents  G'  et  K'  se 
croisant  au  point  p\  Les  droites  6  et  K',  6'  et  K  seront  parallèles  et  le  plan  Q  pas- 
sant par  6  et  K'  sera  un  plan  asymptote  de  la  surface  2,  tout  comme  le  plan  P  pas- 
sant par  G'  et  K  ;  les  deux  plans  P  et  Q  auront  leurs  traces  H'  et  H*  parallèles  entre 
elles  et  perpendiculaires  aux  traces  H'  et  H"  des  plans  Y  et  Y'. 

Ces  quatre  traces  H%  H*»,  H%  W\  se  couperont  deux  à  deux  en  un  point  et  les 
quatre  points  ainsi  obtenus  g,  k\  kj  g^  qui  ne  sont  autres  que  les  traces  horizon- 
taies  des  droites  G,  K',  K,  6'  forment  un  rectangle  dont  les  côtés  kg  et  Ay  sont 
tangents  au  cercle  C*  projection  du  cercle  de  gorge  C. 

Cela  posé  : 

Si  par  Taxe  A  on  mène  un  plan  méridien  M  parallèle  aux  plans  Y  et  Y',  ce  plan 
M  coupera  le  plan  P  suivant  une  droite  L,  parallèle  et  équidistante  aux  droites  K 
et  G'  ;  ce  même  plan  M  coupera  le  plan  Q  suivant  une  droite  L  parallèle  et  équidis- 
tante  aux  droites  G  et  K',  et  les  deux  droites  L  et  L,  se  croiseront  au  point  o  centre 
du  cercle  de  gorge  C. 

Cela  posé: 

Si  Ton  fait  tourner  tout  le  système  autour  de  Taxe  A ,  les  droites  G ,  G^  K ,  K', 
engendreront  Thyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  2,  et  les  droites  L  et  L, 
engendreront  un  cône  A  ayant  le  centre  o  du  cercle  de  gorge  C  pour  sommet. 

Et  comme  les  plans  P  et  Q  sont  perpendiculaires  au  plan  méridien  M  j  ces  plans 
seront  en  leurs  diverses  positions  tangents  au  cône  A ,  et  leurs  lignes  de  contact  avec 
ce  cône  A  seront  les  positions  respectivement  prises  pondant  le  mouvement  de  ro« 
tation  par  les  droites  L,  et  L. . 

432.  Le  cône  A  est  dit  cône  asymptote  de  Thyperboloïde  £. 

Et  en  effet  :  le  plan  P  étant  tangent  au  cône  A  tout  le  long  de  la  droite  L,  lui 
sera  tangent  au  point  situé  à  Tinfini  sur  L.  ;  mais  le  plan  P  étant  tangent  à  la  surface 
£  en  un  point  situé  à  l'infini  sur  les  droites  parallèles  K  et  G'  et  ce  point  situé  à 
rinfini  étant  le  même  que  celui  considéré  sur  la  droite  L,  puisque  les  trois  droites 
G',  K,  et  L,  sont  parallèles,  il  s'en  suit  que  le  plan  P  est  tangent  à  Tinfini  et  à  la 
surface  1  et  au  cône  A  ;  le  cône  A  et  la  surface  S  sont  donc  tangents  l'un  à  l'autre 
en  un  point  situé  à  l'infini  sur  la  droite  L,. 
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Or  ce  que  l'on  vient  de  dire  pour  la  droite  L,  on  le  dira  pour  chacune  des  posi- 
tions prises  par  cette  droite  L,  pendant  qu'elle  tourne  autour  de  Taxe  A  ;  les 
deux  surfaces  S  et  A  sont  donc  asymptotes  l'une  à  l'autre;  et  ainsi  se  trouve  dé- 
montré, savoir  :  que  le  cône  A  touche  là  surface  S,  suivant  un  parallèle  oucercle 
d'un  rayon  infini ,  ce  cercle  étant  situé  à  l'infini  et  ayant  son  centre  situé  à  l'infini 
sur  l'axe  A. 

Ainsi  l'on  peut  énoncer  ce  qui  suit  : 

Tout  plan  tangent  Q  au  cône  asymptote  A  suivant  une  génératrice  droite  L,  passe  par 
le  centre  o  du  cercle  de  gorge  C  de  Vhyperboloide  S  et  coupe  cette  surface  2  suivant  deux 
génératrices  droites  de  systèmes  différents  et  parallèles  entre  elles  et  à  la  droite  L. 

Des  sections  planes  de  Vhyperboldide  à  une  nappe  et  de  révolution. 

433.  Démontrons  maintenant  que  tout  plan,  quelle  que  soit  sa  direction ,  coupe 
rhyperbole  S  à  une  nappe  et  de  révolution  suivant  une  i^ection  conique. 

Coupons  la  surface  2  et  son  cône  asymptote  A  par  un  plan  quelconque  X ,  ce 
plan  coupera  le  cône  A  suivant  une  section  conique  E  (puisque  ce  cône  est  de  ré- 
volution) et  il  coupera  la  surface  1  suivant  une  courbe  E,  qui  enveloppera  évidem- 
ment la  courbe  E ,  puisque  le  cône  A  est  enveloppé  par  la  surface  S. 

Cela  posé  : 

Prenons  un  point  quelconque  x  sur  la  section  conique  Ë  et  menons  par  ce  point 
un  plan  0  tangent  au  cône  A  suivant  une  génératrice  droite  L ,  ce  plan  0  passera 
par  le  centre  o  du  cercle  de  gorge  C  et  coupera  l'hyperboloïde  S  suivant  deux  gé- 
nératrices droites  de  systèmes  différents  K  et  6  parallèles  entre  elles ,  et  la  droite  L 
sera  éqoidistante  de  ces  deux  droites  6  et  K. 

Le  plan  0  coupera  le  plan  X  suivant  une  droite  9  tangente  en  a;  à  la  section  co- 
nque E,  et  cette  droite  6  coupera  la  courbe  Ë,  en  des  points  jp  et  k  qui  ne  seront 
évidemcneiii  autres  que  ceux  en  lesquels  les  droites  6  et  K  coupent  la  courbe  Ë,. 

Or  comme  la  droite  L  est  équidistante  des  droites  K  et  6 ,  et  qu'dle  est  située 
avec  elles  dans  le  plan  0,  il  s'rasnit  que  ce  point  x  est  le  milieu  de  la  corde 

En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (n*  342  bis)  la  coorbe  E,  n'est  donc  autre  qu'une 
teûdon  conique^  et  les  deux  courbes  E  et  E,  sont  dès  lors  deux  sections  coniques 
concentriques ,  semblables  et  senblablement  placées. 

Ainsi  Ton  peut  énoncer  ce  qui  suit  : 

Tout  plan ,  quelle  que  soit  sa  direction  coupe  F hyperboldide  d  une  nappe  et  de  révo-^ 
lution  suivant  une  section  conique ^  qui  sera  une  ellipse ^  une  parabole  ou  une  hyperbole ^ 
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suivant  que  ce  plan  coupera  le  cône  asymptote  suivant  une  ellipse,  une  parabole  ou  u$ie 
hyperbole 

43&.  Démontrons  maintenant  que  tout  plan  méridien  M  coupe  rbyberbololde  à 
une  nappe  et  de  révolution  S  suivant  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  les 
droites  suivant  lesquelles  ce  plan  M  coupe  le  cône  asymptote  de  la  surface  S. 

Menons  par  Taxe  de  rotation  A  un  plan  méridien  M,  ce  plan  coupera  le  oône 
asymptote  et  de  révolution  A  suivant  deux  génératrices  droites  L  et  L,  qui  se  croi- 
seront au  point  o  sommet  du  cône  A  et  centre  du  cercle  de  gorge  C  de  rhypeii)o- 
loïde  à  une  nappe  et  de  révolution  S. 

Ce  plan  M  coupera  la  surface  S  suivant  une  courbe  £  évidemment  composée  de 
deux  branches  infinies ,  symétriques  :  V  par  rapport  à  Taxe  A ,  et  2*  par  rapport  à 
la  droite  Y  suivant  laquelle  le  plan  M  coupe  le  plan  du  cercle  de  gorge  G  ;  cette 
droite  Y  passe  par  le  centre  o  du  cercle  G. 

Les  points  t;  et  v'  en  lesquels  le  cercle  G  est  coupé  par  la  droite  Y  seront  les 
sommets  de  la  courbe  E,  car  la  droite  V  coupera  en  deux  parties  égales  les  cordes 
de  la  courbe  E  qui  sont  parallèles  à  Taxe  A. 

Cela  posé  : 

Prenons  sur  la  courbe  E  un  point  quelconque  x  et  menons  par  ce  point  o;  et  dans 
le  plan  M  une  suite  de  droites  divergentes  Z,  Z',  Z'',  etc. 

La  droite  Z  coupera  la  courbe  E  aux  points 

—  Z'  — 

—  r  — 

—  etc. ,  — 

La  droite  Z  coupera  les  droites  L  et  L,  aux  points 

—  Z'  —  — 

—  r  —  — 

—  etc.,  .  —  — 
Si  nous  démontrons  que  Ton  a  : 

^=^,  ^=7/\,  ^'=zfl\y  etc. 

en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (n^  235,  4"")  il  sera  démontré  que  la  courbe  E  est  une 
hyperbole  ayant  pour  asymptotes  les  droites  L  et  L,. 

Or:  menons  par  les  droites  Z,  Z',  Z*,  etc.,  des  plans  U,  U',  IF,  etc.,  perpen- 
diculaires au  plan  M. 

Le  plan  U  coupera  le  cône  A  suivant  une  section  conique  S^  et  lliyperboloïde  £ 
suivant  une  section  conique  g;  les  courbes  €  et  6,  sont  concentriques,  sem- 
blables et  semblablement  placées,  donc  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (n""  342  bis) , 


X  et  y 

X  et  t/' 

X  et  y" 

etc., 

ints    /  et  /. 

r  et  l\ 

Tet  l\ 

etc. 
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Ton  a  xl=yl^\  le  plan  U'  coupera  le  cône  A  suivant  une  section  conique  6/  et 
rhyperboloïde  S  suivant  une  section  conique  €  concentrique,  semblable  et  sembla- 
blement  placée  par  rapport  à  g/;  on  a  donc  : 


Et  ainsi  de  suite:  donc,  etc. 

On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

Un  hyperboloîde  à  une  nappe  et  de  révolution  S  peut  être  engendré  par  un  hyperbole 
E  tournant  autour  de  son  axe  non  transverse  Â ,  les  asymptotes  L  et  L,  de  F  hyperbole 
E  engendrent  le  cône  A  asymptote  de  la  surface  S. 

Construction  des  projections  de  la  section  faite  par  un  plan  dans  C hyperboloîde 

à  une  nappe  et  de  révolution. 

435.  Construisons  maintenant  les  divers  points  de  la  courbe  de  section  d'un 
hyperboloîde  à  une  nappe  et  de  révolution  S  par  un  plan  P. 

Un  hyperboloîde  à  une  nappe  et  de  révolulion  S  est  connu,  c'est-à-dire  com- 
plètement déterminé  9  lorsque  Ton  connaît  1*la  longueur  N  de  la  plus  courte 
distance  existant  entre  Taxe  A  de  rotation  et  la  génératrice  droite  G  qui  par  son 
mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  A  engendre  la  surface  2 ,  et  2^  Tangle  a 
que  font  entre  elles  les  droites  A  et  6. 

Nous  pourrons  donc  prendre  le  plan  horizontal  de  projection  perpendiculaire  à 
Taxe  A  et  le  plan  vertical  de  projection  parallèle  à  la  droite  G. 

Dès  lors  Taxe  A  se  projettera  horizontalement  en  le  point  A^,  et  la  génératrice 
G  se  projettera  horizontalement  en  la  droite  G^  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  à 
une  distance  du  point  A^  telle  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A^  sur  la 
droite  G'^  sera  égale  à  N  ;  de  plus  la  droite  G  se  projettera  verticalement  en  la 
droite  G"  faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  S  complémentaire  de  Tangle  donné 
«  {fig.  252). 

Cela  posé  : 

On  peut  construire  un  point  de  la  courbe  E  intersection  de  l'hyperboloïde  à  ur.e 
nappe  et  de  révolution  1  par  un  plan  P ,  en  se  servant  de  quatre  méthodes  diiïé- 
rentes  que  nous  allons  exposer  successivement. 

Première  méthode.  On  peut  regarder  la  surface  2  comme  une  surface  de  révolu- 
tion. Dès  lors  coupant  le  système  par  un  plan  horizontal  X  {fig.  252)  ce  plan  X 
coupera  la  génératrice  G  en  un  point  x  qui  décrira  un  parallèle  D  de  la  surface  1 , 
ce  plan  X  coupera  le  plan  P  suivant  une  droite  I  perpendiculaire  au  plan  vertical 
de  projection  ;  le  cercle  D  et  la  droite  I  étant  contenus  dans  un  même  plan  X ,  leurs 
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projections  I*  el  D*,  T  et  D**  se  couperont  respectivement  en  deux  points  y*,  y"  et 
jf"  j  y"  qui  seront  les  projections  des  points  y  et  y[  en  lesquels  les  liyne^  I  et  D  se 
coupent  dans  Tespace  {fig.  252). 

Deuxième  méthode.  On  peut  regarder  la  surface  S  comme  étant  une  surface 
réglée.  Des  lors  on  construira  les  projections  horizontales  et  verticales  G*,  G"  et 
G'*,  G'"  et  G''*,  G"\  etc. ,  des  diverses  génératrices  droites  G,  G',  G",  etc. ,  delà 
surface  S ,  et  Ton  déterminera  les  projections  y*,  tf  et  i/'*,  y""  et  y''*,  t/"%  etc. ,  des 
points  y,  y\  j/'\  etc. ,  en  lesquels  les  diverses  droites  G,  G',  G",  etc. ,  percent 
respectivement  le  plan  sécant  P. 

Troisième  méthode.  Le  plan  P  coupant  l'hyperboloïde  S  et  son  cône  asymptote 
A  suivant  des  courbes  E  et  E,  concentriques,  semblables  et  semblablement  placées, 
les  projections  E*  etE,*,  E**  et  E,""  seront  aussi  des  sections  coniques ^  concen* 
triques ,  semblables  et  semblablement  placées. 

Ayant  donc  construit  les  projections  E,^  et  E/  de  la  section  E,  da  cône  A  par  le 
plan  P  9  il  nous  suffira  de  connaître  les  projections  d*un  point  y  de  la  courbe  E 
pour  construire  ses  divers  points ,  ou,  en  d'autres  termes,  pour  construire  les 
divers  points  de  ses  projections  E*  et  E**. 

Quatrième  méthode.  On  pourra ,  par  le  point  %  en  lequel  le  plan  sécant  P  coupe 
Taxe  A,  mener  une  série  de  droites  B ,  B',  B'%  etc. ,  toutes  situées  dans  le  plan  P , 
et  chercher  les  projections  des  points  en  lesquels  chacune  de  ces  droites  B ,  B' , 
B^',  etc. ,  perce  la  surface  S.  Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant. 

Étant  donnés  un  hyperboldîde  à  une  nappe  et  de  révolution  £  et  une  droite  B  s'ap- 
puyant  sur  son  axe  A ,  construire  les  projections  du  point  y  en  lequel  la  droite  B  perce 
la  surface  £. 

Ce  problème  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  problème  plus  général  et  qui 
s'énonce  ainsi  : 

Trouver  les  projections  du  point  ou  des  deux  points  en  lesquels  une  droite  B  de  direc* 
tion  arbitraire  perce  un  hyperboldîde  à  une  nappe  et  de  révolution. 

La  droite  B  peut  affecter  trois  positions  par  rapport  à  l'axe  de  révolution  A  de 
la  surface  S. 

1  •  La  droite  B  peut  couper  l'axe  A. 

2*  La  droite  B  peut  être  parallèle  à  l'axe  A. 

3**  La  droite  B  peut  n'être  pas  située  dans  un  même  plan  avec  l'axe  A. 

De  ^intersection  dun  hyperboloîde  à  une  nappe  et  de  révolution  par  une  droite. 

m 

436.  Nous  allons  résoudre  le  problème ,  dans  chacun  des  trois  cas  énoncés 
ci-dessus ,  et  la  solution  du  premier  cas  nous  donnera  la  solution  du  problème 

V  PARTIS.  31 
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proposé  précédemmenf ,  savoir  :  Trouver  tes  projections  de  la  courbe  E  section  (Cun 
hyperboldîde  à  une  nappe  et  de  révolution  1  par  un  plan  P. 

Premier  cas.  La  droite  B  coupant  l'axe  A. 

Lorsqae  deux  surfoces  de  révolution  ont  même  axe  de  rotation  A,  si  elles  se 
coupent,  elles  ne  peuvent  se  couper  que  suivant  des  cercles  (des  parallèles)  engen- 
drés par  le  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  commun  A  des  points  en  les- 
quels se  coupent  leurs  courbes  méridiennes  situées  dans  un  même  plan  méridien. 
Si  donc  on  Tait  tourner  une  droite  B  coupant  Taxe  A  en  un  point  z ,  cette  droite  B 
engendrera  un  cône  S,  ayant  le  point  z  pour  sommet  et  la  droite  A  pour  axe  de 
révolution. 

Les  deux  surfaces  conique  S^  et  hyperboldide  à  une  nappe  2  se  couperont  donc  (  si 
eHes  se  coupent)  suivant  des  parallèles  ou,  en  d'autres  termes ,  suivant  des  cercles 
dont  les  plans  seront  perpendiculaires  à  Taxe  A. 

Désignant  par  i  un  de  ces  parallèles ,  on  voit  que  ce  parallèle  i  sera  complètement 
connu  si  Ton  connaît  un  de  ses  points,  puisque  son  centre  doit  être  sur  Taxe  A  et 
que  son  plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe  A. 

II  nous  suffira  donc ,  pour  connaître  complètement  les  parallèles  3 suivant 

lesquels  les  deux  surfaces  Z  et  S,  se  coupent,  de  déterminer  un  point  de  chacun 

d*6IEX. 

Cela  posé  : 

On  peut  déterminer  un  point  d^un  des  parallèles  i  suivant  lesquels  le  cône  S,  et 
tk^perboloîde  £  se  coupent,  ou  I*  en  cherchant  V intersection  d'une  des  généra- 
trices droites  du  cône  S,  avec  la  surface  2 ,  ou  2'  en  cherchant  Vintersection  d'une 
des  génératrices  droites  de  Thyperboloïde  2  avec  le  cône  2,. 

Jusqu'à  présent  nous  ne  savons  pas  trouver  les  points  de  rencontre  d*une  droite 
coupant  Taxe  A  avec  un  hyperboloïde  à  une  nappe  ayant  cet  axe  A  pour  axe  de 
révolution ,  car  c'est  précisément  le  problème  à  résoudre. 

Mais  nous  savons  (n*  351)  trouver  les  points  de  rencontre  d'une  droite,  quelle 
qne  soit  sa  position  dans  l'espace ,  avec  un  cône. 

C'est  donc  en  ramenant  le  problème  proposé ,  savoir  :  Trouver  les  points  de  ren- 
contre d'une  droite  B  coupant  taxe  A  avec  C hyperboloïde  à  une  nappe  S  au  problème  : 
Trouver  les  points  de  rencontre  d'une  génératrice  droite  G  cf  tm  hyperboloïde  à  Mne 
nappe  et  de  révolution  E  avec  le  cône  S,  engendré  par  une  droite  B  coupant  taxe  A  au 
point  z  et  tournant  autour  de  cet  axe  A ,  que  nous  pourrons  résoudre  avec  facilité  le 
problème  proposé. 

Et  pour  le  résoudre ,  nous  n'aurons  qu'à  faire  passer  par  le  sommet  z  du  cône  S, 
et  la  génératrice  G  de  l'hyperboloîde  2  un  plan  Q  ;  ce  plan  Q  coupera  le  cône  S, 
suivant  deux  génératrices  droites  B,  et  B, ,  lesquelles  couperont  la  droite  G  en 
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deax  points  A,  ^^  ^s  9  et  ces  points  engendraront  par  lenr  rotation  autour  de  Taxe  A 
deux  fMt&Uélei  d«  et  d, ,  lesquels  couperont  la  droite  B  en  deux  points  y  et  tf'  qui 
seront  ceux  en  lesqneis  cette  droite  B  perce  Thyperboloïde  à  une  nappe  et  de 
Tévolution  S« 

Dbuxièhb  CAt«  La  éroile  B  étant  parcdlête  à  Vaxe  A. 

La  droite  B  étant  parallèle  à  Taxe  Â  engendre  par  son  mouvement  de  rotation 
autour  de  cet  axe  A  un  cylindre  de  révolution  S,  ;  on  aura  donc  à  construire  les 
points  en  lesquels  la  génératrice  droite  G  de  l'hyperboloïde  2  perce  ce  cylindre  S, 
(n^351). 

Troisième  cas.  La  droite  B  n  étant  pas  située  dans  un  mêmejÀan  avec  l'axe  A. 

Si  Ton  fait  tourner  la  droite  B  autour  de  Taxe  A,  elle  engendrera  un  hyperbo- 
loïde  à  une  nappe  et  de  révolution  H, ,  et  dès  lors  on  aura  à  chercher  les*points  de 
rencontre  de  la  génératrice  droite  G  de  l'hyperboloïde  2  avec  Thyperboloïde  S^  on 
bien  on  aura  à  chercher  les  points  de  rencontre  de  la  génératrice  droite  B  de  Thy- 
perboloïde  ^3  avec  l'hyperboloïde  S. 

Le  problème  à  résoudre  est  donc,  dans  ce  troisième  cas,  toujours  le  même. 

Cependant  par  on  mtifice  particulier ,  on  peut  ramener  le  problème  proposé  à 
celui  où  il  s*agit  de  trouver  rinteraection  d*une  droite  et  d'un  cône  de  révolution. 

Et  en  effet  :  si  par  la  droite  B  nous  faisons  passer  un  plan  Q  oûupant  Thyperbo- 
loîde  £  el  son  cône  asymptote  A  suivant  deux  sections  coniques  E  et  E, ,  les  points 
9  et  9^  en  lesquels  la  courbe  E  sera  coupée  par  la  droite  B  seront  ceux  en  lesquels 
cette  droite  B  perce  la  surface  hyperboloîde  £. 

Or ,  nous  pouvons  toujours  par  Taxe  A  mener  nn  plan  méridien  M  parallèle  à  la 
droite  B;  ce  plan  M  coupera  le  cône  A  suivant  deux  génératrices  droites  L  et  L\ 
et  à  la  manière  d'être  de  la  trace  Y*  du  plan  Q  par  rapport  aux  droites  L  et  L^  (en 
prenant  le  plan  M  pour  plan  vertical  de  projection) ,  on  reconnaîtra  (n*  28i)  si  te 
pian  Q  coupe  le  cône  A  suivant  une  eltipêe  on  une  parabole  oti  une  hyperbole  ;  on 
saura  donc  qu^le  espèce  de  section  coniqtre  on  a  pour  E  et  IS.. 

Cdaposé  : 

Imaginons  la  droite  B  et  les  sections  coniqued  fi  et  E,  concenlf iqueâ ,  getnbkbtèé 
et  semblablement  placées;  cette  droite  B  coupe  la  courbe  E  aux  points  y  ^ly'i 
joignons  chacun  de  ces  points  y  et  y'  avec  le  centre  0  commun  aux  deux  courbes 
E  et  E,  ^  on  aura  deux  droites  qui  couperont  E,  t^rsi  pointa  y,  ^  i/^,  ;  tinlston^  ces 
points  y,  et  y/  par  une  droite  B,  ^  il  est  évident  qne  les  droites  B  et  B,  seront  pa* 
rallèles. 

Si  donc  nous  pouvons  facilement  déterminer  un  point  de  B, ,  il  suffira  de  mener 
par  ce  point  une  droite  parallèle  à  B  pour  avoir  B,  ;  par  suite  il  sera  facile  de 
Construire  directemeiit  (sans  avoir  besdiii  dé  construire  la  courbeË  J  les  points  y,  et 
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y\  en  lesquels  B,  perce  le  cône  A;  puis,  comme  il  est  facile  de  déterminer  le  centre 
0  de  la  courbe  E,  sans  construire  cette  courbe ,  il  suffira  de  mener  les  droites  <^, 
et  oy/  qui  viendront  rencontrer  la  droite  B  aux  points  cherchés  y  et  ^. 

Or,  il  est  très-facile  de  se  procurer  un  point  de  la  droite  B,;  et  en  effet,  ayant 
construit  le  centre  o  de  la  courbe  E  (point  o  qui  est  au  milieu  de  la  portion  de  Y* 
comprise  entre  les  droites  LetU),  on  pourra  construire  un  point  m  de  la  courbe 
Ë ,  section  de  Thyperboloïde  1  par  le  plan  Q,  puis  chercher  le  point  m,  en  lequel 
la  droite  om  perce  le  cône  A. 

Et  le  rapport  entre  les  rayons  vecteurs  homologues  des  courbes  semblables  et 

semblablement  placées  E  et  E,  sera  connu ,  car  il  sera  égal  à  — = a. 

Si  donc  on  prend  sur  la  droite  B  un  point  arbitraire  p,  et  que  Ton  joigne  les 
points  p  et  0  par  une  droite ,  on  pourra  toujours  sur  op  prendre  un  point  p,  compris 

entre  o  et  p,  et  tel  que  Ton  ait  —  =  a. 

Menant  parle  point  p,  une  droite  parallèle  à  B,  on  auraB,. 

437.  Cependant  la  solution  précédente  pourrait  offrir  quelques  difficultés,  dans 
le  cas  où  les  courbes  E  et  E,  seraient  deux  hyperboles  concentriques,  mais  inverse- 
ment semblables;  c'est  pourquoi  on  cherchera  à  diriger  d'abord  le  plan  Q  (mené 
par  la  droite  B)  de  manière  à  avoir  pour  les  sections  E  et  E,  deux  courbes  sem* 
blables  et  semblablement  placées ,  ce  que  Ton  pourra  toujours  faire  quelle  que  soit 
la  position  de  la  droite  B  par  rapport  à  Thyperboloïde  S,  et  Ton  prendra  le  plan  M 
perpendiculaire  à  ce  plan  Q,  dès  lors  le  plan  M  ne  sera  plus  parallèle  à  la 
droite  B. 

Toutefois ,  si  le  plan  Q  passant  par  la  droite  B  était  dirigé  par  rapport  à  Thy- 
perboloïde  S  de  telle  manière  que  les  courbes  E  et  E.  fussent  deux  hyperboles  con» 
centriques  et  inversement  semblables,  voyons  si  dans  ce  cas  la  solution  précédente 
ne  peut  pas  encore  être  employée ,  au  moyen  de  certaines  modifications. 

Mais  avant  de  résoudre  cette  question ,  examinons  les  sections  hyperboliqueê  que 
Ton  peut  obtenir  dans  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  en  le  coupant 
par  un  plan. 

Des  hyperboles  obtenues  en  coupant  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution 

par  des  plans  parallèles. 

438.  Si  Ton  mène  par  le  centre  o  (ou  par  le  sommet  o  du  cône  asymptote  A) 
d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  1  un  plan  P  coupant  le  cône  A 
suivant  deux  génératrices  droites  L  et  L',  on  sait  que  si  Ton  mène  un  plan  T 
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tangent  au  cône  A  suivant  la  droite  L ,  il  coupera  Thyperboloïde  S  suivant  deux 
génératrices  droites  6  et  K  de  systèmes  différents  qui  sont  parallèles  entre  elles  et  à 
la  droite  L. 

On  aura  de  même  deux  génératrices  droites  de  systèmes  différents  G'  et  K'  de 
rhyperboloïde  £  en  menant  un  plan  T' tangent  au  cône  A  suivant  la  droite  U. 

Les  droites  G  et  K,  G'  et  K'  se  couperont  en  des  points  p  et  jj!  qui  seront  sur  une 
droite  Y  passant  par  le  centre  o  de  la  surface  S.  Nous  savons  encore  que  le  plan  0 
tangent  en  p  à  la  surfaces  sera  parallèle  au  plan  0'  tangent  en  p'  à  la  même  surface 
I  et  les  plans  O  et  0'  seront  parallèles  entre  eux  et  au  plan  P. 

Cela  posé  : 

Tout  plan  F  parallèle  au  plan  P  coupera  le  cône  A  suivant  un  hyperbole  E,  et 
rhyperboloïde  £  suivant  une  hyperbole  E  qui  auront  même  centre  situé  au  point  o' 
en  lequel  le  plan  P'  coupe  la  droite  Y  ou  (p,  p'),  et  dont  les  asymptotes  Z  et  Z' 
seront  respectivement  parallèles,  la  première  aux  droites  G,  K  et  L,  et  la  seconde 
aux  droites  G',  E'  et  U,  car  elles  seront  les  intersections  des  plans  T  et  T'  par  le 
plan  V. 

Cela  posé  : 

Il  pourra  arriver  1*  que  les  courbes  E  et  E.  soient  situées  dans  les  mêmes 
angles  opposés  par  le  sommet  et  formés  par  les  droites  Z  et  Z\  et  alors  ces  courbes 
seront  concentriques,  semblables  et  semblablement  placées,  et  c'est  ce  qui  aura 
lieu  toutes  les  fois  que  le  plan  sécant  P^  sera  situé  entre  les  plans  0  et  0^;  ils 
pourra  arriver  2**  que  les  courbes  E  et  E.  soient  situées  dans  les  angles  adjacents 
formés  par  les  droites  Z  et  Z',  et  alors  ces  courbes  seront  concentriques  et  inverse- 
ment semblables ,  et  c'est  ce  qui  arrivera  toutes  les  fois  que  le  plan  sécant  V  sera 
situé  au  delà  de  Tun  ou  de  Vautre  des  plans  0  et  0^  et  cela  par  rapport  au  centre  o 
de  la  surface  2. 

439.  Lorsque  les  hyperboles  E  et  E,  sont  placés  comme  l'indique  \^fig^  255,  les 
points  homologues  sont  ceux  en  lesquels  ces  courbes  sont  coupées  Tune  et  l'autre 
par  une  droite  menée  par  leur  centre  commun. 

440.  Mais  lorsque  les  hyperboles  E  et  E,  sont  placées  comme  l'indique  la 
fig'  256,  comment  doit-on  construire  leurs  points  homologues? 

Menons  (Jig.  256)  une  droite  quelconque  mais  parallèle  à  l'asymptote  1'  et  cou- 
pant l'asjmptote  Z  au  point  /,  la  courbe  E  au  point  m' et  la  courbe  E,  au  point  na/, 
les  points  m' et  m\  seront  dits  points  homologues- 

Menons  une  seconde  droite  parallèle  à  Z'  et  coupant  Z  au  point  r,  la  courbe  E 
au  point  m  et  la  courbe  E,  au  point  m,,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (n**  327  )  nous 
aurons: 

m'i^Xor^=imrXor 
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et 

d'où 


mV my 


mr       m^r 


On  sait  que  si  Ton  unit  les  points  m  et  m',  m,  et  m/  par  des  cordes ,  ces  cordes 
prolongées  iront  se  couper  en  un  point  t  situé  sur  Fasymptote  Z,  et  si  Ton  mène  les 
tangentes  9  en  m'  à  la  coube  E  et  9,  en  m\  à  la  courbe  E,,  ces  tangentes  9  et  0, 
iront  se  couper  en  un  point  t'  situé  sur  i^asymptote  Z. 

Maintenant  joignons  le  centre  o  avec  les  points  homologues  m'  et  m',,  la  parallèle 
niiîi,  à  Z'  coupera  la  droite  B  ou  ( o,  m')  au  point  a?,  et  la  droite  B,  ou  (o,  m\ )  au 
point  X,  et  je  dis  que  Ton  aura  : 


x^r 


=  6 


Et  cela  est  évident  puisque  Ton  a  :  — ^,=fr  et  que  les  droites  mm,  et  m'm',  sont 

m  ,r 

parallèles. 

Cela  posé  ; 

441.  Étant  donné  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  S  et  son  cône 
asymptote  A  et  une  droite  B^  si  pour  déterminer  les  points  w!  et  m"  en  lesquels  la 
droite  B  perce  la  surface  £,  on  obtient  (par  le  plan  Q  passant  par  cette  droite  B) 
pour  sections  1  ""  dans  la  surface  S  un  hyperbole  E  et  ^  dans  le  cône  A  une  hyperbole 
E^y  ces  hyperboles  étant  telles  qu'elles  soient  inversement  semblables,  on  devra  opérer 
de  la  manière  suivante  pour  obtenir  les  points  m'  et  m". 

On  déterminera  les  asymptotes  Z  et  Z'  des  courbes  E  et  E.  ;  on  construira  un 

point  quelconque  m  de  la  section  E  faite  dans  Thyperboloïde  £  par  le  plan  Q;  par 

le   point  m  on  mènera  une  droite  R  parallèle  à  Tasymptote  7J  et  Ton  cherchera  le 

point  m,  en  lequel  cette  droite  R  perce  le  cône  A;  ce  point  m,  étant  déterminé  ^  on 

remarquera  que  la  droite  R  coupe  Tasymptote  Z  en  un  point  r  et  la  droite  B  en 

un  point  x,  on  déterminera  sur  la  droite  R  ou  (m ^  m,)  un  point  x,  satisfaisant  à  la 

proportion  : 

mr'.m^wrxirx^ 

On  unira  le  centre  o  des  hyperboles  E  et  E,  avec  le  point  x,  et  Ton  aura  une 
droite  B,  située  dans  le  plan  sécant  Q;  on  déterminera  le  point  m\  en  lequel  le  cône 
A  est  percé  par  la  droite  B,;  ce  point  m',  étant  déterminé ,  on  fera  passer  par  m', 
une  droite  R'  parallèle  à  Z'  et  R'  coupera  la  droite  B  en  un  point  wl  qui  sera  celui 
en  lequel  cette  droite  B  perce  Thyperboloïde  £. 
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La  droite  B,  coupera  toujours  le  cône  A  en  deux  points  n/,  et  m'^  puisque  si 
l'hyperbole  Ë  était  construite,  il  est  évident  que  la  droite  B,  en  vertu  de  ce 
qu'elle  passe  par  le  centre  o  de  Thyperbole  E,  couperait  cette  courbe  en  deux 
points. 

Chacun  des  points  m\  et  m!\  servira  donc  à  déterminer  sur  la  droite  B  un  point , 
et  ainsi  on  obtiendra  sur  B  les  deux  points  m!  homologue  de  m\  et  m"  homologue 
dem'V 

442.  Le  problème  :  trouver  les  points  en  lesquels  une  droite  B  perce  un  hyperboUnde 
à  une  nappe  et  de  révolution  £ ,  F  axe  Â  de  la  surface  2  et  la  droite  B  n^  étant  pas  situés 
dans  un  même  plan ,  peut  être  facilement  ramené  à  la  solution  du  problème  :  trouver 
les  points  en  lesquels  une  droite  W  perce  un  hyperbolotde  à  une  nappe  et  de  révolution  Z', 
la  droite  B  et  taxe  A'  de  la  surface  H  étant  dans  un  même  plan. 

Et  en  effet  : 

Concevons  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  1  ayant  son  centre  en 
un  point  o  et  ayant  pour  axe  de  révolution  une  droite  A. 

Menons  par  le  centre  o  un  plan  P  perpendiculaire  à  Taxe  A^  nous  couperons  la 
surface  2  suivant  son  cercle  de  gorge  C ,  et  si  nous  faisons  passer  par  Taxe  A  un 
plan  méridien  M  et  que  par  le  centre  o  nous  menions  une  droite  N  perpendiculaire 
au  plan  M,  cette  droite  N  percera  le  cercle  C  en  un  point  9;  et  si  par  le  point  f 
nous  menons  un  plan  T  parallèle  au  plan  M,  ce  plan  T  sera  tangent  au  point  q  à 
la  surfece  2  et  la  coupera  suivant  deux  génératrices  droites  6  et  K  de  systèmes  diffé^ 
rents  et  qui  feront  avec  une  droite  Y  (menée  parallèlement  à  Taxe  A  par  le  point  q) 
des  angles  égaux  «  Tun  à  droite  et  Fautre  à  gaudie,  en  sorte  que  les  deux  droites 
6  et  K  comprendront  entre  elles  un  angle  égal  à  %x. 

Cela  posé  : 

Si  nous  coupons  la  surface  2  par  un  plan  Q  parallèle  au  plan  M  (ce plan  Q  étant 
situé  entre  les  plans  T  et  M),  ce  plan  Q  coupera  le  plan  P  suivant  une  droite  D  qui 
coupera  le  cercle  de  gorge  C  en  deux  points  cf  et  (f ,  et  ce  plan  Q  coupera  la  surfaos 
2  suivant  un  hyperbole  E  ayant  les  points  d  et  d'  pour  sommets ,  et  ses  asymptotes 
Z  et  Z'  seront  respectivement  parallèles  aux  droites  6  et  K. 

Cela  posé  : 

Si  dans  le  plan  P  nous  traçons  une  série  de  cercles  C,  C%  C^^  etc.,  coupant 
le  cercle  C  aux  points  d  et  (f  et  ayant  dès  lors  leurs  centres  o',  of,  o*',  etc.,  situés 
sur  la  droite  N  ou  (  0 ,  qr)  et  si  par  ces  centres  nous  menons  les  droites  A' ,  A^, 
A'",  etc. ,  parallèle  à  Taxe  A  et  si  par  les  points  </,  9*,  tfj  etc. ,  en  lesquels  ces 
cercles  sont  coupés  par  la  droite  N,  nous  menons  les  droites  G'  et  K',  <y  et  K", 
G"'  et  K'",  etc.,  respectivement  parallèles  aux  droites  G  et  K,  les  droites  G',  G", 
G'^,  etc.,  ou  K',  K*',  K",  etc.,  en  tournant  respectivement  autour  des  axes  A',  A", 
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A^,  etc.,  engendreront  une  suite  d'hyperboloïdes  à  une  nappe  et  de  révolution 
l'j  l"j  lU'y  etc,  qui  s'entre-couperont  tous  suivant  l'hyperbole  E. 

Gela  posé  : 

Si  Ton  a  une  droite  B  située  dans  le  plan  Q ,  cette  droite  percera  Thyperboloïde 
2  en  deux  points  ^  et  y,  situés  sur  Thyperbole  E  (si  la  droite  B  était  parallèle  à  Tune 
des  asymptotes  de  la  courbe  E ,  elle  ne  percerait  évidemment  la  surface  2  qu'en 
un  seul  point). 

Par  conséquent  la  droite  B  percera  les  divers  hyperboloïdes  £',  S",  S'",  etc. , 
aux  mêmes  points  ^  et  t^,. 

Si  donc  on  prend  parmi  les  hyperboloïdes  ï',  2",  S'",  etc. ,  celui  £'  dont  le  cercle 
de  gorge  Çl  a  la  droite  dfH  pour  diamètre ,  la  droite  B  coupera  Taxe  A'  de  cet 
hyperboloïde  S';  et  en  déterminant  les  points  t/  et  y,  en  lesquels  la  droite  B  perce 
cette  surface  Yl  ovl  aura  les  points  en  lesquels  elle  perce  la  surface  S. 

Mais  il  faut  remarquer ,  que  le  plan  Q  peut  être  en  dehors  du  plan  T  par  rap- 
port au  plan  M ,  et  que  dès  lors  Thyperbole  E  n'aurait  pas  ses  sommets  situés  sur 
le  cercle  de  gorge  C  puisque  la  droite  D ,  suivant  laquelle  le  plan  P  serait  coupé 
(dans  ce  cas)  par  le  plan  Q ,  serait  extérieur  à  ce  cercle  C. 

443.  Si  ce  qui  vient  d'être  dit  ci-dessus  arrivait ,  nous  ferons  remarquer  que 
pour  obtenir  la  solution  du  problème ,  il  sera  toujours  facile  de  mener  par  l'axe  A 
un  plan  P.  perpendiculaire  au  plan  Q  et  le  coupant  suivant  une  droite  D,  ;  on 
pourra  facilement  déterminer  les  points  d,  et  cf',  en  lesquels  la  droite  D,  parallèle 
à  Taxe  A  perce  l'hyperboloïde  £;  ces  points  d,  et  <//  seront  les  sommets  de  Thy- 
perbole  E,  suivant  laquelle  la  surface  S  est  coupée  par  le  plan  Q. 

Dès  lors  décrivons  dans  le  plan  P,  et  sur  la  droite  d,c(',  comme  diamètre  un  cercle 
G. ,  ce  cercle  aura  son  centre  o,  sur  la  droite  N  intersection  des  plans  P  et  P,  ;  cette 
droite  N  percera  le  cercle  G,  aux  points  9,  et  q^ ,  et  nous  pourrons  par  le  point  7, 
mener  une  droite  G.  parallèle  à  G;  la  droite  G,  fera  avec  la  droite  D  intersection  des 
plans  P  et  Q  des  angles  complémentaires  de  ceux  qu'elle  fait  avec  la  droite  A , 
puisque  les  deux  droites  A  et  D  sont  rectangulaires  entre  elles. 

En  faisant  tourner  la  droite  G,  autour  de  la  droite  D,  prise  pour  axe  de  rotation ,  elle 
engendrera  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  2',  qui  coupera  l'hyper- 
boloïde S  suivant  l'hyperbole  E,  ;  dès  lors  la  droite  B  située  dans  le  plan  Q  percera 
les  deux  hyperboloïdes  £  et  S' en  deux  points  j/'  et  t/\  qui  seront  situés  sur  la  courbe 
E  et  nous  aurons  ainsi  ramené  le  problème  au  cas  simple  où  la  droite  B  coupe  l'axe 
de  révolution  D  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  2',. 

Reconnaître  »i  V liyperbolaide  donné  par  trois  droites  directrices  sera  ou  non  de 
révolution. 

444.  Prenons  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  £,  ayant  une  droite 


l 
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A  pour  axe  de  révélation.  Sur  cette  surface  S  prenons  une  génératrice  G  du  pre^ 
mier  système  et  sur  cette  droite  6  une  suite  de  points  mjtnfj  m"  ^  m"' j  etc.  Imagi- 
nons les  génératrices  droites  du  second  systètne  K  passant  par  m 

K'  —  m' 
K"  —  m' 
etc. ,     —        etc. 

les  droites  G  et  K  font  entre  elles  un  angle  aigu  a  et  un  angle  obtus  6 ,  et  l'on  a  : 
(a-h6  =  190*). 

Si  nous  menons  les  plans  Tjt\V',  etc.,  tangents  à  la  surface  £  aux  points 
nij  m\  m"j  etc. ,  et  si  nous  menons  par  chacun  des  points  mjtnff  m" ,  etc.,  deux 
plans  S  et  S, ,  S' et  S', ,  S''  et  S", ,  etc. ,  perpendiculaires  aux  plans  T ,  T',  T",  etc., 
et  tels  que  les  plans  S  divisent  en  deux  parties  égales  les  angles  a  que  font  entre 
elles  la  droite  G  et  les  droites  K  y  et  que  les  plans  S,  divisent  en  deux  parties  égales 
les  angles  6  que  font  enlre  elles  la  droite  G  et  les  droites  K ,  les  plans  S  passeront 
tous  par  Taxe  A  et  les  plans  S.  se  couperont  deux  à  deux  suivant  des  droites  qui 
formeront  une  surface  développable  (. 

445.  Si  donc  on  donue  trois  droites  K,  K%  K''  dans  Tespace ,  et  si  Ton  construit 
une  droite  G  s' appuyant  sur  ces  trois  droites  et  les  coupant  respectivement  aux 
points  m  y  m%  m"  j  il  faudra,  pour  que  ces  trois  droites  K,  K%  K'%  appartiennent  à 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  1 ,  que  la  série  des  plans  S ,  ou  la 
série  des  plans  S,  se  coupent  tous  suivant  une  même  droite  A  qui  sera  l'axe  de  la 
surface  S. 

En  sorte  que  si  nous  désignons  par  J  les  droites  d'intersection  des  plans  T  par 
les  plans  bissecteurs  S  des  angles  a  et  par  J,  les  droites  d'intersection  des  mêmes 
plans  T  par  les  plans  S,  bissecteurs  des  angles  6,  toutes  les  droites  J  s'appuieront 
sur  l'axe  A ,  et  toutes  les  droites  J^  seront  parallèles  à  un  plan  Q  perpendiculaire  à 
l'axe  A ,  ou  vice  versd. 

Transformation  de  C hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  en  un  hyperboloïde 

à  une  nappe  et  non  de  révolution. 

446.  Imaginons  un  hyperboloïde  2  à  une  nappe  et  de  révolution.  Désignons 
par  A  son  axe  ^  par  G  son  cercle  de  gorge  et  par  G  et  K  ses  génératrices  droites  de 
systèmes  différents. 

Menons  par  l'axe  A  un  plan  méridien  M  et  supposons  deux  génératrices  droites 
G  et  K  parallèles  au  plan  M  et  se  coupant  dès  lors  en  un  point  p  situé  sur  le  cercle 
de  gorge  C;  le  plan  (G,  K)  sera  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  G  et  le  coupera 
suivant  une  droite  0  tangente  en  p  à  ce  cercle  G. 

s*  rARTiE.  32 
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Noos  pourrons  transformer  Thyperboloïde  à  une  nappe  el  de  névohition  £en  un 
hyperboloide  à  une  nappe  et  non  de  révolution  l^  de  diverses  manières  et  en  em- 
ployant toujours  le  Mode  de  trernsfonnaëên  ctfimdrique;  et  en  efiét,  coupons  tout  le 
système  par  une  suite  de  plans  X,  X' ,  X" ,  etc. ,  perpendiculaires  à  Taxe  A. 

Chaque  plan  X  coupera  Taxe  en  un  point  q  y  la  droite  6  en  un  point  m  j  la 
droite  K  en  un  point  n ,  la  surface  2  suivant  un  cercle  D  ayant  le  point  q  pour 
centre  et  son  rayon  étant  égal  kqmaukqm^  car  on  a  :  9m =f»,  le  pian  M  suivant 
une  droite  B. 

Gela  posé  : 

447.  Premièrti  transformation.  Par  un  point  quelconque  x  du  cercle  D  menons 

une  perpendiculaire  N  au  plan  M,  cette  droite  N  coupera  la  droite  B  en  un  point  b. 

xb 
Prenons  un  point  x^  sur  N  tel  que  Ton  ait  —r=  constante = a^ . 

xfi 

Tous  les  points  x^  seront  sur  une  ellipse  D,  ayant  le  diamètre  du  cercle  D  situé 
sur  le  plan  M  pour  Tun  de  ses  axes  ;  et  cet  axe  sera  le  petit  axe  de  Tellipse  D,  si 
Ton  a  ;  a,  <  1  et  il  sera  le  grand  axe  de  Tellipse  D,  si  Ton  a  :  a,  >1 . 

Toutes  les  ellipses  D,  situées  respectivement  dans  les  divers  plans X,  X' for- 
meront une  surface  2,  qui  sera  la  transformée  cylindrique  de  la  surface  S. 

Je  dis  que  la  surface  S,  sera  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  non  de  révolution  ^ 
et  qu*ainsi  elle  sera  une  surface  doublement  réglée ,  et  en  effet  : 

Si  Ton  avait  pris  le  point  m  de  la  droite  G  et  abaissé  de  ce  point  m  une  perpen- 
diculaire B,  sur  le  plan  M,  cette  droite  B,  aurait  percé  le  plan  M  au  point  6,;  et 

h  tn 

prenaat  mut  B.  un  point  m,  tel  que  Ton  ait  7-^— =11,,  le  point  m,  serait  situé  sur 

Téllipse  D, . 

Dès  lors  on  voit  que  toutes  les  droites  6 ,  comme  toutes  les  droites  E ,  seront 
transformées  en  des  droites  G,  et  en  des  droites  K.  situées  sur  la  surface  £,. 

Le  cône  asymptote  A  de  la  surface  de  révolution  2  sera  transformé  en  un  cône 
non  de  révolution  A,  ayant  la  droite  A  pour  axe ,  et  ce  cône  A,  sera  asymptote  de 
la  surface  2,  tout  comme  le  cône  de  révolution  A  Tétait  de  la  surface  2. 

Et  par  le  mode  de  transformation  cylindrique  employé ,  il  est  évident  que  le 
plan  (G,  K)  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  C  sera  transformé  en  un  plan 
(G, ,  KJ  aussi  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  C,  et  que  le  cercle  de  gorge  C 
sera  transforiné  en  une  ellipse  de  gorge  C,  ;  et  que  la  tangente  6  au  cercle  C  et  au 
point  p  sera  transformée  en  une  droite  9,  tangente  à  Tellipse  C,  au  point  p, ,  le 
point  p,  étant  le  transformé  du  point  p. 

448.  Deuxième  transformation.  Par  diacaiie  des  droites  B,  B',  B'^,  etc. ,  menons 
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des  plans X, ,  X\ ,  X'', ,  etc.  y  parallèles  entre  eux,  les  plans  X  et  X, ,  X'  et  X\ ,... 
comprenant  entre  eux.  un  angle  constant  mais  arbitraire  6. 

Cela  fait  : 

Par  un  point  quelconque  x  du  cercle  D  menons  une  perpendiculaire  N  au  plan 
M ,  cette  droite  N  percera  la  droite  B  au  point  b  et  sera  située  dans  le  plan  X  \  me- 
nons par  le  point  b  dans  le  plan  X,  une  droite  N,  perpendiculaire  à  la  droite  B  et 
prenons  sur  N,  un  point  x,  tel  que  Ton  ait 

— '  =  constante =a. 

Tous  les  cercles  D seront  transformés  en  des  ellipses  D, qui  formeront 

une  surface  2,  qui  sera  doublement  réglée  comme  la  surface  2. 

449.  Tromème  iransfornwUion.  Par  un  point  quelconque  x  du  cercle  D  ayaitf 

mené  une  droite  N  perpendiculaire  à  la  droite  B  et  la  coupant  en  un  point  b ,  nous 

mènerons  par  ce  point  b  une  droite  N,  située  dans  le  plan  X  (dans  le  plan  du  cercle 

D)  et  faisant  avec  N  un  angle  arbitraire  a  y.  et  nous  prendrons  sur  N,  un  point  x, 

tel  que  Ton  ait  : 

tet 

hx 


=  constante  =  a. 


tous  les  points  x^  ainsi  déterminés ,  formeront  une  surface  2,  doublement  réglée 
comme  la  surface  2. 

450.  Quatrième  transformatiim.  Par  un  point  quelconque  x  du  cerde  D  ayant 
mené  une  droite  N  perpendiculaire  à  la  droite  B  et  la  coupant  au  point  b,  now 
mènerons  par  ce  point  b  une  droite  N.  située  dans  le  plan  X,  et  faisant  avec  la  droite 
B  non  un  angle  droit ,  mais  un  angle  arbitraire  y  j  puis  nous  prendrons  sur  N,  un 
point  x^  tel  que  Ton  ait  : 

-r-i  =  constante  =  a. 
hx 

tous  les  points  x,  formeront  une  surface  2^  qui  sera  doublement  réglée  comme  la 
surface  2« 

Ainsi  les  quatre  surfaces  2, ,  2^ ,  2, ,  2^ ,  en  lesquelles  on  peut  transformer  par  le 
mode  de  tramjormation  cylindrique  ^  Thyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  2, 
sont  elles-mêmes  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  et  non  de  révolution ,  jouissant 
des  mêmes  propriétés  que  la  surface  2 ,  sauf  les  modifications  que  le  mode  de  trans- 
formation peut  et  doit  apporter  à  chacune  de  ces  propriétés. 

La  transformation  cylindrique  dun  hyperbolaide  à  une  nappe  et  de  révolution  en  un 
hyperbolotde  à  une  nappe  non  de  révolution  conduit  à  la  solution  du  problème  :  trouver 


—  252  — 

les  points  de  rencontre  d'une  droite  et  d*un  hyperboMde  à  une  nappe  non  de  révolution. 
451.  Si  l'oD  se  donne  sur  le  plan  horizontal  une  ellipse  E  comme  trace  d'un 
hyperboloïde  2^  à  une  nappe  et  non  de  révolution ,  si  par  le  centre  o  de  cette 
ellipse  Ë  on  élève  une  verticale  A  qui  sera  l'axe  de  la  surface  1^ ,  si  Ton  mène  un 
plan  horizontal  X  coupant  Taxe  A  en  un  point  o'  et  que  sur  ce  plan  X ,  on  con- 
struise une  ellipse  E'  ayant  le  point  o'  pour  centre  et  qui  soit  semblable  et  sembla- 
blement  placée  à  Fellipse  E ,  prenant  cette  ellipse  E'  pour  Tellipse  de  gorge  de  la 
surface  2,  et  faisant  mouvoir  utie  droite  G,  sur  E  et  E'  et  de  telle  manière  que  G,* 
soit  tangente  à  E'^,  on  aura  les  diverses  génératrices  droites  de  la  surface  1,. 

Cela  posé  : 

Si  l'on  a  une  droite  B,  et  que  l'on  demande  de  construire  les  points  en  lesquels 
elle  perce  la  surface  S^ ,  on  pourra  transformer  la  surface  S,  en  un  hyperboloïde 
à  une  nappe  et  de  révolution  £  ayant  pour  cercle  de  gorge  le  cercle  G  décrit  sur  le 
petit  axe  de  l'ellipse  E'  comme  diamètre,  et  pour  opérer  cette  transformation^ 
désignons  par  D  le  petit  axe  de  l'ellipse  E^  on  abaissera  d'un  point  m,  de  la 
courbe  E'  une  perpendiculaire  sur  la  droite  D,  laquelle  coupera  la  droite  B  en  un 
point  b  et  le  cercle  C  en  un  point  m ,  on  connaîtra  donc  le  rapport 

bm 

Cela  fait,  on  prendra  deux  points  g,  et  g\  sur  l'une  des  génératrices  droites  G, 
de  la  surface  2, ,  on  abaissera  de  ces  points  des  perpendiculaires  sur  le  plan  M 
déterminé  par  l'axe  A  et  la  droite  D,  ces  perpendiculaires  perceront  le  plan  M  aux 
points  p  et  p'  ;  on  prendra  sur  la  droite  pg^  un  point  g  et  sur  la  droite  p'g/  un 
point  gf  j  tels  que  l'on  ait  : 

P9i     P'g'i 

et  les  points  g  et  g  détermineront  la  génératrice  droite  G  de  l'hyperboloïde  1  ayant 
la  droite  A  pour  axe  de  rotation  et  le  cercle  C  pour  cercle  de  gorge. 

Nous  transformerons  de  la  même  manière  la  droite  B,  en  une  droite  B  (en  vertu 
de  la  transformation  cylindrique ,  il  ne  faut  pas  oublier  que  les  droites  B  et  B,  se 
couperont  en  un  point  qui  serei  forcément  situé  sur  le  plan  M).  Il  suffira  ensuite  de 
construire,  par  l'une  des  méthodes  exposées  ci-dessus,  les  points  a:  et  j^  en  lesquels 
la  droite  B  perce  l'hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  1  pour  connaître  les 
points  X,  et  y,  en  lesquels  la  droite  B,  perce  l'hyperboloïde  à  une  nappe  et  non  de 
révolution  £,» 


253  — 


Construction  directe  d'un  kyperbolmde  à  une  nappe  et  non  de  révolution. 

452.  On  peat  construire  directement  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  non  de 
révolution,  par  divers  modes  différents  parmi  lesquels  nous  indiquerons  les  cinq 
suivants. 

453.  Première  construction.  Concevons  trois  plans  équidistants  P,P'etP",  et 
prenons  Tun  d'eux  P'  pour  plan  horizontal  de  projection.  Menons  une  droite  A 
perpendiculaire  à  ces  trois  plans  et  les  coupant  aux  points  o,  o'  et  o'^ 

Traçons  dans  le  plan  intermédiaire  P  une  ellipse  E  ayant  le  point  o  pour  centre , 
et  dans  les  plans  P'  et  P'^  traçons  aussi  des  ellipses  £'  et  E'^  ayant  respectivement 
pour  centre  les  points  o'  et  o"  et  supposons  que  les  deux  ellipses  E^  et  E''  sont 
identiques  ou  superposables  (en  sorte  que  ces  ellipses  E'  et  E^'  se  projetteront  sur 
le  plan  horizontal  de  projection  P'  suivant  une  seule  et  même  courbe)  et  que  les 
trois  ellipses  E,  E^  E''  sont  semblables  et  semblablement  placées  ;  de  plus  admet- 
tons que  Tellipse  intermédiaire  E  est  plus  petite  que  Tellipse  E'  ou  E'^ 

Cela  posé  : 

En  un  point  quelconque  m^  de  E*  menons  0!^.  257)  une  tangente  6  à  E'^,  elle 
coupera  l'ellipse  E"^  ou  E'^*  en  deux  points  ;  cette  tangente  9  pourra  être  regardée 
comme  la  projection  horizontale  de  deux  droites  G  et  E  s'appuyant  sur  les  trois 
ellipses  E,  E'^  E^'  et  se  croisant  au  point  m  de  Tellipse  intermédiaire. 

Et  cela  aura  lieu  parce  que  les  ellipses  E^  et  E'*  ou  E'''^  étant  concentriques  et 
semblables,  on  a  :  ni'p'^=^m^q['^  ou  ni'p"^=^m^(i[^. 

Ainsi  la  surface  engendrée  par  une  droite  se  mouvant  dans  l'espace  en  s*ap^ 
puyant  sur  les  trois  ellipses  E,E', E'',  sera  une  surface  doublement  réglée,  et 
évidemment  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  non  de  révolution. 

454.  Deuxième  construction.  Concevons  trois  plans  parallèles  équidistants  entre 
eux  Q,  Q',  Q'' ,  dont  Tun  Q  soit  intermédiaire  ;  traçons  sur  le  plan  Q  une  hyper- 
bole E ,  et  sur  les  plans  Q^  et  Q^'  des  hyperboles  E^  et  E^',  telles  que  ces  courbes 
se  projettent  sur  un  plan  vertical  de  projection  parallèle  aux  plans  Q^Q'^Q^'^ 
suivant  des  hyperboles  semblables,  semblablement  placées  et  concentriques; 
les  deux  hyperboles  £'  et  E'^  se  projetteront  en  une  seule  hyperbole  E'"  ou  E''** 
et  rhyperbole  E  se  projettent  en  une  hyperbole  E*"  extérieure  à  Thyperbole 
E''  ou  E'^ 

Si  par  un  point  m""  de  E**  nous  menons  à  cette  courbe  une  tangente  6  {fig.  258), 
elle  coupera  F  hyperbole  E^*"  en  deux  points  et  cette  droite  0  pourra  être  considérée 
comme  la  projection  verticale  de  deux  droites  G  et  E  s'appuyant  sur  les  trois 
courbes  E,  £',  E'"^  et  se  croisant  au  point  m,  et  cela  aura  lieu  parce  que  les  courbes 


—  254  - 

E*'  et  E'*'  (ou  E''**)  sont  deux  hyperboles  concentriques,  semblables  et  semblable- 
ment  placées,  et  que  Ton  a  :  wy =my*'  ou  mY^''  =  m''^''. 

La  surface  engendrée  par  une  droite  se  mouvant  dans  l'espace  sur  les  trois 
hyperboles  £,£',£''  sera  donc  une  surface  doublement  réglée,  et  sera  évidem- 
ment un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  non  de  révolution. 

455.  Concevons  un  plan  T  tangent  au  cône  asymptote  A  d'un  hyperboloïde  a 
une  nappe  et  de  révolution  3 ,  ce  plan  coupera  la  surface  2  suivant  deux  généra- 
trices droites  G  el  K'  de  systèmes  différents  y  lesquelles  seront  parallèles  entre  elles. 
Désignons  par  g  et  k  les  points  en  lesquels  ces  droites  G  et  K'  coupent  respective- 
ment le  cercle  de  gorge  G  de  ta  surface  2. 

Gela  posé ,  imaginons  deux  plans  P  et  F  équidistants  du  plan  T  et  parallèles 
entre  eux  et  à  ce  plan  T ,  le  plan  P  coupera  T  hyperboloïde  S  suivant  une  para- 
bole E  et  le  plan  P^  coupera  aussi  la  surface  £  suivant  une  parabole  E',  ces  deux 
paraboles  E  et  B'  seront  égales,  mais  tournées  en  sens  inverse,  et  leurs  sommets 
seront  situés  sur  Thyperbole  méridienne  que  l'on  obtiendra  en  coupant  la  surface  £ 
par  un  plan  M  perpendiculaire  aux  trois  plans  P,  T  et  F. 

Il  est  évident  que  le  sommets  e  de  la  courbe  E  et  e'  de  la  courbe  E'  seront  en 
ligne  droite  avec  le  centre  o  du  cercle  de  gorge  G  et  que  œs  deux  soBunels  e 
et  e'  seront  équidistants  du  point  o. 

Cela  posé  : 

ProjetODS  sur  le  p)an  T  pris  pour  plan  horizontal  de  protection  y  les  droites  G 
et  K' ,  et  les  courbes  E  et  E\ 

Nous  aurons  la  fig.  259 ,  en  supposant  un  plan  vertical  de  {H*ojection  parallèle 
au  plan  méridien  M ,  et  nous  pourrons  déduire  la  construction  suivante  : 

Troisième  consiruciion.  Étant  donc  données  les  paraboles  E  et  E',  les  droites  G 
et  K'  comme  l'indique  la  fig.  S159 ,  si  l'on  fait  mouvoir  une  droite  G,  sur  la 
droite  K'  et  les  paraboles  E  et  B',  on  engendrera  une  sitrlace  réglée  S,  qui  sera  un 
hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution ,  et  si  Ton  fait  mouvoir  une  droite  K 
sur  la  droite  G  et  les  deux  paraboles  E  et  E',  on  engendrera  la  même  surface  2,. 

Pour  déterminer  les  droites  G,  et  K,  qui  passent  par  un  point  m  de  la  para- 
bole E ,  il  est  évident  que  l'on  devra  exécuter  les  constructioB&  suivantesii 

Par  le  point  m^  arbitrairement  pris  sur  E^,  on  mènera  une  perpendiculaire  N  aux 
droites  G  et  K'  coupant  K'  au  point  r  et  G  au  point  r'. 

On  prendra  sur  la  droite  N  deux  points  p  et  p'  lels  que  l'on  ait  :  mV=f7> 
et  ni"r^=^rp'  et  par  ces  points  p  et  p'  on  mènera  les  droites  A  et  A'  parallèles  entre 
elles  et  aux  droites  G  et  K^ 

La  droite  A  coupera  la  courbe  E''^  en  un  point  m''^  et  la  droite  A'  coupera  la 
même  courbe  E^'^  en  un  point  m'  ^^  les  droites  G^^  unissant  les  points  m'' et  m'*  et 
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K,^  «lissant  teB  points  mf"  et  m',^  seront  les  pro^cûoos  des  droites  G,  et  K,  géné- 
ratrices de  systèmes  différents  de  la  surfine  fayperboloïde  £  et  se  croisant  au 
point  m. 

La  droite  G,  coopéra  la  droite  K'  en  un  point  n  et  la  droite  K,  coupera  la 
droite  G  en  im  poifit  n\  et  il  est  évident  que  Ton  doit  «voir  dans  Tespace  nm — tmn' 
et  n'mf=n^m/j  ce  qui  est  bien  le  résultat  obtenu  par  notre  construction. 

456.  En  combinant  la  première  et  la  seconde  construction  exposées  ci-dessus , 
on  peut  déduire  la  quatrième  construction  suivante  : 

Quatrième  construction.  Si  ayant  deux  plans  perpendiculaires  entre  eux  P  et  Q 
et  se  coupant  suivant  une  droite  L  on  trace  :  1""  dans  le  plan  Q  une  ellipse  E 
ayant  son  centre  en  un  point  o  de  la  droite  L  et  Tun  de  ses  axes  dirigé  suivant 
celte  droite  L,  et  %""  dans  le  plan  P  une  hyperbole  H  ayant  le  même  point  o  pour 
centre,  son  axe  transverse  étant  dirigé  suivant  la  droite  L,  et  si  de  plus  les  deux 
courbes  E  et  H  se  coupent  en  leurs  sommets  situés  sur  la  droite  L,  en  faisant 
mouvoir  une  droite  G  sur  les  courbes  E  et  H  de  telle  manière  que  la  projection 
orthogonale  de  G  sur  le  plan  P  soit  tangente  à  H  ou  que  la  projection  orthogonale 
dé  G  sur  le  plan  Q  soit  tangente  à  E ,  Ton  engendrera  j  dans  les  deux  cas ,  une 
seule  et  même  surface  gauche  qui  sera  doublement  réglée  et  qui  ne  sera  autre 
qu'un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  non  de  révolution. 

457.  Et  Ton  peut  généraliser  cette  proposition  de  la  manière  suivante. 

On  peut  prendre  les  deux  plans  P  et  Q  faisant  entre  eux  un  angle  a ,  et  Ton 
peut  supposer  que  la  droite  L  soit  dirigée  suivant  un  diamètre  de  l'ellipse  E  et  un 
diamètre  de  Thyperbole  H;  alors,  désignant  par  m  F  un  des  deux  points  en  les- 
quels E  et  H  se  coupent,  et  par  Q  la  tangente  en  tn  à  E ,  et  par  d  la  tangente  en  m 
à  H ,  il  faudra  supposer  la  droite  G  projetée  sur  le  plan  P  par  des  droites  paral- 
lèles à  6  et  supposer  aussi  la  droite  G  projetée  sur  le  plan  Q  par  des  droites 
parallèles  à  d. 

458.-  On  peut  couper  un  hyperbol(M[de  à  une  nappe  et  non  deVévolution  2  par 
un  plan  M  passant  {fig.  260)  par  Taxe  A  de  cette  surface,  ce  plan  M  coupera 
rhyperboloTde  2  suivant  une  hyperbole  E  et  le  cône  asymptote  A  suivant  deux 
génératrices  droites  L  et  L'  ;  concevons  d'abord  le  plan  T  tangent  an  cône  A  tout 
le  long  de  la  génératrice  L,  ce  plan  coupera  la  surface  S  suivant  deux  génératrices 
droites  G  et  K,  de  systèmes  différents  qui  seront  parallèles  entre  elles  et  à  la  droite  L  ; 
concevons  ensuite  le  plan  T' tangent  au  cône  A  tout  le  long  de  la  générata-ice  L', 
ce  plan  coupera  la  surface  S  suivant  deux  génératrices  droites  G,  et  K,  de  sys- 
tèmes différents  qui  seront  parallèles  entre  elles  et  à  la  droite  L'. 

l^  droileB  G  et  K, ,  G,  et  K  se  couperont  respectivement  «n  des  points  y  et  y, 
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qui  seront  en  ligne  droite  avec  le  centre  o  de  la  surface  byperboloïde  2,  ou  en 
d'autres  termes  avec  le  sommet  o  du  cône  asymptote  A. 

Gela  posé  : 

Gnquième  conêtruction.  D'après  ce  qui  précède ,  il  est  évident  que  si  Ton  fait 
mouvoir  :  V  une  droite  G'  sur  Thyperbole  E  et  sur  les  droil^es  E  et  E,,  ou  2*  une 
droite  E'  sur  Thyperbole  E  et  sur  les  droites  G  et  G,,  on  engendrera  une  même  sur- 
face byperboloïde  £  qui  sera  à  une  nappe  et  non  de  révolution. 

Ce  mode  de  génération  de  Tbyperboloïde  à  une  nappe  et  non  de  révolution  con- 
duit à  une  propriété  remarquable  dont  jouit  cette  surface. 

Et  en  eOet  : 

Si  dans  le  plan  T,  on  mène  au  point  m  de  Thyperbole  E  une  tangente ,  elle  cou- 
pera les  droites  L  et  L'  aux  points  /  et  /'  ;  et  si  par  ces  points  /  et  /',  on  mène  des 
parallèles  à  la  droite ^^^ ,  elles  couperont ,  Tune  les  droitesG  et  E,  aux  points  i  et  r,  et 
l'autre  les  droites  G,  et  E  aux  points  î,  et  r  ;  et  il  est  évident  que  l'on  aura  :  tm = t,m 
et  rm=  r^m ,  puisque  l'on  a  :  ml=ml'  en  vertu  de  la  manière  d'être  d'une  tangente 
à  une  hyperbole  par  rapport  aux  asymptotes  de  cette  courbe,  et  aussi  en  vertu  de 
ce  que  les  droites  L  et  V  sont  équidistanles ,  la  première  des  génératrices  G  et  E,  et 
la  seconde  des  génératrices  G.  et  E. 

La  droite  tt\  ne  sera  autre  que  la  droite  G'  et  la  droite  rr^  ne  sera  autre  que  la 
droite  E'  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus. 

Gela  posé  : 

Joignons  les  points  g  Q^ij  g,  et  t,  par  des  droites,  nous  formerons  ainsi  un  té- 
traèdre igg}r  ^^  J^  d^^  Q^^  quelle  que  soit  la  position  du  point  m  sur  l'hyperbole  E , 
tous  les  tétraèdres  ainsi  déterminés  auront  même  volume. 

Et  en  effet  : 

Si  par  le  point  m  et  dans  le  plan  T  de  l'hyperbole  E  Ton  mène  mp  parallèle  à  V 
et  mq  parallèle  à  L ,  on  aura  : 

opxoq^=^  constante  =  a 

Or,  il  est  évident  que  les  trois  points  g^  q  eii^j  ainsi  que  les  trois  points  ^^  p  et 
t  sont  en  ligne  droite.  On  a  donc^  puisque  og=og^  : 

j)f^i\=2.09         et         g%=zi,op 
donc  l'on  a  : 

9t^i  X  9«  ==  constante  =  a  (i  ) 

Abaissons  du  point  g  une  perpendiculaire  sur  G.,  cette  droite  gb  sera  constante , 


f 
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quelle  que  soit  la  position  du  poiot  t,  sur  la  droite  G,.  Désignons  cette  perpendicu- 
laire par  h. 

Abaissons  ensuite  du  point  i  une  perpendiculaire  xi  sur  le  plan  T'  qui  contient 

la  base  gg^i^  du  tétraèdre ,  il  est  évident  que  Ton  aura  :  gi=xixdj  d  étant  une 
quantité  constante,  quelle  que  soit  la  position  du  point  t  sur  la  droite  G;  désignons 

xi  par  H. 

Nous  pourrons  multiplier  les  deux  membres  de  Téquation  (1)  par  la  quantité 
constante  h  et  remplacer^  par  sa  valeur  sans  changer  Téquation ,  et  Ton  aura  : 

y^XfcxH.d=a.A=constante. 

Et  désignant  gj^  par  by  on  aura  : 

6.^. H         a, h 


â.3         2.3.d 


=  constante. 


Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé  {*). 

De  la  surface  gauche  engendrée  par  une  droite  se  mouvant  parallèlement  à  un  plan  , 

en  s^ appuyant  sur  deux  droites  non  parallèles  entre  elles. 

459.  Concevons  dans  Tespace  deux  droites  K'  et  E"^  non  parallèles  entre  elles, 
et  un  plan  P  coupant  ces  droites  aux  points  fr  et  a  {fig.  261). 
^Faisons  mouvoir  une  droite  G  sur  les  deux  droites  K'  et  K",  et  parallèlement 
au  plan  P,  cette  droite  G  engendrera  une  surface  gauche  qui  a  reçu  le  nom  de 
paraboUnde  hyperbolique. 

Imaginons  trois  positions  G,  G',  G"  de  la  droite  G  (F une  de  ces  positions  G  étant 
dans  le  plan  P). 

Cela  posé  : 

Coupons  tout  le  système  par  un  plan  Q  parallejle  aux  droites  directrices  K'  et  K", 
ce  plan  Q  coupera  les  trois  droites  G,  G',  Cen  les  points  dj  d!^  d"y  et  je  dis  que  ces 
trois  points  sont  en  ligne  droite ,  et  je  désignerai  cette  droite  par  K. 

(*}  Ci-après,  chapitre  XII,  nous  doûoeroos  les  diverses  autres  propriétés  dont  jouit  Yhyperbolatde 
à  une  nappe.  On  peut  engendrer  plusieurs  espèces  de  surfaces  gauches  en  faisant  mouvoir  une  droite 
sur  deux  droites  données  de  position  dans  Tespace  et  parallèlement  à  un  cône  ayant  pour  directrice 
une  section  conique,  ce  cône  étant  aussi  donné  de  position  dans  Tespace.  Voir  dans  Touvrage  qui 
a  pour  titre  :  Complément  de  géométrie  descriptive,  la  note  où  cette  question  est  examinée  et  que  j'ai 
publiée  pour  la  première  fois  dans  le  Bulletin  de  la  société  phiUmathique,  séance  du  26  mai, 
année  1858. 

2*  PAITIB.  53 
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El  en  effet  : 

Le  plan  Q  coupe  le  plan  P  suivant  la  droite  L. 

Si  nous  menons  par  les  droites  E^'  et  K'  des  plans  Q''  et  Q^  parallèles  au  plau  Q , 
ils  couperont  le  plan  H  suivant  deux  droites  :  U  passant  par  le  point  a  et  parallèle 
à  la  droite  L,  et  L'  passant  par  le  point  b  et  aussi  parallèle  à  la  droite  L. 

Si  nous  menons  par  chacune  des  droites  G"  et  G'  un  plan  passant,  le  premier 
par  la  droite  dV  et  le  second  par  la  droite  dV  (et  nous  devons  nous  rappeler  que 
les  droites  rfV  et  rfV  sont  perpendiculaires  à  la  droite  L) ,  ces  deux  plans  coupe- 
ront respectivement  le  plan  P  suivant  les  droites  G"*  et  G'*  qui  seront  respective- 
ment parallèles  aux  droites  G''  et  G',  et  le  plan  Q  suivant  les  droites  d"r"  ou  G'"'  et 
dV  ou  G'"  qui  seront,  ainsi  qu'il  a  été  dit  ci-dessus,  perpendiculaires  à  L. 

Cela  posé  : 

Il  est  évident  que  Ton  aura  : 

aY  =  bY  =  d'y'       et        a'p'=ib'q'  =  dy 

de  plus  les  trois  droites  G"*,  G'*  et  G  situées  dans  le  plan  P  étant  coupées  par  les 
trois  droites  parallèles  entre  elles  L ,  L',  L",  donneront  : 

fa:p'a::q%:q'b::r"d:r'd 

Or ,  les  triangles  semblables  a^Ya ,  a^a  et  b"q^^b ,  b^q'b  donnent  : 

a'y:a'p'::p"a:p'a 

b'Ylb'q'  y.fbiq'b 

Nous  aurons  donc  : 

d'Y' :  at"  ::  f'd  :  rd 

Ainsi  les  trois  points  d,  d\  d"  sont  en  effet  sur  une  ligne  droite  K. 

De  ce  qui  précède  on  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

La  surface  engendrée  par  une  droite  G  s' appuyant  sur  deux  droites  non  parallèles 
entre  elles  H!'  et  K'  et  se  mouvant  ptxrtUlèlement  à  un  plan  P ,  lequel  coupe  les  deux 
droites  directrices  K^'  et  K',  est  doublement  réglée. 

Du  plan  tangent  en  un  point  dvn  parabolcide  hyperbolique. 

460.  Dès  lors  si  en  un  point  m  d'un  paraboloïde  hyperbolique  S  on  veut  coa* 
struire  le  plan  tangent  T  à  cette  surface  1 ,  il  suffira  de  construire  les  deux  gêné-» 
ratrices  droites  de  systèmes  différents  G  et  E  se  croisant  en  ce  point  m  et  le  plan  T 
sera  déterminé  par  ces  deux  droites  G  et  E. 
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461.  Le  plau  P  parallèle  aux  génératrices  G  du  premier  système  et  le  plan  Q 
parallèle  aux  génératrices  K  du  second  système  sont  dits  plans  directeurs  du  para- 
boloïde  hyperbolique  2. 

U  est  évident  qu'en  se  donnant  les  directrices  droites  K"  et  K'  d'un  paraboloïde 
hyperbolique  2  on  se  donne  â  posteriori  le  plan  directeur  Q  qui  leur  est  parallèle  ; 
c'est  pourquoi  un  paraboloïde  hyperbolique  2  est  complètement  déterminé  lorsque 
Ton  se  donne  à  priori  le  plan  directeur  P  des  génératrices  G  (à  construire)  et  deux 
directrices  droites  K"  et  K',  car  alors  on  connaît  les  deux  plans  directeurs^  et  il  est 
facile  de  conclure  de  ce  qui  précède ,  que  : 

La  surface  engendrée  par  une  droite  se  mouvant  sur  trois  droites  devient  un  parabo" 
loxde  hyperbolique ,  «t  les  trois  droites  directrices  sont  parallèles  à  un  même  plan. 

Eu  effet  : 

462.  Nous  savons  que  lorsque  Ton  fait  mouvoir  une  droite  G  sur  trois  droites  K, 
K\  K^'  non  parallèles  à  un  même  plan ,  la  surface  est  un  hyperboloide  à  une  nappe , 
mais  si  les  trois  droites  directrices  K,  K^  K'^  sont  parallèles  à  un  même  plan  Q,  la 
surface  engendrée  sera  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Etene£EQt: 

CoQGeTons  deux  positions  G  et  G'  de  la  génératrice  G ,  nous  pourrons  mener 
un  plan  P  parallèle  aux  drœtes  6  et  G'.  Faisons  mouvoir  sur  K  et  E'  une  droite 
G  parallèle  au  plan  P ,  elle  engendrera  un  paraboloïde  hyperbolique  qui  sera  coupé 
par  tout  plan  parallèle  à  Q  suivant  des  droites.  Donc,  etc. 

Cette  seconde  manière  d'a[igendrer  un  paraboloïde  hyperbolique,  et  pour  la- 
qudle  on  ne  oonnatt  à  posteriori  qu'un  des  deux  plans  directeurs ,  est  très-utile  dans 
les  applications. 

Du  sommet ,  de  taxe  ei  des  plans  diamétraux  principaux  du 

parabokade  hyiperbolique. 

463.  Étant  donnés  deux  directrices  droites  K  et  K'  (et  par  suite  le  plan  directeur 
Q  des  génératrices  du  système  K)  et  le  plan  directeur  P  auquel  doivent  être  paral- 
lèles les  générajtrioea  du  système  G  qui  se  meuvent  sur  les  directrices  K  et  K' ,  on 
pourra  toujours  construire  une  génératrice  droite  du  système  K  perpendiculaire 
à  la  dcoke  L,  iflteraeolioa  des  deux  plans  directeurs  P  et  Q,  et  Ton  pourra  aussi 
tûujoiiur&  coBdtroire  une  génératrice  droite  du  système  G  perpendiculaire  à  cette 
même  droite  L. 

£t  en  effet  : 

Parua.pûmt  /.de  la.  droite  L  menons  dans  le  plan  P  une  droite  D  perpendicu- 
laire à  L  y  par  le  même  point  /  menons  dans  le  plan  Q  une  droite  D'  perpendicu- 
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laire  à  L;  cela  fait,  construisons  une  droite  6,  qui ,  s' appuyant  sur  K  et  K%  soit 
parallèle  à  D ,  elle  sera  évidemment  parallèle  au  plan  P  et  elle  sera  dès  lors  une 
génératrice  droite  du  système  G  du  paraboloïde  hyperbolique  2. 

Pour  construire  la  droite  G,  il  nous  suflSra  de  mener  par  K  et  K'  deux  plans  Y  et 
Y'  respectivement  parallèles  à  la  droite  D,  ces  plans  se  couperont  suivant  la  droite 
G,  demandée. 

Par  la  même  raison ,  si  Ton  a  construit  deux  génératrices  droites  quelconques  G 
et  G' du  paraboloïde  2,  ces  génératrices  s'appuyant  sur  K  et  K',  il  suffira  de 
mener  par  G  et  G'  deux  plans  X  et  X',  respectivement  parallèles  à  la  droite  D\  et 
ces  plans  se  couperont  suivant  la  droite  K,  demandée. 

Les  deux  droites  G,  et  K,  se  coupent  en  un  points,  c'est  à  ce  point  qu'on  a 
donné  le  nom  de  sommet  du  paraboloïde  hyperbolique ,  et  la  droite  Z  menée  par  le 
sommet  s  et  parallèlement  à  la  droite  L,  a  reçu  le  nom  d'axe  du  paraboloïde 
hyperbolique. 

Si  nous  concevons  un  plan  R  perpendiculaire  à  la  droite  L ,  les  génératrices 
K ,  K^,  K'^,  etc. ,  se  projetteront  or thogonalement  sur  ce  plan  R ,  suivant  des  droites 
K"',  K'"',  K''*",  etc. ,  parallèles  entre  elles  et  à  la  droite  IV  ;  de  même  les  génératrices 
G  y  G' y  G\  etc.,  se  projetteront  orthogonalement  sur  ce  plan  R,  suivant  des 
droites  G*",  G'"',  G'''',  etc. ,  parallèles  entre  elles  et  à  la  droite  D. 

En  sorte  que  les  droites  K*"'...  et  G''^..  déterminent  sur  le  plan  R  une  série  de 
parallélogrammes. 

Rien  ne  nous  empêche  de  supposer  que  le  plan  R  passe  par  les  droites  G,  et 
K, ,  dès  lors  ce  plan  sera  un  plan  tangent  à  la  surface  paraboloïde  S  en  son  som* 
met  s. 

Cela  posé  : 

Menons  par  Taxe  Z  deux  plans  M  et  M' lesquels  divisent  en  deux  parties  égales , 
savoir  :  le  plan  M  Tangle  6 ,  que  font  entre  elles  les  droites  G.  et  K, ,  et  le  plan  M' 
l'angle  supplémentaire  de  6. 

Ces  deux  plans  seront  perpendiculaires  au  plan  R ,  parallèles  à  la  droite  L ,  et 
rectangulaires  entre  eux. 

464.  Cela  posé,  démontrons  maintenant  que  la  surface  paraboloïde  S  est  symé- 
trique par  rapport  à  chacun  des  deux  plan  M  et  M^ 

Prenons  le  plan  R  pour  plan  vertical  de  projection  {fig.  262) ,  les  droites  G,  et 
K,  seront  dans  ce  plan  ;  Taxe  Z  sera  perpendiculaire  au  plan  R  et  passera  par  le 
point  s  qui  est  l'intersection  des  droites  G,  et  K.. 

Prenons  sur  K,  deux  points  a  et  a'  équidistants  du  point  s,  on  aura  deux  géné- 
ratrices G  et  G'  passant  respectivement  par  a  et  afj  lesquelles  seront  parallèles  à  G 
et  projetées  en  G"  et  G'". 
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Prenons  sur  G,  deux  points  b  et  b'  équidistants  du  point  $  et  tels  que  sb=8af 
on  aura  deux  génératrices  K  et  K'  passant  respectivement  par  b  et  b\  lesquelles 
seront  parallèles  à  K,  et  projetées  en  E*  et  E^*'. 

Les  génératrices  G  et  E  se  couperont  en  un  point  p , 

—  G'etE'  —  p% 

—  E'etG  —  q, 

—  E'etG'  .—  q\ 

Le  point  p'  étant  en  avant  du  plan  (G, ,  E,)  ou  R,  le  point  q'  sera  derrière  ce 
plan  R. 

Le  point  p  étant  aussi  en  avant  du  plan  R ,  le  point  q  sera  derrière  ce  plan  R  ; 
en  sorte  que  les  points  p  et  p'  étant  placés  en  avant  du  plan  R ,  les  points  q  et  q' 
seront  tous  les  deux  situés  derrière  ce  plan  R.. 

Or,  comme  on  a  pris  as=at8=sb^=8^by  il  s'ensuit  que  les  points  p",  p'**  et  s 
sont  sur  une  droite  Y",  et  que  les  points  (f^'y  q""  et  s  sont  aussi  sur  une  droite  V , 
ces  droites  Y"  et  Y"'  divisent  en  deux  parties  égales  les  angles  que  font  entre  elles 
les  droites  G^  et  E, ,  puisque  asbp''^  asby,  a'sb'q""  et  a'sbq""  sont  des  losanges.  Et 
comme  les  points  p*',  p'"*  j  q"^  q'"*  sont  les  projections  orthogonales  sur  le  plan  R  des 
points  p^p'y  ç,  qf'î  il  s'ensuit  que  les  droites  Y"  et  Y"'  sont  les  traces  sur  le  plan  R 
de  deux  plans  M  et  M'  perpendiculaires  au  plan  R  et  passant  :  le  plan  M  par  les 
points  p  et  p\  et  le  plan  M'  par  les  points  qeiq[  ^  ces  plans  M  et  M^  étant  de  plus 
les  plans  bissecteurs  des  angles  que  font  entre  elles  les  droites  G,  et  E,. 

Et  comme  ap''=a6=ay%  on  a  :  ap=zay^  dès  lors  pp''=py. 

La  droite  pp' ,  située  dans  le  plan  M ,  est  donc  parallèle  à  Y'  ou  au  plan  R  ;  et 
dès  lors  la  droite  Z  qui,  passant  par  le  point  s,  est  perpendiculaire  au  plan  R, 
coupera  la  droite  pp' en  un  point  o,  et  Ton  aura  op^=op\  parce  que  l'on  a 
5p''=«p". 

On  démontrerait  de  môme  que  la  droite  qqf  ^  située  dans  le  plan  M',  est  paral- 
lèle à  Y"'  ou  au  plan  R  et  qu'elle  est  coupée  par  l'axe  Z  en  un  point  cf  j  milieu  de 
qqf  j  et  que  le  point  o  étant  en  avant  du  point  R ,  le  point  o'  sera  derrière  ce  plan 
R,  et  que  Ton  aura  : 

0$  =  o's 

On  voit  donc  que  le  plan  M  coupera  le  paraboloïde  hyperbolique  suivant  une 
courbe  y  composée  d'une  branche  infinie  et  symétrique  par  rapport  à  la  droite  Z, 
puisque  toutes  les  cordes  pp'-.*  perpendiculaires  à  Z  seront  coupées  en  leur  mi- 
lieu o. . .  par  cette  droite  Z. 

De  même  le  plan  M' coupera  le  paraboloïde  hyperbolique  suivant  une  courbe  y' 
composée  d'une  branche  infinie  et  symétrique  par  rapport  à  la  droite  Z ,  et  les 
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courbes  y  et  y'  seront  inversefflent  placées  par  rapport  aa  plan  R  y  Tuoe  y  étant  en 
avant  de  ce  plan  R ,  et  l'autre  y'  derrière  ce  plan  R. 

Cela  posé  : 

On  voit  que  si  sur  la  droite  E,  on  prend  un  point  a  arbitraire  et  sur  la  droite 
6,  un  point  b\  tels  que  chacun  de  ces  points  soit  également  distant  du  sommets 
et  ayant  dès  lors  sa=^sb'  ^  les  droites  G  (du  système  G)  passant  par  le  pointa  et 
K'  (du  système  K)  passant  par  le  point  b' ,  se  coupent  sur  le  plan  M';  on  voit  aussi, 
que  si  sur  la  droite  G  on  prend  un  point  arbitraire  p,  et  sur  la  droite  K'  un  point 
p\  tels  que  l'on  ait  :  ap^=zb'p\  ,  la  droite  qui  unira  les  points p,  etp\  sera  paraUète 
à  la  droite  Y"  et  sera  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  plan  M'  auquel  elle  sera 
perpendiculaire* 

On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

Si  ton  mène  le  plan  tangent  R  au  sommet  s  d'un  parabolmde  hyperbolique  S  et  si 
ton  construit  les  plans  M  et  M'  bissecteurs  des  angles  que  font  entre  elles  les  généra" 
irices  G,  et  K,  de  systèmes  différents  se  croisant  au  sommet  s  »  ces  plans  M  et  M'  Uivi-- 
seront  en  deux  parties  égales  les  cordes  de  la  surface  2 ,  menées ,  les  unes  parallèletneni 
(utx  plans  R  et  M  et  les  mOtes  parallèlement  aux  plans  R  6£  M. 

Ces  deux  plans  M  et  M'  sont  dits  plans  diamétraux  principaux  du  parabolcA'de  hy- 
perbolique. 

Et  il  est  évident  par  ce  qui  précède  que  le  paraboloïde  hyperbolique  est  symé- 
trique par  rapport  à  chacun  de  ces  plans  M  et  M'. 

465.  Les  droites  G,  et  K,  qui  se  croisent  au  sommet  s  du  paraboloïde  S  com- 
prennent entre  elles  un  angle  qui  est  égal  à  Tangle  6  que  font  entre  eux  les  deux 
plans  directeurs  P  et  Q  de  la  surfece  S. 

Si  donc  les  plans  directeurs  P  et  Q  sont  rectangulaires  entre  eux,  les  droites  G, 
et  K,  seront  aussi  rectangulaires  entre  elles  et  dans  ce  cas  toutes  les  génératrices 
du  système  K  couperont  la  génératrice  droite  G.  sous  Tangle  droit  et  ausn  toutes 
les  génératrices  du  système  G  couperont  la  génératrice  droite  K,  sous  Tangle  droit. 

Lorsque  les  plans  directeurs  font  entre  eux  un  angle  qui  n'est  pas  droit ,  le  para* 
boloïde  est  dit  :  oblique. 

Lorsque  les  plans  directeurs  font  entre  eux  un  angle  droit ,  le  paraboloïde  est  dit  : 
droit  ou  rectangulaire. 

Des  plans  asymptotes  du  paraboloïde  hyperbolique. 

466.  D'après  la  génération  du  paraboloïde  hyperbolique  on  voit  que  toutes  les 
génératrices  du  système  K  s'appuyant  sur  G.  tendent  à  mesure  qu'elles  s'éloignent 
de  K, ,  à  faire  avec  K.  des  angles  approchant  de  plus  en  plus  de  l'angle  droit,  et 
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ce  n'est  que  pour  le  point  situé  à  l'infini  sur  Tune  quelconque  des  génératrioeB  du 
système  G  que  la  génératrice  du  système  K  passant  par  ce  point  situé  à  l'infini  fait 
un  angle  droit  avec  K,  ou  en  d'autres  termes  est  parallèle  à  la  droite  L  intersection 
des  deux  plans  directeurs  P  et  Q. 

En  sorte  que  si  Ton  mène  par  une  génératrice  droite  G  quelconque,  un  plan  T 
parallèle  au  plan  directeur  P ,  ce  plan  T  sera  tangent  au  paraboloïde  hyperbolique  £ 
pour  le  point  situé  à  Tinfini  sur  la  droite  G. 

De  même  si  Ton  mène  par  une  génératrice  droite  K  quelconque  un  plan  Q  paral- 
lèle au  plan  directeur  Q ,  ce  plan  0  sera  tangent  à  la  surface  11  pour  le  point  situé 
à  rinfini  sur  la  droite  K. 

On  peut  donc  dire  que  tout  plan  parallèle  à  Ctm  des  deux  plans  directeurs  d'un 
paraboloïde  hyperbolique  coupe  cette  surface  suivant  une  seule  génératrice  droite  et  qu'il 
est  dès  lors  un  plan  asymptote  de  la  surface. 

467.  On  sait  que  si  Ton  a  une  suite  de  droites  G,  G',  G'^,....  coupées  par  deux 
plans  parallèles  Y  et  Y'  en  les  points  ^  et^, ,  j'  et  g\  ,  j"  et  g^\  ,•  .•.  si  on  les  coupe 
par  un  troisième  plan  Y''  parallèle  aux  plans  Y  et  Y'  en  les  points  g^,  ^^jff\^'-'- 
on  a  : 

99 X  :  9'9\  :  9"9\  :  etc.  ::?»,:  g'g\  :  gYt 

t 

en  sorte  que  si  le  point  ^^  est  au  milieu  de  la  droite  gg^ ,  les  points  g\ ,  jr'',. .. .  seront 


^^^•mmm^i 


respectivement  au  milieu  des  droites  g'g\ ,  jV'i  v  • 

On  peut  donc ,  diaprés  ce  qui  précède ,  énoncer  ce  qui  suit  : 

Si  Fon  a  deux  droites  K  et  Yi!  non  parallèles  et  non  situées  dans  un  même  plan  «  et 

si  l'on  divise  la  droite  K  en  parties  égales  entre  elles  j  chaque  partie  <iyanl  une  longueur 

égale  à  1 ,  par  des  points  1 ,  2^  3 ,  4 ,....  e(  «t  Con  divise  la  droite  K'  en  parties  aussi 

égales  entre  elles j  chaque  partie  ayant  une  longueur  égale  àVy  par  des  points  ^\%\ 

3\  4',....  et  si  l'on  unit  les  points  homologues  \  et  \' ^  %  et  2',  3  et  3% par  des 

droites  G,  G',  G",..,.  ce«  droites  formeront  un  paraboloïde  hyperbolique. 

468.  Les  points  de  division  1  et  1' pouvant  être  arbitrairement  placés  sur  les 
droites  K  et  K'  et  le  rapport  entre  les  longueurs  /  et  /'  étant  arbitraire,  on  voit  que 
par  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan  on  peut  faire  passer  une  infinité 
de  paraboloïdes  hyperboliques. 

469.  Le  lieu  des  normales  menées  aux  divers  points  de  la  génératrice  droite  passant 
par  le  sommet  d'un  paraboloïde  hyperbolique ,  est  ua  paraboloïde  hyperbolique  qui  eêt 
toujours  droit  (*). 


[*)  Plus  loin ,  nous  démontrerons  que  le  théorème  relatif  au  paraboloïde  normal  est  toiqours  le 
même,  quelle  que  soit  la  génératrice  droite  considérée  sur  un  paraboloïde  donné  2,  ce  paraboloïde  I 
étant  indlfféi^mmeat  oblique  ou  rectangulaire. 
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Soit  donné  on  paraboloïde  hyperbolique  S  droit  ou  rectangulaire;  imaginons 
les  génératrices  K,  et  G.  se  croisant  au  sommet  «  de  cette  surface  2.  Les  plans 
directeurs  P  et  Q  de  cette  surface  1  seront  respectivement  perpendiculaires  aux 
droites  K,  et  G, . 

Cela  posé  : 

Constru;sons  les  plans  tangents  T,  T',  T'',  V\  etc.,  à  la  surface  2  aux  divers 
points  m,  w»',  m",  m'",....  de  la  génératrice  G,;  menons  les  normales  N,  N',  N", 
N'",.,..  à  la  surface  2,  en  les  points  m,  m\m!\  m'",.---  toutes  ces  droites  N,N', 
N'",.--*  formeront  une  surface  réglée  2,;  je  dis  d'abord  que  la  surface  2,  est 
gauche  ;  et  en  effet,  si  nous  supposons  que  les  points  m  et  w!  sont  successifs  et 
infiniment  voisins  sur  la  droite  G,,  lès  normales  N  et  N'  seront  successives  et  infi- 
niment voisines,  et  leur  plus  courte  distance  ne  sera  pas  nulle,  puisqu'elle  sera 
Vêlement  rectiligne  mm';  deux  génératrices  droites  successives  et  infiniment  voi- 
sines de  la  surface  2,  ne  se  coupent  donc  pas,  dès  lors  cette  surface  S^  est  gauche 

(n-417). 

Ayant  démontré  que  la  surface  2.  est  gauche^  démontrons  qu'elle  est  un  para- 
boloïde hyperbolique,  identique  ou  superposable  au  paraboloïde  2.  Pour  le  dé- 
montrer, menons  par  les  points  m,  m',  m'',....  les  génératrices K,  K',  K%....  du 
système  K  (du  paraboloïde  £)  et  dès  lors  parallèles  au  plan  directeur  Q.  Le  plan  T 
passant  par  les  droites  G.  et  K  aura  la  droite  K  pour  ligne  de  plus  grande  pente  par 
rapport  au  plan  directeur  P. 

De  môme  les  plans  T'  ou  (G.,  KO,  T"  ou  (G.,  K"),  T"'  ou  (G„  K'"),--  ont  res- 
pectivement pour  ligne  de  plus  grande  pente  par  rapport  au  même  plan  P  les 
droites  K',  K",  K"^,....  et  comme  les  droites  N,  N',  N",  W....  sont  respective- 
ment perpendiculaires  aux  droites  K,  K',  E'',  K'^^, ....  elles  sont  toutes  parallèles  au 
plan  Q. 

Gela  posé  : 

Si  l'on  regarde  la  droite  G,  comme  étant  un  axe  de  rotation  et  si  Ton  suppose 
que  les  droites  N,  N',  N'',.--  restant  fixes  dans  Tespace,  les  droites  E,  E',  E'^ .... 
tournent  respectivement  autour  de  l'axe  G,  et  opèrent  chacune  un  quart  de  révo- 
lution, ces  droites  E,  E',  E^',....  viendront  en  même  temps  se  superposer  res- 
pectivement sur  les  normales  N,  N',  N'', ....  et  la  surface  2  après  un  quart  de  ré- 
volution autour  de  l'axe  G,  viendra  donc  se  superposer  sur  la  surface  2,,  ainsi  la 
surface  £,  n'est  autre  qu'un  paraboloïde  hyberbolique,  identique  ou  superposable 
à  la  surface  2. 

Les  deux  plans  directeurs  P  et  Q  se  coupent  suivant  une  droite  L  à  laquelle  le 
planR  ou  (G,,  E,)  est  perpendiculaire. 

Pendant  le  mouvement  de  rotation  de  la  surface  £  autour  de  l'axe  G,  le  plan  P 
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étant  supposé  entratné,  on  voit  qa'il  prendra  la  position  P,  perpendiculaire  à  la 
droite  L  ou  parallèle  au  plan  R,  et  que  cela  aura  lieu  lorsque  le  quart  de  révolu- 
tion sera  accompli. 

On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

La  êurface  2,  déterminée  par  tes  normales  îi^  N',  N'V*««  ^^<  <^  paraboUnde  lufper- 
bolique  droit  ou  rectangulaire ,  ayant  pour  plans  directeurs  le  plan  Q  et  le  plan  R. 

De  la  section  faite  dans  le  paraboUnde  normal  £.  par  un  plan  parallèle  au  plan 

directeur  du  parabolmde  £• 

470.  Si  Ton  coupe  la  surface  2,  déterminée  par  les  normales  N,  N',  N",.  ••  pa^' 
un  plan  X  parallèle  au  plan  direcleur  P,  la  section  sera  une  Ityperbole  équilatêre. 

Et  en  efiet  : 

Étant  données  les  génératrices  droites  de  systèmes  différents  G,  et  E,  de  la  surface 
paraboloïde  2  et  se  croisant  rectangulairement  au  sommet  s  de  cette  surface,  si  nous 
menons  au  point  s  une  droite  Z  perpendiculaire  au  plan  R  ou  (6^,  K,),  on  aura  Vaxe 
de  la  surface  2. 

Pour  ce  point  s  la  droite  Z  est  la  normale  à  la  surface  2  puisque  le  plan  R  est 
tangent  à  cette  surface  2  au  point  s. 

Cela  posé,  on  pourra  prendre  pour  plans  directeurs  de  la  surface  2  les  plans  Q  ou 
(K,,  Z)  et  P  ou  (G.,  Z);  et  Ton  pourra  prendre  pour  plans  directeurs  de  la  surface 
normale  2,  les  plans  Q  ou  (E,,  Z)  et  R  ou  (G,,  E,). 

Cela  posé  : 

Prenons  un  plan  Q'  parallèle  au  plan  Q  ou  (E,,  Z)  pour  plan  vertical  de  projec- 
tion et  le  plan  P'  parallèle  au  plan  P  ou  (G.,  Z)  pour  pian  horizontal  de  projection 
(fig.  263). 

Dans  le  plan  horizontal  on  aura  la  génératrice  G',  dans  le  plan  vertical  on  aura  la 
génératrice  E'^ 

Les  génératrices  E,  E',  K'\....  passant  par  les  points  m,  m\  m",....  de  la  géné- 
ratrice G,  perceront  le  plan  horizontal  aux  points  p^  p\  p'S....  situés  sur  G'. 

Les  plans  T,  T',  T'....  tangents  aux  points  m,  m\  ni!\....  à  la  surface  parabo- 
loïde 2,  auront  pour  traces  verticales,  V*  ou  E',  V'^  ou  E",  V"*  ou  E''^,....  et  pour 
traces  horizontales  les  droites  H%  H^',  H^'^..•  perpendiculaires  à  la  ligne  de  t^rre 
LT  et  passant  respectivement  par  les  points  p,p^  p'^... 

Les  normales  à  la  surface  2  auront  pour  projections  verticales,  les  droites  N*, 
N'",  N''*'....  passant  loules  par  le  point  s""  ou  G/ et  respectivement  perpendiculaires 
à  V%  V*',  V*'',.--  ©t  pour  projections  horizontales  les  droites E'^,  E'*,  E"*,,... 

Cela  posé,  si  Ton  coupe  les  droites  N..,.  par  un  plan  X  parallèle  au  plan  hori* 

1'  PARTIE.  54 
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zontal,  on  anra  les  points  <i,  a',  a!*....  formant  une  conrbe  3  dont  la  projection 
horizontale  3*  sera  une  hyperbole  éqnilatère,  ayant  ^  pour  centre  et  ^  et  G,*  pour 


asymptotes 
Et  en  effet  : 


m  effet  : 
Les  triangles  G.  V  et  G,ym^\  G^qc/^  et  G/m^'',  G.'^^et  G.VVv-  sont 
ibles  •  on  a  donc  : 


semblables ,  on  a  donc  : 

•*P  •  çGi*  ::  G,*m'^  :  iti^jp* 

etc. 
d'où 


a"q  X  m'V'  =  «'î  X  m'V'  =  «*î  X  m' V  =  etc.  =  çGi*  X  G^^m"*  =  constante  =  G 
Or: 


!•  «''gsTrui^V'*      et      o'^g^ft'W      et      arq  =  al'm/'     et      

20  m'^p"' :=m'^p'     et      m"^p^=ni'p      et      

Et  Ton  a,  en  vertu  des  triangles  semblables  K,*m*p,  ILl'm'^p^  K\in"y',-' 

mV  :  m'y  :  m'V  •  e*c.  ::  K^W  :  Ki*m'*  :  K^*»!**  :  etc. 
On  a  donc  : 


K/m*xmV  =  K,V*  X  m'V  =  K^W^xw^V'*  = ==  ocmstante  =  C. 

Or,  prenant  les  droites  G.'^  pour  àxe  des  abscisses  x  et  Z^  pour  axe  des  ordon- 
nées y ,  et  représentant  les  coordonnées  du  point  cl"  par  x  et  y 

a'*  par  od  et  y' 
a"*  par  a/'  et  / 
etc. 
on  pourra  écrire  les  équations  (1)  sons  la  forme  : 

xy  =1  afy[  =  oBfy  = =  constante  =  C. 

Or»  nous  avons  démontré (n*  327)qire  la  conrbe  qui  avait  pour  éqnationa:y=C 
était  ane  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 

Ainsi  la  courbe  3*  est  une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  G^*  et  Z*;  or  elles 
sont  rectangulaires  entre  dles,  Thyperbole  3*  est  donc  équilaière.  Et  la  conrbe  i 
étant  dans  un  plan  X  parallèle  au  plan  horizontal  de  projection ,  sera  une  courbe 
identique  ou  superposable  à  sa  prc^ection  3*.  Ainsi  tout  plan  X  parallèle  au  plan 
directeur  (G, ,  Z)  coope  le  paraboloïde  normal  2,  suivant  une  hyperbole  qui  a  pour 
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asymptotes  les  droites  suivant  lesquelles  sont  coupées  par  le  plan  sécant  X^  les 
plans  (G, ,  K J  et  (K, ,  Z). 

471 .  Sans  chercher  à  connaître  la  nature  géométrique  de  la  courbe  ^^  on  peut 
facilement  démontrer  que  les  droites  G^'^  et  Z^  sont  deux  asymptotes  de  cette 
courbe  ;  et  en  effet  : 

Désignons  par  N...  les  génératrices  du  premier  système  de  la  surface  normale  2. 
et  par  M  les  génératrices  du  second  système. 

Les  génératrices  N...  auront  pour  plan  directeur  le  plan  (K^,  Z)  et  les  généra- 
trices M,...  auront  pour  plan  directeur  le  plan  (K, ,  G,), 

Il  est  évident  que  la  droite  G,  sera  une  des  génératrices  du  système  M  et  que 
Taxe  Z  sera  une  des  génératrices  du  système  N. 

Cela  posé  : 

Les  divers  points  de  la  courbe  d  seront  ceux  en  lesquels  le  plan  X  qui  est  hori- 
zontal coupera  les  diverses  génératrices  N....  et  M....,  par  conséquent  cette 
courbe  i  aura  deux  points  situés  à  Tinfini  et  qui  seront  ceux  en  lesquels  le  pian 
X  coupe  les  droites  G,  et  Z  qui  lui  sont  parallèles. 

Voyons  I  maintenant,  si  pour  ces  points  situés  à  Tinfini  la  courbe  d  a  des  tan- 
gentes situées  à  distance  finie  ou  en  d'autres  termes  des  asymptotes  : 

Le  plan  Y  passant  par  6,  et  parallèle  au  plan  directeur  (K, ,  GJ  est  un  plan 
asymptote  à  la  surface  2,  et  la  touchera  point  situé  à  l'infini  sur  G,. 

Le  plan  Y,  passant  par  Z  et  parallèle  au  plan  directeur  (K, ,  Z)  est  un  plan  asymp- 
tote à  la  surfoce  1,  et  la  touche  au  point  situé  à  l'infini  sur  Z  (n""  424). 

Le  plan  X  coupera  donc  respectivement  les  plans  Y  et  Y,  qui  sont  rectangulaires 
entre  eux  et  qui  sont  tous  les  deux  perpendiculaires  à  ce  plan  X  ^  suivant  des  droites 
A  etÂ,  qui  seront  les  asymptotes  demandées. 

Il  est  évident  que  les  droites  A  et  G, ,  A,  et  Z  sont  respectivement  parallèles  entre 
elles. 

Dans  la  {fig.  263)  nous  i^'avons  dessiné  qu'une  des  deux  branches  de  l'hyper- 
bole S ,  mais  il  est  facile  de  se  procurer  des  points  de  la  seconde  branche  de  cette 
courbe  d,  en  construisant  des  normales  à  la  surface  2  pour  les  points  qui  situés  sur 
G,  sont  en  avant  du  plan  (Z ,  K,). 

D'après  ce  qui  précède ,  on  peut  énoncer  ce  qui  suit  : 

Si  l'on  a  un  paraboldide  hyperbolique  1  droit  ou  rectangulaire ,  si  ton  mène  une 
suite  de  plans  parallèles  au  plan  T  tangent  à  la  surface  2  en  son  sommet  s  ^  ces  plans 
couperont  la  surface  I  suivant  des  hyperboles  équilalères ,  semblables  et  semblablement 
placées ,  si  les  plans  sécants  sont  situés  d'un  même  côté ,  par  rapport  au  plan  T  ;  et  ils 
couperont  cette  surface  2  suivant  des  hyperboles  équilatères  dont  les  axes  transverses 
seront  à  angle  droit ,  si  ces  plans  sécants  sont ,  tes  uns  à  droite  et  les  autres  ù  gauche  du 
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plan  T;  tes  centres  de  toutes  les  hyperboles  de  section  seront  situés  sur  taxe  Z  et  tes 
asymptotes  de  ces  courbes  seront  parallètes  aux  génératrices  droites  et  de  systèmes 
différents  G,  et  K,  de  la  surface  1  qui  se  croisent  à  angle  droit  en  son  sofnmei  8. 

Ttkéorie  du  raccordement  {suivant  une  génératrice  droite)  entre  deux 

surfaces  gaudies. 

472.  Raccordement  des  surfaces  gauches  déterminées  par  le  premier  mode  de  géné^ 
ration ,  et  ainsi  :  par  une  droite  se  mouvant  sur  trois  courbes  ;  dès  lors ,  on  se  donne 
une  surface  gauche  2  par  ses  trois  directrices  courbes  C,  C,  C,  et  Ton  suppose 
que  Ton  connaisse  une  génératrice  droite  G  de  cette  surface  2. 

Cela  posé  : 

On  propose  de  construire  en  un  point  m  de  la  génératrice  G  un  plan  tangent  T  à 
la  surface  réglée  1. 

La  droite  6  coupe  les  directrices ,  savoir  :  C  en  un  point  a,  C  en  un  point  b  et 
C^  en  un  point  d. 

Concevons  {fig.  26i)  la  tangente  0  à  la  courbe  C  au  point  a 

—  —  8'        —        C      —     6 

—  —  ô''       _        C"     —     rf 

Si  Ton  fait  mouvoir  sur  les  trois  droites  0,  9^  6'%  la  génératrice  droite  G,  on 
engendrera  un  hyperboloïde  à  une  nappe  A  qui ,  en  général,  ne  sera  pas  de  révo- 
lution (n*  424).  Si  en  effet  cette  surface  A  était  tangente  à  la  surface  1  tout  le 
long  de  la  génératrice  G ,  on  voit  qu'il  suffirait  de  construire  pour  le  point  m  le 
plan  tangent  à  cette  surface  A,  pour  avoir  le  plan  tangent  en  m  à  la  surface  réglée 
et  générale  1. 

Or,  c'est  précisément  ce  qui  a  lieu ,  ainsi  que  nous  allons  le  démontrer. 

Le  plan  0  tangent  au  point  m  est  déterminé,  pour  la  surface  réglée  2,  par  la 
génératrice  droite  G  et  la  tangente  G  en  a  à  la  courbe  C*  Or,  ce  plan  O  est  en  même 
temps  tangent  à  Thyperboloïde  A  puisque  G  et  0  sont  (sur  cette  surface  A)  deux 
génératrices  droites  de  systèmes  différents  se  croisant  au  point  a. 

Par  les  mêmes  raisons  : 

Le  plan  6'  passant  par  les  droites  G  et  6^  est  un  plan  tangent  commun  (au 
point  b)  aux  deux  surfaces  2  et  A. 

Et  le  plan  0^'  passant  par  G  et  0"  est  un  plan  tangent  commun  (au  point  d)  aux 
deux  surfaces  2  et  A. 

Ainsi  les  deux  surfaces  2  et  A  ont  la  génératrice  droite  G  qui  leur  est  commune, 
et  en  même  temps  elles  ont  en  les  trois  points  a ,  6 ,  if  de  cette  droite  G  trois  plans 
tangents  communs ,  savoir  les  plans  0 ,  0',  0''. 
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Cela  posé  : 

473.  Démontrons  le  théorème  suivant  : 

Lorsque  deux  surfaces  gauches  ont  une  génératrice  droite  commune ,  et  trois  plans 
tangents  communs  en  trois  points  arbitraires  de  cette  génératrice ,  ces  deux  surfaces  ont 
mêmes  plans  tangents  tout  le  long  de  cette  génératrice. 

Concevons  trois  courbes  C,  C\  C"  (fig.  264)  comme  étant  les  directrices  d'une 
surface  gauche  2. 

Construisons  une  génératrice  droite  G  de  cette  surface  1  ;  cette  génératrice  G 

coupe  les  courbes  directrices  C  au  point  a ,  C  au  point  b ,  C  au  point  d. 

Concevons  le  plan  6  tangent  en  a  à  la  surface  2. 
_  0'       _       é  _ 

Ainsi  y  le  plan  0  passera  par  la  génératrice  G  et  la  tangente  9  à  la  courbe  C, 
_  0'        _        _        _      G  —  ô'        _        c'. 

—  0'/       _        _        -•      G  —  fl^        —       C". 

Gela  posé  : 

Traçons  dans  le  plan  0  une  droite  B,  passant  par  le  point  a ,  et  imaginons  une 
courbe  C,  située  dans  Tespace,  et  ayant  0,  pour  tangente  au  point  a. 

Traçons  de  la  même  manière ,  dans  les  plans  0^  et  0'^ ,  des  droites  6/  et  9/'  pas* 
sant  respectivement  par  les  points  b  eidy  et  imaginons  dans  Fespace  deux  courbes 
C  '  et  C/'  ayant  la  première  9/  pour  tangente  au  point  6,  et  la  seconde  0,^  pour 
tangente  au  point  d. 

En  faisant  mouvoir  la  droite  G  sur  les  trois  courbes  directrices  C, ,  C/,  C/%  on 
engendrera  une  seconde  surface  gauche  2,  ayant  en  commun ,  avec  la  première 
surface  gauche  2  la  droite  G ,  et  ces  deux  surfaces  réglées  2  et  2,  auront  mêmes 
plans  tangents  0,  0^  0^'  en  les  trois  points  a,  b,  d  de  la  génératrice  droite  G  qui 
leur  est  commune. 

Cela  posé  : 

Je  dis  que  les  deux  surfaces  2  et  2,  sont  tangentes  Tune  à  Tautre  tout  le  long 
de  la  droite  G ,  propriété  que  Ton  exprime  en  d'autres  termes ,  en  disant  que  les 
deux  surfaces  2  et  2,  se  raccordent  tout  le  long  de  la  droite  G. 

Et  en  effet  : 

Trois  courbes  déterminant  le  mouvement  d'une  droite,  si  sur  la  surface  2 
engendrée  par  la  droite  G  se  mouvant  sur  les  trois  courbes  C ,  C^  C'\  on  prend 
trois  autres  courbes  7 ,  yS  y"  pour  directrices  de  la  droite  génératrice,  on  obtien- 
dra toujours  la  même  surface  2. 

Cela  posé  : 

Coupons  les  deux  surfaces  2  et  2,  par  trois  plans  chacun  de  direction  arbitraire 
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P,  P',  P",  mais  passant  le  plan  P  par  le  point  a,  le  plan  F  par  le  point  6,  le  plan 
P"  par  le  point  d. 

Le  plan  P  coupera  la  surface  1  suivant  une  courbe  y ,  et  la  surface  I,  suivant 
une  courbe  y, ,  et  le  plan  O  suivant  une  droite  l ,  tangente  commune  des  courbes 
y  et  7,  au  point  a. 

De  même  les  plans  F  et  F'  couperont  1  et  2,  suivant  /  et  7/,  /  et  y/'  et  les 
plans  0'  et  0''  suivant  les  droites  t*  et  f  qui  seront  respectivement  une  tangente 
commune  aux  courbes  y'  et  y/  au  point  b ,  et  aux  courbes  y"  et  y/'  au  point  d. 

Cela  posé  : 

La  surface  1  pourra  être  considérée  comme  engendrée  par  la  droite  G  se  mou- 
vant sur  les  trois  courbes  planes  y»  yS  y'\  et  la  surface  2.  pourra  être  considérée 
comme  engendrée  par  la  même  droite  G  se  mouvant  sur  les  trois  courbes  planes 

7.  >  7.  >  7i  • 

Or,  si  nous  considérons  les  deux  courbes  y  et  y, ,  comme  elles  ont  en  a  une 
tangente  commune  1,  il  s'ensuit  qu'elles  ont  en  commun  un  élément  rectiligne  aa% 
le  point  a'  étant  le  point  successif  et  infiniment  voisin  du  point  a ,  soit  sur  la  courbe 
y ,  soit  sur  la  courbe  y,« 

Si  donc  nous  imaginons  la  génératrice  G'  qui ,  passant  par  le  point  al ,  s'appuie 
sur  les  courbes  y'  et  y^ ,  elle  coupera  y  en  un  point  b^  infiniment  voisin  du  point 
b ,  et  elle  coupera  y^'  en  un  point  é  infiniment  voisin  du  point  d. 

Et  de  même  cette  droite  G'  coupera  les  courbes  y/  et  y/',  la  première  eu  un 
point  b^  infiniment  voisin  de  6 ,  et  la  seconde  en  un  point  d' infiniment  voisin  de  </• 

Or ,  bb^  et  dd!  seront  respectivement  les  éléments  reciilignes  des*  courbes  y  et  y'' , 
et  bb'  et  dcf  seront  aussi  les  éléments  rectiUgnes  des  courbes  y/  et  y/'  ;  et  comme 
çeâ  courbes  y',  y/  et  y'%  y/'  ont  même  élément  rectiligne  en  les  points  6  et  d,  il 
s'ensuit  que  les  deux  surfaces  2  et  2,  auront  en  commun  les  deux  g^iératrices 
droites  successives  et  infiniment  voisines  6  et  G' ,  et  dès  lors  ces  snrfiabces  2  et  2, 
ont  en  commun  un  élément  superficiel  gauche  compris  entre  les  deux  droites  G 
et  G'. 

Cela  posé  : 

Si  pour  un  point  m  de  la  droite  G  nous  menons  un  plan  de  direction  arbitraire 
X  y  ce  plan  coupera  la  surface  2  suivant  une  courbe  d  »  et  la  surface  2,  suivant  une 
courbe  d, ,  et  la  génératrice  G'  en  un  point  m!  qui  sera  successif  et  infiniment  voisin 
du  point  m ,  et  cela  a  liçu  parce  que  entre  G  et  G'  on  ne  peut  pas  placer  une  droite 
approchant  plus  près  de  G  que  G'  n'en  approche ,  d'après  le  mode  de  génération 
adopté,  puisque  nous  avons  tout  basé  sur  Thypothèse  primordiale  et  qui  sert  de 
point  de  départ  à  toutes  nos  considérations  infinitésimales  subséquentes,  savoir  : 
que  le  pointa^  était  le  point  successif  et  infiniment  voisin  du  point  a. 
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Dès  lors  la  courbe  9  et  la  coarbe  d,  auront  poar  êUmeiâ  recdligne  coidiimiii 
Yéléineni  mw!  qui ,  prolongé ,  donnera  une  droite  (  qui  sera  pour  le  point  m  la 
tangente  commune  aux  courbes  d  et  d, . 

Donc ,  le  plan  ir  déterminé  par  les  droites  G  et  (  sera  tangent  en  le  point  m  et  à 
la  surface  2  et  à  la  surface  2, . 

474.  On  peut  donc  affirmer  que  lorsque  deux  surfaces  gauches  2  et  2,  ont  une 
génératrice  droite  G  commune  et  des  plans  tangents  communs  en  trois  points  arbi- 
trairement situés  sur  cette  droite  G,  elles  ont  même  plan  tangent  en  chacun  des 
points  de  cette  droite  G  ;  ce  que  Ton  exprime  en  disant  :  que  les  deux  surfaces  1 
et  2,  se  raccordent  entre  elles  suivant  la  droite  G. 

De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  ce  qui  suit  : 

475.  Si  Ton  a  une  surface  gauche  2  engendrée  par  une  droite  se  mouvant  sur 
trois  courbes  {directrices)  C,  C,  C,  et  si  Ton  construit  trois  plans 8,  0\  Q"  pas- 
sant par  une  des  génératrices  droites  G  de  cette  surface  2 ,  ces  plans  étant  respec-^ 
tivement  tangents  à  la  surface  2  en  les  points  m^w!  ^m"  ^  situés  sur  la  généra- 
trice 6. 

Si  dans  le  plan  0  on  mène  une  droite  9  arbitraire  mais  passant  par  le  point  m. 
—  0'  —  e'  —  —  m'. 

•—         0''  —  e"  —  —  i«". 

rbyperboloîde  à  une  nappe  A  engendré  par  la  droite  G  se  mouvant  sur  les  trois 
droites  9 ,  0%  9^^  se  raccordera  avec  la  surface  2  tout  le  long  de  la  génératrice  G. 

Et  comme  dans  le  plan  0  on  peut  mener  par  le  point  m  une  infinité  de  droites 
0,  9, 9  9,  V.  et  comme  aussi  Ton  peut  faire  la  même  chose  pour  les  plans  0'  et  0'', 
on  se  trouve  conduit  à  énoncer  le  théorème  suivant  : 

//  existe  une  infinité  (fhyperbolaides  à  une  nappe  A,  A%  A'',...  tmgents  à  mie 
surface  gauche  2  tout  le  long  d'une  génératrice  droite  G  de  cette  surface  gauche  2. 

Qmstructkm  du  plan  tangent  en  un  point  m  de  la  génératrice  droite  dun  hyperboUnde 

à  une  nappe  A  donné  par  trois  directrices  droites  9 ,  9',  9'^ 

476.  Sur  la  droite  6 y  on  prendra  deux  points  (à  distance  finie)  p  et  q;  ensuite: 
l""  Par  le  point  p  et  la  droite  9',  on  fera  passer  un  plan  R;  par  le  point  p  et  la 

droite  9'^  on  fera  passer  un  plan  R';  les  deux  plans  R  et  R^  se  couperont  suivant 
une  droite  G,  qui  s'appuiera  sur  les  trois  droites  9,  B'  et  Q''  et  qui  sera  dès  lors  une 
des  génératrices  droites  du  système  G  de  Thyperboloïde  A. 

2*  Par  le  point  q  et  la  droite  9%  on  fera  passer  un  plan  Q;  par  le  point  q  et  la 
droite  Q^'  y  on  fera  passer  un  plan  Q^  ;  les  deux  plans  Q  et  (/  se  couperont  suivant 
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une  droite  G,  qai  s'appuiera  sur  les  trois  droites  9 ,  8^  0^  et  qui  sera  dès  lors  une 
des  génératrices  droites  du  système  G  de  Thyperboloïde  A* 

Cela  fait  : 

En  faisant  mouvoir  la  droite  0  sur  G ,  G, ,  G, ,  on  engendrera  le  même  hyperbo- 
loïde  A  ;  si  donc  par  le  point  m  et  la  droite  G, ,  on  fait  passer  un  plan  Y ,  puis 
par  le  même  point  m  et  la  droite  G,  un  second  plan  Y',  les  deux  plans  Y  et  Y'  se 
couperont  suivant  une  droite  9,  qui  s'appuiera  sur  les  trois  droites  G ,  G,,  G,  et 
qui  sera  dès  lors  une  génératrice  droite  .du  système  6  de  Thyperboloïde  A. 

Le  plan  T  déterminé  par  les  deux  droites  G  et  6,  sera  donc  tangent  en  m  à  Thy- 
perboloïde  A* 

477.  Ce  qui  précède  nous  permet  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Étant  donnés  une  surface  gauche  1  par  trois  courbes  directrices  G ,  G' ,  C  et  une 
génératrice  droite  G  de  cette  surface  I  et  un  point  m  «tir  G ,  construire  en  ce  point  m  le 
plan  tangent  T  à  la  surface  réglée  2. 

On  déterminera  les  points  a ,  a\  a"  en  lesquels  la  droite  G  coupe  respective- 
ment les  courbes  G ,  G',  G'',  on  construira  à  ces  trois  courbes  leurs  tangentes , 
savoir  :  0  à  G  au  point  a,  0'  à  G'  au  point  a^  6"  à  G'^  au  point  a" ;  cela  fait ,  on 
n'aura  plus  qu'à  résoudre  (n""  476)  le  problème  suivant  :  Construire  le  plan  tangent 
au  point  m  de  r hyperboloide  à  une  nappe  A  ayant  pour  directrices  les  droites  0 ;  6',  6". 

Ce  plan  sera  précisément  le  plan  T  demandé  i  puisque  les  deux  surfaces  1  et  à  se 
raccordent  entre  elles  tout  le  long  de  la  droite  G ,  comme  ayant  trois  plans  tangents 
communs  en  les  points  a ,  af,  a"  de  cette  génératrice  G  de  raccordement. 

Raccordement  des  surfaces  gauches  engendrées  par  le  second  mode  de  génération , 
ainsi  :  par  une  droite  se  mouvant  sur  deux  courbes  directrices  et  parallèlement  à  un 
cône  directeur. 

478.  Concevons  {fig.  265)  deux  courbes  G  et  G'  situées  dans  l'espace  et  un  cône 
A  ayant  pour  sommet  le  point  s  et  pour  directrice  une  courbe  B. 

Faisons  mouvoir  sar  les  deux  courbes  G  et  G'  une  droite  G  et  de  telle  manière 
que  pendant  son  mouvement  elle  soit  parallèle  au  cône  A,  ce  qui  veut  dire  qu'en 
chacune  de  ses  positions  elle  sera  parallèle  à  l'une  des  génératrices  droites  du 
cône  A. 

Nous  avons  appris  (n""  422)  à  construire  les  diverses  génératrices  droites  de  la 
surface  gauche  1  ainsi  engendrée. 

Cela  posé  : 

Imaginons  une  génératrice  droite  G  de  la  surface  2  coupant  les  courbes  direc- 
trices G  et  G'  respectivement  aux  points  o  et  6  et  parallèle  à  une  génératrice  droite 
6.  du  côue  directeur  A. 
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Concevons  sur  la  courbe  C  un  point  d  successif  et  infiniment  voisin  du  point  a , 
et  imaginons  la  génératrice  droite  G'  de  la  surface  S  passant  par  ce  point  d. 

La  droite  G'  coupera  la  courbe  Q!  au  point  V  qui  sera  le  successif  et  infiniment 
voisin  du  point  b^  et  elle  sera  parallèle  à  la  droite  G/  qui  sera  sur  le  cône  A  la 
génératrice  droite  successive  et  infiniment  voisine  de  la  génératrice  G;. 

Dès  lors  :  les  éléments  rectilignes  ad  et  bb^  étant  prolongés ,  donneront  les  tan-^ 
gentes  9  et  9'  au  point  a  de  la  courbe  C  et  au  point  b  de  la  courbe  G' ,  et  le  plan  P 
déterminé  par  les  deux  droites  G,  et  G\  sera  le  plan  tangent  au  cône  A  suivant  la 
droite  G,. 

Si  Ton  fait  mouvoir  la  droite  G  sur  les  deux  tangentes  9  et  B'  et  parallèment  au 
plan  P,  on  engendrera  un  paraboloïde  hyperbolique  2,,  et  il  faut  démontrer  que 
cette  surface  2,  est  tangente  à  la  surface  réglée  2  tout  le  long  de  la  droite  G. 

Nous  pourrons  toujours  construire  le  plan  Q  parallèle  aux  droites  9  et  9' ,  le 
paraboloïde  2,  pourra  donc  être  considéré  comme  engendré  par  la  droite  9  se 
mouvant  sur  deux  génératrices  du  système  G  et  parallèlement  au  plan  Q. 

Cela  posé  : 

Si  en  un  point  m  de  la  génératrice  G ,  on  voulait  construire  le  plan  T  tangent  à 
la  surface  réglée  2 ,  il  faudrait  tracer  sur  cette  surface  2  une  courbe  y  passant  par 
le  point  m  et  le  plan  T  serait  déterminé  par  la  tangente  en  m  à  cette  courbe  y  et 
par  la  droite  G. 

Si  donc  nous  coupons  la  surface  2  par  un  plan  Q'  qui ,  passant  par  le  point  m , 
sera  parallèle  au  plan  Q ,  ce  plan  Q'  coupera  la  surface  S  suivant  une  courbe  y  et 
le  paraboloïde  2,  suivant  une  génératrice  droite  9.  du  système  9. 

Or  :  je  dis  que  la  courbe  y  a  pour  tangente  au  point  m  la  droite  9,. 

Et  en  efiTet  : 

Les  droites  G  et  G'  sont  des  génératrices  successives  et  infiniment  voisines  j  soit 
pour  la  surface  réglée  2 ,  soit  pour  le  parabolmde  2,  ;  dès  lors  le  plan  Q'  coupera  la 
droite  G'  en  un  point  m' qui  sera  le  successif  et  infiniment  voisin  du  point  m ,  donc 
mm'  sera  C  élément  rectiligne  de  la  courbe  y;  mais  cet  élément  prolongé  donne  la 
droite  9^  ;  donc  9.  est  la  tangente  en  m  à  la  courbe  y;  ainsi  se  trouve  démontré  que 
les  deux  surfaces  2  et  2,  ont  en  un  point  quelconque  m  de  la  droite  G ,  qui  leur  est 
commime ,  même  pian  tangent.  Le  paraboloïde  2,  se  raccorde  donc  avec  la  surface 
réglée  2  tout  le  long  de  la  génératrice  droite  G. 

479.  Ce  qui  précède  permet  de  construire  en  un  point  m  d'une  génératrice 
droite  G  d'une  surface  réglée  2  y  donnée  par  deux  courbes  directrices  C  et  C  et  un 
cône  directeur  A  y  le  plan  tangent  T  à  cette  surface  2. 

Et  en  effet  : 

Nous  mènerons  la  génératrice  G,  du  cône  A,  parallèle  à  la  génératrice  donnée 
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G  de  la  surface  I  ;  nons  construirons  le  plan  P  tangent  au  cône  A  snirant  la  géné- 
ratrice G,  ;  nous  construirons  les  tangentes  9  et  ff'  aux  courbes  directrices  C  el  C 
aux  points  a  et  6  en  lesquds  ces  courbes  sont  coupées  par  la  droHe  6;  nous 
construirons  une  droite  G,  (à  distance  finie)  s'appuyant  sur  9  et  G'  et  parallèle  an 
plan  P  ;  nous  mènerons  par  le  point  m  un  plan  Q'  parallèle  aux  droites  9  et  9';  ce 
plan  coupera  G,  en  un  point  n,  et  le  plan  T  demandé  sera  déterminé  par  les  droites 

G  et  mn. 

i80.  Ayant  construit  au  point  a  et  ^  les  plans  9  et  9^  tangents  à  la  surfa>ee  ré- 
glée  1,  nous  pourrons  tracer  dans  le  plan  0  une  droite  X  arbitraire,  mais  passant 
par  le  point  a;  de  même  nous  pourrons  tracer  dans  le  plan  Q'  une  droite  Y  arbi- 
traire, mais  passant  par  le  point  b. 

Si  par  les  droites  X  et }!  nous  menons  des  plans  quelconques  X  et  X',  ils  coupe- 
ront la  surface  S  suivant  des  courbes  C,  et  C\  et  nous  pourrons  faire  mouvoir  la 
droite  G  sur  ces  courbes  C,  et  C,  et  parallèlement  au  cône  A  et  nous  engendrerons 
toujours  la  même  surface  réglée  2. 

En  remplaçant  donc  les  courbes  directrices  primitives  G  et  C  par  les  courbes 
C,  et  C,,  nous  aurons  un  nouveau  paraboloîde  hyperbolique  2/ engendré  par  la 
droite  G  se  mouvant  parallèlement  au  plan  P,  en  s'appuyant  sur  les  droites  X  et 
X^  et  ce  paraboloîde  2^,  sera  tangent  à  fa  surface  donnée  S  tout  le  long  de  la 
droite  G. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

It  existe  une  infinité  de  parabolotdes  hyperboliques  2^,  1\^  2/^••••  tangents  à  une 
surface  gauche  2,  tout  le  long  dune  génératrice  droite  G  de  cette  surface  2  (cette  surface 
2  étant  donnée  par  deux  courbes  directrices  et  un  cône  êirecteuf). 

481 .  Parmi  tous  ces  paraboloïdes  2,....  cfe  raccordement^  il  en  existe  évidemment 
toujours  un  2,  qui  est  droit  ou  rectangulaire,  et  qui  a  pour  plan  directeur  Q,  un  plan 
perpendiculaire  à  la  droite  G  de  raccordement j  en  sorte  que  ce  paraboloîde  remar- 
quable a  son  sommet  situé  sur  la  droite  G  ;  Fexistence  dv  paraboloîde  2  nous  per- 
met, en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  n*  469,  d'énoncer  te  théorème  suivant  : 

Si  en  les  divers  points  m,  m',  m'^,....  dune  génératrice  droite  G  dune  surface  réglée 
2  (donnée  par  deux  courbes  directrices  et  un  cône  directeur)  nous  menons  les  normales 
N,  N',  N'',.,..  à  cette  surface  2,  toutes  ces  normales  formeront  un  paraboloîde  hyperbo- 
lique^ droit  ou  rectangulaire. 

482.  Parmi  tous  les  paraboloïdes  hyperboliques,  tangents  à  une  surface  gauche  2 
(donnée  par  deux  courbes  directrices  et  un  cône  directeur),  il  existe  un  infinité  dé 
paraboloïdes  droits  ou  rectangulaires,  mais  il  n'en  exiiste  qu'Hun  seul  ayant  pour 
plan  directeur  un  plan  perpendiculaire  à  la  génératrice  de  raccordement;  et  en 
eflTet  : 
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Si  oous  avons  construit  le  plan  P  qui  tangent  au  cône  directeur  à  est  plan  direct 
teur  commun  à  tous  les  paraboloïdes  de  raccordement,  nous  pourrons  prendre  pour 
second  plan  directeur  P  un  plan  perpendicularé*  à  ce  plan  Q  et  déterminer  les 
droites  directrices  du  paraboloïde  de  raccordement  en  menant  par  les  points  a  et  6, 
en  lesquels  la  droite  G  coupe  les  courbes  directrices  C  et  G  de  la  surbce  2,  des  plans 
X  et  X'  parallèles  à  Q  ;  ces  plans  X  et  X'  couperont  les  plans  0  et  O'  tangents  en  a 
et  6  à  la  surface  1  suivant  les  droites  demandées. 

Ainsi  le  paraboloïde  2j  de  raccordement,  qui  estc(rot7oa  rectangulaire  et  dont  l'un 
des  plans  directeurs  est  perpendiculaire  à  la  génératrice  G  de  raccordement,  est 
identique  on  iuperposable  au  paraboloïde  formé  par  les  normales  N,  N',  N'',.---  ^^ 
nées  à  la  surface  2  en  les  divers  points  de  la  génératrice  G  de  raccordement. 

Ce  paraboloïde,  lieu  des  normales  N,  N',  N'',. . ..  a  reçu  le  nom  de  paraboloïde  hy- 
perbolique normal. 

483.  Uexistence  du  paraboloïde  normal  nous  permet  de  construire  une  infinité 
d'hyperboloïdes  à  une  nappe  et  de  révolution,  tangents  à  une  surface  gauche  géné- 
rale 2,  chacun  de  ces  hyperboloïdes  étant  tangent  à  la  surface  1  tout  le  long  d'une 
génératrice  droite  G  de  cette  surface  2* 

Et  en  effet,  prenons  sur  une  génératrice  droite  G  d*une  surface  gauche  2,  trois 
points^arbitraires  a,  a',  cK';  construisons  trois  normales  à  la  surface  2,  savoir  :  N  au 
point  a,  N'  au  point  a'  et  N"  au  point  a". 

Si  nous  faisons  mouvoir  une  droite  K  sur  les  trois  directrices  droites  N,  N',  N", 
nous  engendrerons  le  paraboloïde  A  normal  à  la  surface  2  tout  le  long  de  la 
droite  G. 

Et  si  nous  considérons  chacune  de  ces  génératrices  K,  K',  K",....  comme  étant 
un  axe  de  rotation,  en  faisant  tourner  la  droite  G  autour  de  K,  ou  de  K',  ou  de 

K", on  engendrera  les  hyperboloïdes  à  une  nappe  et  de  révolution  2,,  2/, 

2/' Or,  il  est  évident  que  les  surfaces  2  et  2,,  ou  2  et  2/,  ou  2  et  2/', ont 

même  plan  tangent  en  chacun  des  trois  points  a,  a',  a^\  puisqu'elles  ont  même  nor- 
male en  chacun  de  ces  trois  points;  ces  surfaces  se  raccordent  donc  entre  elles  tout  le 
de  la  génératrice  droite  G  qui  leur  est  commune  ;  donc,  etc. 

48i*  Comme  nous  avons  fait  voir  (n""  423)  que  lorsqu'une  surface  gauche  était 
donnée  par  le  premier  mode  de  génération,  on  pouvait  toujours  la  concevoir  comme 
engendrée  par  le  second  mode,  il  s'ensuit  :  que  les  propriétés  que  nous  venons  de 
reconnaître  exister,  les  unes  pour  les  surfaces  du  premier  mode^  et  les  autres  pour 
les  surfaces  du  second  mode,  existent  pour  les  unes  et  les  autres. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  qiui  suit  : 

i^  U  existe  une  infimté  d" l^perbolcides  à  une  nappe  et  une  in^mté  âe  paraboloïdes 
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hyperboliques  tangents  à  une  surface  gauche  ^  tout  le  long  iCune  de  ses  génératrices 
droites. 

2*  Le  lieu  des  normales  menées  à  une  surface  gauche  en  les  divers  points  d^une  de  ses 
génératrices  droites  est  un  paraboUnde  hyperbolique  droit,  ayant  son  sommet  sur  la 
génératrice  considérée. 

485.  D'après  tout  ce  qui  précède  on  voit  que  : 

1  "*  Si  ayant  donné  une  surface  gauche  S  par  ses  trois  directrices  courbes  C,  G^C^, 
Ton  veut  construire  une  surface  gauche  2,  se  raccordant  avec  1  tout  le  long  d'une 
génératrice  droite  6 ,  il  faudra  construire  les  plans  0 ,  @\  0''  tangents  à  la  surface 
£  aux  points  Oyd  ^a"  ea  lesquels  la  droite  de  raccordement  G  coupe  les  directrices 
courbes  C,  G',  C^  et  construire  dans  l'espace  trois  nouvelles  courbes  G,,  G/,  C,^ 
passant  respectivement  par  les  points  a^af^af'  et  ayant  leurs  tangentes  0,  »  9/ ,  8/' 
en  ces  points  a^af^i/^,  situées  respectivement  dans  les  plans  0 ,  0%  0^  ;  alors  la 
droite  G  en  se  mouvant  sur  les  trois  courbes  G, ,  G/,  G,^,  engendrera  une  surface 
gauche  S,  qui  se  raccordera  tout  le  long  de  G  avec  1 ,  comme  ayant  trois  plans  tan- 
gents  communs  0,0%  0'^  avec  celte  surface  2  et  en  trois  points  a ,  a' ,  o^  de  la 
génératrice  G  qui  leur  est  commune. 

2*  Ayant  donné  une  surface  gauche  1  par  deux  courbes  directrices  G  et  G'  et 
un  c6ne  directeur  A ,  si  Ton  veut  construire  une  surface  gauche  S,  se  raccordant 
avec  la  surface  1  tout  le  long  d'une  de  ses  génératrices  droites  G,  il  faudra  con- 
struire la  génératrice  G,  du  cône  A  parallèle  à  la  droite  G  ;  puis  il  faudra  construire 
les  plans  0  et  0'  tangents  à  S  et  aux  points  a  et  a'  en  lesquels  G  coupe  les  direc* 
trices  courbes  G  et  G';  ensuite  on  tracera  dans  l'espace  deux  courbes  G.  et  G/ 
passant  respectivement  par  les  points  a  et  a'»  et  ayant  leurs  tangentes  6.  et  9'.  en 
ces  points  a  et  o^,  situées  respectivement  dans  les  plans  0  et  0';  enfin  on  ima-^ 
ginera  un  cône  A,  ayant  même  sommet  que  le  cône  A  et  tangent  à  ce  cône  A 
suivant  la  génératrice  G,;  en  faisant  mouvoir  la  droite  sur  les  deux  courbes  G^ 
et  C\  et  parallèlement  au  cône  A, ,  Ton  obtiendra  une  surface  gauche  2,  qui  se 
raccordera  avec  la  surface  2  tout  le  long  de  la  génératrice  droite  G  qui  leur  est 
commune. 

486*  Si  l'on  a  une  surface  gauche  S  donnée  par  ses  trois  directrices  courbes 
G,  G%  G^^  et  si  l'on  demande  de  construire  le  plan  tangent  à  cette  surface  2 pour 
un  point  m  situé  sur  une  droite  G ,  mais  telle  que  rencontrant  les  courbes  G  et  G' 
en  des  points  dont  les  projections  se  trouvent  dans  les  limites  de  l'Eure ,  elle  ne 
rencontre  la  courbe  G^'  qu'en  un  point  dont  les  projections  seraient  hors  des  limites 
de  Vépurcj  alors  la  construction  du  plan  tangent  demandé  est  impossible;  parce 
que  si  Ton  veut  employer  un  hyperboloïde  à  une  nappe  de  raccordement ,  l'une 
des  trois  directrices  droites  de  cet  hyperboloïde  ne  pourra  être  déterminée ,  et  si 
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Ton  veat  employer  un  paraboloïde  hyperbolique  de  raccordement ,  Ton  ne  pourra 
pas  construire  le  plan  directeur  commun  à  tous  les  paraboloïdes  de  raccordement. 
487.  Faisons  remarquer ,  en  terminant ,  que  s*il  n'existait  pas  de  surfaces 
gauches  doublement  réglées  ^  la  solution  du  problème  :  Constrtàre  te  plan  tangent  en 
un  point  <Cune  surface  gauche  générale ,  serait  impossible  par  la  géométrie ,  ou  ^  en 
d'autres  termes ^  par  des  constructions  graphiques;  et  dans  ce  cas  C analyse  seule 
aurait  pu  résoudre  le  problème. 

Construction  de  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  ou  d'un  cône  tangent 

à  une  surface  gauche. 

488*  Étant  donnée  une  surface  réglée  2  engendrée  par  Tun  ou  Tautre  mode  de 
génération,  on  demande  la  solution  des  deux  problèmes  suivants  : 

V  Construire  la  courbe  de  contact  d  d'un  cylindre  ^  engendrée  par  un  plan  P  roulant 
iangentiellement  sur  la  surface  2  et  parallèlement  à  une  droite  donnée  D. 

Pour  résoudre  ce  problème ,  nous  construirons  les  diverses  génératrices  droites 
G  y  G\  &',.....  de  la  surface  S;  nous  ferons  passer  respectivement  par  les  droites 
G ,  6',  G^\....  des  plans  Q,  Q^ i  Q'S*.**  parallèles  à  la  droite  D  et  nous  chercherons 
le  point  de  contact  de  chacun  des  plans  Q,  QS  Q'S«..*  avec  la  surface  I. 

^  Construire  la  courbe  de  contact  y  d^un  cône  B  ayant  pour  sommet  un  point  s. 

Pour  résoudre  ce  problème ,  nous  construirons  les  diverses  génératrices  droites 
6,  G^  6^,....  de  la  surface  S;  nous  ferons  passer  respectivement  par  chacune 
des  droites  G,  G%  G^, et  le  sommet  Sj  des  plansR,  R',  R^,....  et  nous  cher- 
cherons le  point  de  contact  de  la  surface  2  avec  chacun  de  ces  plans  R ,  R%  R^' , . . . . 

489.  Montrons  maintenant  comment  Ton  peut  facilement  construire  les  points  de 

contact  de  la  surface  S,  avec  les  plans  Q ou  avec  les  plans  R suivant  que 

cette  surface  2  est  donnée  par  Tun  ou  Tautre  mode  de  génération. 

V  La  surface  2  étant  donnée  par  le  premer  mode. 

Ayant  une  génératrice  droite  G  de  la  surface  2  et  un  plan  Q  (n""  488  1  *"}  ou  R 
(n""  488  2*)  passant  par  cette  droite  G,  on  construira  les  tangentes  9,9^,0^'  aux 
courbes  directrices  C ,  C%  G'  de  la  surface  2  et  pour  les  points  a  ^  ci  j  a"  en  lesquels 
ces  courbes  C ,  G  jQI\  sont  respectivement  coupées  par  la  droite  G  ;  ensuite ,  on 
construira  deux  droites  6.  et  G,  s'appuyant  sur  9 , 9%  9'';  et  le  plan  Q  ou  R  coupera 
ces  droites  G^  et  G,  en  les  points  q^  et  </,  ;  la  droite  qjq^  coupera  la  droite  G  en  un 
point  m  qui  sera  le  point  de  contact  du  plan  Q  ou  R  avec  la  surface  2  ;  on  pourra 

donc  déterminer  autant  de  points  m,  m'^  m" que  Ton  voudra  de  la  courbe  d  ou 

de  la  courbe  y. 
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2'  La  ^wrfàce  1  é^BM  âmmie  par  ée  daariême  moée. 

Ayant  une  génératrice  droite  O  de  la  Btirfece  2  et  tm  flanQ  (n*  4S8  1*)  ou  ft 
(n**  486  2*)  passant  par  œtte  droite  G,  on  oOKtrwra  l""  les  tsagenl»  6  et  8'  aux 
deux  ooari»es  directrices  C  et  C  de  la  sui^oe  X  ^  pour  les  points  «  et  «r'  ea  tesqaels 
la  droite  6  coope  respedtivemeiit  les  (Rrecuriœs  G  et  C  <t  2*  la  ^ératriœ  K  da 
cône  directeur  Â  paraHèle  à  la  droîle  *G,  puis  Ton  o(R»tniira  le  pin  P  tangeB*  an 
cône  A  tout  le  long  de  la  droite  E. 

Ensuite  on  construira  deux  droites  G,  et  G^  parallèles  au  plan  P  et  s'appuyant 
sur  les  droites  9  et  9'. 

Le  plan  Q  ou  R  coupera  ces  droites  G,  et  G,  aux  points  q^  et  q^,  et  la  droite  q^q^ 
coupera  la  droite  G  en  un  point  m  qui  sera  le  point  de  contact  du  plan  Q  ou  R  arec 
la  surface  S. 

On  pourra  donc  déterminer  autant  de  points  m ,  m^,  m", que  Ton  voudra  de 

la  courbe  }  oa  de  la  courbe  y. 

490.  En  vertu  de  ce  qui  vient  d*être  exposé  ci-dessus  on  pourra  toujours  : 

V  Contraire  la  ligne  de  séparation  d  ombre  et  de  lumière  sur  nne  surface  gauche  £ 
donnée  par  F  un  ou  T  autre  des  deux  modes  de  génération,  lorsque  cette  surface 
sera  éclairée  par  un  rayon  lumineux  D  ou  par  un  point  lumineux  s. 

2*  Construire  le  contour  apparent  d'une  surface  gauche  S  en  supposant  Tœil 
placé  en  un  point  s  de  Fespace  et  par  suite  obtenir  la  perspective  de  cette  surface 
gauche. 

S""  Construire  la  projection  complète  et  orthogonale  j  soit  sur  le  plan  horizontal 
de  projection ,  soit  sur  le  plan  vertical  de  projection ,  d'une  surface  gauche  S  don- 
née par  Fun  ou  Fautre  mode  de  génération ,  puisque  cette  projection  complète  n'est 
autre  que  Fintersection  du  plan  horizontal  de  projection  ou  du  plan  vertical  de 
projection  et  d*un  cylindre  A  tangent  à  la  surface  gauche  1,  les  génératrices 
droites  de  ce  cylindre  A  étant  perpendiculaires  au  plan  horizontal  ou  au  plan  ver- 
tical de  projection. 

491 .  Parmi  les  surfaces  gauches  on  remarque  les  conoâdes ,  la  surface  du  biais- 
passé  et  les  hélicoïdes. 

Nous  allons  examiner  quelques-unes  des  propriétés  dont  jouissent  ces  surfaces 
qui  se  présentent  assez  souvent  dans  les  applications;  et  par  suite  nous  aurons  Foc- 
casion  d'appliquer  les  principes  généraux  exposés  ci-dessus ,  et  de  donner  la  solu- 
tion graphique  de  plusieurs  problèmes  utiles. 
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492.  On  a  âoDDé  le  nom  de  omouk  à  une  aarface  engBadréa  par  une  droite  se 
mouvant  sur  une  droite  fixe  et  sur  une  courbe  plane  (à  simple  courbure)  Ott. 
goMdte  (à  double  courbve)  et  parallèlement  à  «n  plan  donné  de  position  dans 
l'espace. 

ToutefûÎB  oa  dottoe  plofi  particulièremrat  k  oom  de  cowAde  à  une  surface  par- 
ticulière powr  laquelle  la  direcùrice  droite  est  pecpendiculaire  aa  plaa  ^rwciaur  M 
pour  laqodle  la  c/îredrifir  courbe  est  un  cercle  ou  une  etUpse  cm  lUM  courbe  fermée 
tracée  sur  un  plan  perpendiculaire  au  plan  directeur. 

Souvent  aussi  la  coorbe  directrice  n'est  pas  plane  ^  na»  à  doaUe  oourbiire  et 
tracée  sur  un  eyliadre  de  révolntioa  ayant  la  direciriee  droite  pour  axe  de  rotation  ; 
dans  ce  eas  la  OMurbe  directrice  est  telle  y.  que  lorsqi^  le  cyHndre  sur  lequel  elle  est 
tracée  se  trouve  développé  (planifié) ,  die  se  transforaie  en  un  cercle  ou  une  eUipse 
ou  lue  omurbe  fermée. 

Ceëêtnetào»  du  plan  tangent  en  un  point  d^une  eurface  cmtnde. 

493.  4*  Larmpœ  ta  courbe  directrice  eet  pUme.  Prenoas  le  plan  bonzcmtal  de 
pro^tion  pour  plan  directeur;  prenons  la  directrice  droHe  A  verticale  et  traçons  la 
combe  directrice  dans  le  plan  vertical  de  projection,  et  supposons  qu^eRe  est  un 
cercle  C 

Ayant  écrit  te»  projections  de  la  droite  A  et  du  cercle  C ,  il  sera  toujours  facile 
étant  donné  un  point  m*  de  construire  le  point  m*  qui  sera  la  projection  verticale 
du  point  m  de  la  surface  conoïde  ;  et  en  effet  : 

I^  point  m  étant  sur  la  surface  conoïde  S ,  par  ce  point  m  {jig.  266)  passera 
une  génératrice  droite  6  de  cette  surface  S. 

Ainsi  G*  passera  par  le  point  m*  et  le  point  A*  (qui  est  la  trace  horizoïrtale  de 
la  directrice  A),  puisque  A  est  une  droite  verticale  et  que  la  droite  G  s'appuie  sur 
iXii^  directrice  k. 

La  droite  6  percera  le  plan  verticrf  de  projection  en  un  point  b  qui  aura  pour 
projection  horizontale  le  point  6*  en  lequel  G*  perce  la  ligne  de  terre  LT. 

Si  donc  on  élève  par  le  point  t^  une  perpendiculaire  à  LT,  elle  coupera  le  cercle 
C  en  denx  points  b  et  V  qui  seront  les  traces  verticales  respectives  de  deux  géné- 
ratrices droites  6  et  G'  ayant  même  projection  horizontale  en  G*. 

ESt  comme  les  droites  G  et  G'  doivent  être  parallèles  au  plan  horizontal  de  pro- 
jection ,  G''  et  G'''  seront  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 
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Cela  fait,  si  par  le  point  m*  on  élève  une  perpendiculaire  à  LT,  elle  coupera 
G*"  et  G'**  en  les  points  nC  et  m'*',  qui  seront  les  projections  verticales  de  deux  points 
m  et  wl  ayant  même  projection  horizontale  en  m^,  et  situés,  Tun  m  sur  la  droite  6 
et  Fautre  m'  sur  la  droite  G',  ces  drokes  G  et  G'  étant  deux  génératrices  droites  du 
conoîde. 

494.  Étant  données  les  projections  m^  et  m*  d'un  point  m  d'un  conoïde,  con- 
struisons le  plan  tangent  en  ce  point  m. 

La  génératrice  G  qui  passe  par  le  point  m  {fig.  266  )  coope  la  directrice  A  au 
point  Vj  et  elle  coupe  le  cercle  G  au  point  6.  Remplaçons  les  deux  directrices  A  et  G 
par  leurs  tangentes  aux  points  r  et  bj  nous  aurons  la  droite  A  et  la  tangente  0  au 
cercle  G. 

Si  nous  faisons  mouvoir  la  droite  G  sur  A  et  9  et  parallèlement  au  plan  horizon* 
tal  de  projection  (qui  est  le  plan  directeur  du  conoïde)^  nous  engendrerons  un  pa- 
raboloïde  hyperbolique  £,  qui  sera  tangent  au  conoïde  donné  1  tout  le  long  de  la 
génératrice  G  qui  est  commune  à  ces  deux  surfaces  gauches  2,  et  2. 

Construisons  donc  le  plan  T  tangent  en  m  au  paraboloïde  2,,  nous  aurons  le  plan 
tangent  en  m  au  conoïde  2. 

Or  pour  construire  le  plan  T,  cherchons  la  génératrice  L  du  second  système  du  pa- 
raboloïde 2,  laquelle  passe  par  le  point  m,  la  droite  G  étant  la  génératrice  du  pre* 
rrder  système  de  ce  même  paraboloïde  2,,  laquelle  passe  aussi  par  le  point  ,m. 

La  tangente  6  sera  une  génératrice  du  système  ^  la  droite  A  sera  aussi  une  gé- 
nératrice du  même  système  L  ;  G  perce  la  ligne  de  terre  au  point  y  et  en  unissant 
les  points  y  et  A*  par  une  droite  G,,  on  aura  une  génératrice  du  système  G;  Ton  a 
en  la  droite  G,  la  trace  H^t  de  la  surface  paraboloïde  2,  et  en  la  droite  0  la  trace  Y^i 
de  cette  même  surface  paraboloïde  2,. 

Cela  posé  : 

La  droite  L  perce  le  plan  horizontal  au  point  p  situé  à  Tintersection  des  droites 
L*  et  V^-;  projetons  le  point  p  en  p*  sur  LT,  unissons  p"  avec  by  nous  aurons  L*. 

Le  plan  T  sera  donc  déterminé  par  les  deux  droites  G  et  L  de  systèmes  différents 
se  croisant  au  point  m. 

La  droite  L  sera  une  verticale  du  plan  T,  dès  lors  Y*  sera  parallèle  à  L*'  ;  la 
droite  G  sera  une  horizontale  du  plan  T,  dès  lors  H*  sera  parallèle  à  G^. 

495.  2''  Lorsque  la  courbe  directrice  est  tracée  sur  un  cyUndre.  Soit  donné  sur  le 
plan  horizontal  de  projection  {fig.  267  )  un  cercle  B  ayant  son  centre  au  point  A\ 

Regardons  le  point  A^  comme  la  projection  horizontale  d'une  droite  A  perpen  - 
dicalaire  au  plan  du  cercle  B  et  regardons  le  cercle  B  comme  la  trace  horizontale 
(et  dès  lors  la  section  droite)  d'un  cylindre  <f  ayant  ses  génératrices  droites  paral- 
lèles à  Taxe  A. 
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Supposons  que  le  cylindre  9  soit  développé  sur  un  plan,  le  cercle  B  se  transfor- 
mera en  une  droite  B,  et  sur  le  développement  traçons  un  cercle  C.  ayant  le  point  0. 
pour  centre. 

Lorsque  le  plan  sur  lequel  le  cylindre  9  est  supposé  planifié  sera  enroulé  sur  ce 
cylindre  9,  la  droite  B,  s*enroulant  sur  le  cercle  B,  le  cercle  C,  deviendra  une  courbe 
à  double  courbure  G  dont  la  projection  horizontale  sera  un  arc  du  cercle  B.  Suppo- 
sons que  Ton  mène  au  cercle  G,  deux  tangentes  parallèles  entre  elles  et  perpendi- 
culaires à  la  droite  B,,  et  enroulant  la  droite  x^y^  sur  le  cercle  B,  Tare  xy  sera  pré- 
cisément la  projection  horizontale  de  la  courbe  G. 

Gette  courbe  G  sera  complètement  déterminée  par  sa  projection  horizontale 
xy  et  par  sa  transformée  G,  ;  car  si  Ton  prend  sur  Tare  xy  un  point  J'y  il  sera  la 
projection  horizontale  d'un  point  z  de  la  courbe  G,  et  si  nous  connaissons  la 
hauteur  22^  du  point  z  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection,  nous  conna!- 
trons  d'une  manière  précise  la  position  du  point  z  dans  l'espace  ou  sur  la 
courbe  G. 

Or  si  Ton  prend  Tare  xJ"  et  qu'on  le  rectifie,  et  qu'on  le  porte  ainsi  rectifié  sur 
la  droite  B,  depuis  le  point  x^  jusqu'en  z\  et  si  par  ce  point  2'  on  élève  une  per- 
pendiculaire à  la  droite  B,  et  coupant  le  cercle  G,  en  un  point  2^,  il  est  évident  que 
le  point  z.  sera  le  transformé  du  point  z;  dès  lors  z^z'  sera  égale  à  la  hauteur  du 
point  z  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection. 

On  voit  donc  que  les  points  z" de  l'arc  xy  nous  donnent  les  projections  hori- 
zontales des  divers  points  z de  la  courbe  G  et  que  les  hauteurs  de  ces  points  z 

au-dessus  du  plan  horizontal  nous  sont  données  en  les  dislances  z^z'  tracées  sur  le 
développement  du  cylindre. 

Gela  posé  : 

Si  nous  menons  au  point  z^  une  droite  6*  tangente  au  cercle  B  (ou  G*)  nous  au- 
rons la  projection  horizontale  de  la  tangente  0  à  la  courbe  G  pour  le  point  z;  et  en 
menant  au  point  z,  une  tangente  9,  au  cercle  G.  nous  aurons  la  transformée  de  la 
tangente  9. 

Or  nous  savons  que  la  sous-tangente  pour  3,  est  égale  à  la  sous-tangente  pour  0; 
nous  porterons  donc  zY  sur  B^  depuis  le  point  z^  jusqu'au  point  q  et  la  droite  qz  ne 
sera  autre  que  la  tangente  9. 

Gela  posé  : 

Si  nous  faisons  mouvoir  une  droite  6  sur  l'axe  A  et  la  courbe  G  et  parallèlement 
an  plan  horizontal  de  projection  H,  nous  engendrerons  un  conoïdel. 

Si  nous  Taisons  mouvoir  une  droite  6  sur  Taxe  A  et  sur  la  tangente  0  et  parallè- 
lement au  plan  horizontal  de  projection  H,  nous  engendrerons  un  parabolcUde  hyper* 
boltque  2,. 

2*  PARTIE.  36 
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La^  généraÊrke  droite  G  pMsaol  par  lep<mt&  de  ki  (XMiirhe  C,  sera  comflMHie  «ox 
deux  surfaces  1  et  2,  et  ces  deux  surfaces  auroni  luéne  plan  étrecteyr  E. 

Si  donc  pour  un  point  m  de  la  droite  G  (qui  est  horizontale)  on  constmii  on  phn 
T  tangent  au  paraboioïde  2.  on  aura  le  j^an  tangent  au  point  m  au  conoïde  £. 

Cela  posé*  : 

Si  Fbii  unit  les  points  q  et  Â^  par  une  droite  H^'^  on  aura  la  trace  horizontale  d« 
parafaotoïde  2.. 

Si  par  le  point  m^  on  mène  une  droite  L^  parallèle  à  &\  on  aura  la  projeclîon  bo«- 
rizontale  de  la  génératrice  du  second  système  du  parabo)o!de  2,,  la  droite  G  étaal  ia 
génératrice  du  premier  système. 

La  droite  L^  coupe  H^i  an  point  p  qui  sera  la  trace  horizontale  de  la  droite  L*. 

On  connaît  donc  les  deux  génératrices  de  systèmes  tUfferents  G  et  L  qui  se  croisent 
ma  point  m. 

Dès  lors  on  connaît  le  plan  tangent  T,  et  sa  trace  H^  passera  par  le  point  p  et  sera 
parallèle  à  G*,  car  la  droite  G  est  une  horizontale  de  ce  plan  T. 

Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  d'examiner,  le  paraboioïde  hyperbolique  de 
raccordement  2,  est  rectangulaire^  car  dans  le  premier  cas  les  deux  plans  directeurs 
sont  pour  les  génératrices  du  système  G  le  plan  horizontal  de  projeclîon,  et  pour 
les  génératrices  du  système  L  le  plan  vertical  de  projection.  Dans  le  deuxième 
cas  le  plan  directeur  du  système  G  est  le  plan  horizontal  de  projection,  et  le  plan 
directeur  du  système  L  est  le  plan  mené  tangentiellement  au  cylindre  9  par  la  tan- 
gente 9w 

Dfems  le  premier  cas,  le  plan  directeur  du  système  L  est  oblique  à  la  génératrice  G 
suivant  laquelle  se  raccordent  le  conoïde  2  et  le  paraboioïde  2^. 

Dans  le  deuxième  cas,  le  plan  directeur  du  systèmehesX  perpendiculaire  à  la  gé- 
nératrice G  de  raccordement. 

496.  Tout  plan  X  qui  passe  par  une  génératrice  droite  G  d'une  surface  réglée  S 
est  tangente  à  celle  surface  2  en  un  certain  pointer  de  la  droite  G. 

Nous  aurons  donc  à  résoudre  le  problème  suivant  : 

Ê^ianl  donné  un  planX  passant  par  une  génératrice  droite  G  d'un  conoïde  2,  construire 
son  point  de  contact  x  avec  cette  surface  2. 

1*  La  courbe  directrice  du  conoïde  étant  plane. 

497.  Supposons  le  conoïde  2d€imé  ainsi  qu'il  a  été  dit  ci-dessus  {Jig.  266),  et 
soient  données  les  traces  V*  et  H*  {fig.  268)  d'un  plan  X  passant  par  une  généra- 
trice droite  G  du  conoïde  S,  ce  plan  X  sera  tangent  à  la  surface  2  en  un  certain 
point  or  situé  sw  la  droite  G,,  ei  Iron  se  propose  de  construire  les  projections  x**  et 
0^  de  ce  point  x. 
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Pour  y  parreDir,  traçons  la  tangente  6  an  cercte  directeur  C  et  au  poiai  è  qoi'est 
la  trace  verlicale  de  la  génératrice  G. 

La  droite  9  perce  la  ligne  de  terre  au  point  q  ;  unissons  les  points  q  et  A*  par  cme 
droite  H^i  nous  aurons  la  trace  horizontale  du  paraboloïde  2,  qui  se  raccmrde  tout 
le  long  de  la  droite  G  avec  le  conoïde  2. 

Les  traces  H*  et  H^i  se  coupent  en  un  point  p;  menons  par  ce  point  p  la  droite 
L*  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  nous  aurons  la  projection  horirontale  de  la  généra- 
trice du  système  L  suivant  laquelle  le  plan  X  coupe  le  paraboloïde  2,  ;  L*  coupe  G*  an 
point  a!^^  d*oà  Ton  déduit  le  point  x",  et  Ton  a  ainsi  les  projections  du  point  a?  en 
lequel  le  plan  X  touche  le  conoïde  1. 

2*  La  courbe  directrice  du  conoïde  étant  tracée  sur  un  cylindre. 

498.  S>ipposons  le  conoïde  2  donné  ainsi  qu'il  a  été  dit  {Jig.  267),  et  soit  donnée 
la  trace  H'  d'un  plan  X  passant  par  une  génératrice  droite  G  du  conoïde  2  (/^.  269), 
ce  plan  X  louchera  la  surface  £  en  un  point  x  situé  sur  la  droite  G,  et  l'on  demande 
de  construire  sa  projection  x^j  car  sa  hauteur  au-dessus  du  plan  horizontal  est  con- 
nuCy  puisqu'elle  est  égale  à  la  dislance  de  la  droite  G  à  ce  plan,  hauteur  qui  est 
donnée  en  z^z'  au  développement  du  cylindre  ç. 

Pour  y  parvenir,  traçons  la  tangente  9,  au  point  s,  du  cercle  C,  transformée  (sur 
le  développement  du  cylindre  cp)  de  la  courbe  G;  construisons  au  point  z^la  tan- 
gente 9*  au  cercle  B;  portons  la  sous-tangente  zYsur  5  depuis  a*  jusqu'en  ç;  tragons 
la  droite  qX'*^  nous  aurons  la  trace  horizontale  H^i  du  paraboloïde  S^  se  raccordant 
avec  le  conoïde  2  tout  le  long  de  la  génératrice  droite  G. 

Les  deux  traces  H""  et  H^i  se  coupent  en  un  point  p,  et  si  par  ce  point  p  nous  me- 
nons une  droite  L*  perpendiculaire  à  G*,  nous  aurons  en  cette  droite  L*  la  projection 
horizontale  de  la  génératrice  du  système  L  suivant  laquelle  le  paraboloïde  2,  est 
coupé  par  le  plan  X. 

Les  droites  L*  et  G*  se  couperont  au  pointa:*  qui  sera  la  projection  horizontale 
du  point  X  qui  est  le  point  de  contact  du  plan  X  et  du  conoïde  2. 

Construire  au  moyen  d'un  conoïde  le  plan  assujetti  à  passer  par  une  droite  et  à  être 
tangent  à  une  surface  donnée. 

498  bis.  Soient  d<mnées  une  droite  D  et  une  surface  S,  imaginons  une  série  de 

plans  parallèles  entre  eux  X,  X',  X^' coupant  respectivement  Ja  droite  Daux 

points  JT,  xfj  xf' et  la  surface  S  suivant  les  courbes  d,  ^j  d^\*..., 

ProjetGiM  ortbogonalement  la  droite  D  et  les  ooorbes  i..^.  sur  un  plan  H  parallèle 

aux  divers  plans  sécants  X ,  nous  aurons  les  ooorbes  d*,  ^\  i"^^-...  et  la 

dbxMte  1/  et  les  poiats  j^^  a/\  a^\ situés  sur  œtte  droite  D*. 
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Cela  fait)  imaginons  par  le  point  x  une  droite  G  tangente  à  la  courbe  d  et  en  un 
point  rf,  par  le  point  od  une  droite  G'  tangente  à  la  courbe  d'  et  en  un  point  dH^  et 
ainsi  de  suite. 

Les  diverses  droites  G  formeront  nn  conoîde  £,  ayant  la  droite  D  pour  directrice 

dnÂte  et  la  courbe  y  lieu  des  points  dy  d*^  d"^ pour  directrice  courbe ,  et  son  plan 

directeur  sera  le  plan  H. 

Le  conoîde  £,  sera  tangent  à  la  surface  £  en  tous  les  points  de  la  courbe  y,  car 
si  par  le  point  d  on  conçoit  la  tangente  9  à  la  courbe  y  et  la  tangente  G  à  la 
courbe  d ,  ces  deux  droites  G  et  G  détermineront  un  plan  tangent  à  la  surface  £  et 
au  conoîde  S,  en  ce  point  d. 

Si  donc  pour  un  certain  point  m  de  la  courbe  y,  le  plan  @  tangent  à  la  sur- 
face £  passe  par  la  droite  D^  ce  plan  0  sera  le  plan  tangent  demandé,  et  ce  plan O 
sera  aussi  tangent  au  conoîde  £.. 

Mais  ce  plan  0  sera  tangent ,  non  pas  seulement  pour  le  point  m  de  la  généra- 
trice droite  G,  de  ce  conoîde,  mais  encore  eu  tous  les  points  de  cette  génératrice  G,  ; 

et  en  effet,  les  droites  G se  projetteront  sur  le  plan  H  suivant  des  droites  G* 

passant  respectivement  par  les  points  a^ et  tangentes  respectivement  aux 

courbes  d^ en  les  points  d* Si  nous  supposons  que  les  plans  X ,  X', sont 

successifs  et  infiniment  voisins ,  les  droites  G  et  G',  G'  et  G^', seront  des  généra- 
trices droites  successives  et  infiniment  voisines. 

Parmi  toutes  les  droites  G*,  G'*,  G"*, successives  et  infiniment  voisines,  il  y 

en  aura  une  G,*  qui  fera  avec  D*  un  angle  «,  plus  petit  que  les  angles  «,  a',  a'^, 

que  font,  du  même  côté  que  a,  et  avec  D*,  les  droites  G*,  G'*,  G"*, 

Si  donc  on  mène  parles  points  x, iç', x'', des  droites  B, B\B", paral- 
lèles à  la  droite  G, ,  ces  droites  ne  couperont  pas  les  courbes  d,  d',  d^, et  elles 

formeront  un  plan  0  passant  par  la  droite  D  et  la  droite  G,  et  ne  rencontrant  la 
courbe  y  qu'au  point  m  dont  la  projection  m*  sera  sur  3,*  le  point  de  contact 
de  G,*  et  de  cette  courbe  d,*. 

Le  plan  0  sera  donc  tangent  en  m  et  au  conoîde  S,  et  à  la  surface  2  et  passera 
par  la  droite  D,  il  sera  donc  le  plan  demandé. 

Au  point  m,  construisons  la  tangente  9,  à  la  courbe  y,  cette  tangente  sera  dans 
le  plan  0  ;  au  point  x^ ,  en  lequel  G,  coupe  D ,  le  plan  tangent  T  au  conoîde  £, 
passe  par  G,  et  D.  Or,  les  droites  D  et  9.  sont  dans  le  plan  0  en  même  temps  que 
la  droite  G,,  les  deux  plans  T  et  0  ne  forment  donc  qu'un  seul  et  même  plan. 

Si  Ton  voulait  construire  le  paraboloîde  hyperbolique  S,  se  raccordant  avec  le 
conoîde  S,  tout  le  long  de  G, ,  on  devrait  faire  mouvoir  la  droite  G,  sur  les  deux 
droites  D  et  9,  et  parallèlement  au  plan  H,  on  engendrerait  donc  le  plan  0;  donc 
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le  plan  0  est  tangent  au  conoïde  £,  tout  le  long  de  la  droite  G,  ;  donc  le  conoïde  S, 
est  dévoloppable  tout  le  long  de  cette  génératrice  droite  6, . 

Dans  la  pratique  y  on  ne  peut  pas  avoir  des  courbes  iji\y\ successives  et 

infiniment  voisines,  on  n'a  jamais  que  des  courbes  à  distance  finie  les  unes  des 
autres 9  mais  que  Ton  peut  prendre  assez  rapprochées  les  unes  des  autres  pour 

que  la  droite  6,  qui  fait  avec  D^  un  augle  a,  plus  petit  que  les  angles  a^oL^a' 

que  font  avec  D^  les  droites  G^,6'*,G''\ situées  à  distance  finie  les  unes  des 

autres,  pour  que  cette  droite  G,,  dis-je,  occupe  à  très-peu  près  la  position  que 
doit  rigoureusement  et  géométriquement  occuper  la  droite  désignée  ci -dessus 
par  G,. 

La  méthode  du  conaide  tangent ,  pour  construire  le  plan  tangent  à  une  surface  £ 
et  assujetti  à  passer  par  une  droite  D ,  est  donc  une  méthode  approximative  dans 
Vapplicationy  et  de  plus  elle  exige  que  la  surface  £  soit  définie  par  une  série  de 

sections  horizontales  3,3^9^^ que  Ton  prend  ordinairement  équidistantes  entre 

elles.  Cette  méthode  est  due  à  Meunier^  général  du  génie  militaire  ;  il  Tavait  pro^ 
posée  pour  la  construction  du  plan  de  défilement  (n*  383  ter). 

De  rintersection  d'une  surface  de  révolution  avec  /'tin  ou  Vautre  des  deux  concides 
précédents  y  la  surface  de  révolution  ayant  la  directrice  droite  A  pour  axe  de 
révolution. 

499.  Si  Ton  a  un  conoïde  £  donné  ainsi  qu'il  vient  d'être  dit  ci-dessus  et  une 
surface  de  révolution  A  ayant  pour  axe  de  rotation  la  directrice  droite  A  du 
conoïde ,  il  sera  facile  de  construire  la  projection  horizontale  f  de  la  courbe  i 
intersection  de  ces  deux  surfaces  £  et  A. 

Et  en  effet,  il  suffira  de  mener  une  suite  de  plans  horizontaux  X,X\X'^ 

lesquels  couperont  respectivement  le  conoïde  £  suivant  une  ou  plusieurs  généra- 
trices droites  et  la  surface  de  révolution  A  suivant  un  ou  plusieurs  cercles  ayant 
tous  leurs  centres  situés  sur  l'axe  A. 

On  aura  donc  dans  le  plan  X  des  droites  G,  6, , et  des  cercles  6,  6,  » 

—  X'        —        g;  6',, et        —         6',  6',, 

.  Et  ainsi  de  suite. 

Dès  lors  les  droites  G\G^, couperont  les  cercles  fi^^S*, , (qui  ont  pour 

centre  commun  le  point  A*)  en  des  points  ;i^ qui  seront  les  projections  des 

points  X ,  en  lesquels  se  coupent  dans  l'espace  les  droites  G, G,, et  les 

cercles  6,  6„ 

Les  points  a^ appartiendront  donc  à  la  courbe  d^  projection  horizontale  de 

la  courbe  d  lieu  des  points  x Et  en  opérant  de  même  par  rapport  aux 
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droites  et  aux  cercles  srtTiés  respectivement  dans  les  divers  plans  auxiliaires 

X',  X", on  obtiendra  les  divers  points  ar*, a;'*, x'*, de  la  corirbe 

demandée  3*. 

500.  Étant  donnée  une  courbe  3*  tracée  sur  un  plan  H,  on  pourra  toujours 
regarder  cette  courbe  comme  la  projection  orthogonale  sur  ce  plan  H  de  la 
courbe  S  intersection  ;  P  d'un  certain  conoïde  S  ayant  le  plan  H  pour  plan  direc- 
teur et  pour  droite  directrice  une  perpendiculaire  A  au  plan  H,  et  2*  d'une  certaine 
surface  de  révolution  A  ayant  la  droite  A  pour  axe  de  rotation. 

Et  en  effet  : 

Menons  par  la  droite  A  un  plan  M,  et  traçons  dans  ce  plan  une  courbe  arbitraire  y, 
cette  coarbe  y  en  tournant  autour  de  faxe  A  engendrera  une  surface  de  révo- 
lution A  dont  elle  sera  la  courbe  méridienne. 

Du  point  A*  comme  centre  et  avec  un  rayon  arbitraire  R ,  traçons  sur  le  plan  H 
un  cercle  B  et  regardons  ce  cercle  comme  la  section  droite  d'un  cylindre  «p  ayant 
la  droile  A  pour  axe  de  révolution. 

Par  un  point  a;*  de  3*  menons  la  droite  G*  passant  par  le  point  A*,  cette  droite  G* 

coupera  le  cercle  B  en  un  point  a*  ;  du  point  A*  comme  centre  avec  A*a^  pour 
rayon,  décrivons  le  cercle  6*  coupant  la  droite  H"  en  un  point  p;  par  ce  point  p 
menons  dans  le  plan  M  une  verticale  coupant  la  courbe  y  en  un  point  y. 

Cela  fait ,  par  le  point  z^  concevons  la  génératrice  droite  E  du  cylindre  <p  et 

portons  de  J^  en  z  sur  cette  droite  K  une  longueur  égale  à  py;  opérons  de  même 
pour  tous  les  points  a^  de  la  courbe  d^,  nous  obtiendrons  sur  le  cylindre  <p  une 

suite  de  points  z qui  détermineront  une  courbe  à  double  courbure  G  qui  sera 

la  direcîrice  courbe  du  conoïde  £. 

£t  les  deux  surfaces  S  et  A  se  couperont  suivant  une  courbe  d  qui  se  projettera 
sur  le  plan  H  en  la  couibe  donnée  Sf". 

On  voit  donc  que  la  courbe  y  est  arbitraire  et  que  la  courbe  G  prend  une  forme 
particulière  et  qui  dépend  :  1""  de  la  nature  géométrique  et  de  la  position  sur  le 
plan  M  de  la  courbe  y ,  et  2°  de  la  nature  géométrique  de  la  courbe  donnée  Sf"  y  et 
de  la  position  donnée  au  point  A^. 

501.  Les  considérations  géométriques  précédentes  nous  permettront  de  con- 
struire graphiquement  la  tangente  en  un  point  quelconque  d'une  spirale  trigono- 
métriqtie  et  de  certaines  autres  courbes  dont  on  connaîtra  l'équation  polaire. 
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DES   SPIRALES   TRIGONOHJËTRIOtUES. 

502.  Les  spirales  trigonométriques  sont  au  Dombre  de  sept,  dont  voici  le 
tableau. 

La  spirale  1""  sinusoïde  ayant  pour  équation  p  =  asim  tt>. 

—  2*  comnuêmie,  .     • p.=:«coë.u» 

—  âr  iangenUnée,  ^ p  =  a  tang.  o». 

—  4"*  cotangentoïde p  =  a  cotaog.  <a» 

—  &"  sécanUnde p  =  asécant.»» 

—  6*  cosécanioxde p  =  a  coséc.  «. 

—  ?•  ùnus-versotde p  =  asin.-yers.». 

La  construction  par  points  de  chacune  de  ces  spirales  ne  peut  offrir  de 
difficulté  9  nous  supposerons  donc  que  chacune  de  ces  courbes  est  donnée  par 
son  tracé. 

Le  point  A^  sera  placé  au  pôle  de  la  courbe  spfrale  et  la  droite  origine  des 
angles  o  sera  prise  perpendiculaire  à  H"  trace  du  plan  méridien  M,  dont  nous  avons 
parlé  ci -dessus. 

Cela  dit,  appliquons  les  considérations  géométriques  exposées  (n*  500)  à  la 
construction  graphique  de  la  tangente  en  un  point  de  chacune  de  ces  sept 
spirales. 

i""  De  la  spirale  sinusoïde. 

503.  L'équation  de  la  spirale  sinusoïde  est  p=asin.ct>9  traçons  (/i^.  270)  un 
cercle  B  avec  un  rayon  égal  à  a  ;  menons  par  le  centre  A'^  du  cercle  B  un  rayon 
AV  faisant  avec  le  diamètre  AV  un  angle  a>  ;  abaissons  du  point  n^  une  per- 
pendiculaire sur  la  droite  A^o  origine  des  angles  ci>;  portons  sur  le  rayon  AV  du 
point  A^  en  m^  une  longueur  égale  à  pn^,  on  aura  en  m^  un  point  de  la  apirate 
sinusoïde  d*. 

Et  en  effet  désignant  AW  par  p,  cooiaie  pii^=asinusa>,  on  aura  par  construc- 
tion :  p=asin.a>.  ;  pour  cù  =  0^  tout  comme  pour  (k>  =  180' et  ai^=360'*,  on  a 
p=:0,  donc  la  courbe  d*  passe  par  le  centre  du  cercle  B;  pour  a>=90°  tout 
comme  pour  (0=270'' ,  on  a  p =11,  donc  la  courbe  ^  passe  par  les  pointa  i  et  t'  en 
lesquels  le  cercle  B  est  coupé  par  le  diamètre  AH  perpen4iculaire  au  diamètre 
origine  des  angles  oj>  ;  la  spirale  sinusoïde  a  donc  la  forme  d'un  8. 

Par  le  point  A^  élevons  une  droite  A  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  B  et  par 
cette  droite  A  menons  un  plan  M  ayant  pour  trace  H"  la  droite  îi^  Au  point  0  me- 


—  294  — 

nons  une  tangente  au  cercle  B  et  prenons  cette  tangente  pour  ligne  de  terre  LT 
ou  trace  horizontale  H"  d*un  plan  N  tangent  au  cylindre  9  ayant  la  droite  A  pour 
axe  de  rotation  et  le  cercle  B  pour  section  droite. 

Cela  posé  :  du  point  A*  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  p=A*m*  décri- 
vons un  cercle  6*  coupant  la  droite  H"  au  point  y,  les  deux  points  y  et  m^  seront  sur 
une  perpendiculaire  à  LT. 

Dans  le  plan  M  traçons  une  courbe  y  dont  nous  désignons  par  z  les  ordonnées 
parallèles  à  Taxe  A  et  par  p,  les  abscisses  comptées  sur  H"  à  partir  du  point  A*, 
pris  pour  origine  des  coordonnées  z  et  p^. 

Nous  pourrons  poser  Téquation  p,  =/(«),  qui  sera  Téquation  de  la  courbe  7. 

Projetons  pn^  en  oq  et  sur  la  droite  LT  élevons  une  droite  (/n*'  égal  au  z  de  la 
courbe  y  correspondant  à  rabsci86ep,  =  A*j/;  comme  oqf=pm*=A*j^=p=p,= 
a.  sin.  Cl)  ;  on  voit  que  si  Ton  trace  sur  le  plan  N  (ou  le  plan  vertical  de  projection  LT) 
une  courbe  7"  qui  soit  la  projection  de  la  courbe  7,  l'équation  de  y"  sera  x=f(z) 
en  désignant  oq  par  x. 

Dès  lors  en  faisant  tourner  la  courbe  7  autour  de  Taxe  A  on  aura  une  surface  de 
révolution  A,  et  le  cylindre  projetant  7  en  7**  coupera  le  cylindre  ç  suivant  une  courbe 
à  double  courbure  G  qui  sera  la  directrice  courbe  du  conoïde  I  ayant  le  plan  du 
cercle  B  pour  plan  directeur  et  l'axe  A  pour  directrice  droite,  et  ces  deux  surfaces  A 
et  1  se  couperont  suivant  une  courbe  d  qui  se  projettera  en  ^.  On  voit  donc  que 
Ton  peut  avoir  une  infinité  de  systèmes  de  surfaces  A  et  2  s'entrecoupant  suivant 
une  courbe  dont  la  projection  soit  la  spirale  sinuscnde^  puisque  Ton  peut  prendre 
pour/ (2)  toute  fonction  en  z  que  Ton  voudra.  Parmi  tous  ces  systêniesy  le  plus 
simple  est  celui  pour  lequel  la  courbe  7  est  une  ligne  droite,  qui,  tracée  dans  le  plan 
M,  passe  par  le  centre  A*  du  cercle  B. 

Alors,  la  surface  A  est  un  cône  de  révolution  autour  de  Taxe  A  et  ayant  son  som- 
met au  point  A*,  et  la  courbe  directrice  G  est  la  section  faite  dans  le  cylindre  vertical 
et  de  révolution  cp  par  un  plan  qui,  tangent  au  cône  A,  serait  perpendiculaire  au 
plan  M.  La  courbe  G  sera  donc  une  ellipse  dont  le  centre  sera  précisément  le  sommet 
A*  du  cône  A.    - 

Ce  système  permet  de  construire  très-simplement  la  tangente  en  un  point  m*  de  la 
spirale  sinusoïde  3*. 

Et  en  effet  : 

Pour  avoir  la  tangente  6  au  point  m  de  la  courbe  iy  il  faudra  :  1*  construire  le 
plan  T  tangent  en  m  au  cône  A,  la  trace  H*  de  ce  plan  sera  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  A*m*  et  passera  par  le  point  A*;  2*  construire  le  plan  0  tangent  en 
m  au  conoïde  2  ;  or,  il  est  évident  que  la  droite  K*  qui,  passant  pas  le  point  m*,  sera 
perpendiculaire  à  A*»i*,  sera  la  projection  horizontale  de  la  génératrice  K  du  second 
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système  du  paraboloïde  2,  se  raccordant  avec  le  conoïde  £  tout  le  long  de  la  gêné* 
ratrice  droite  horizontale  G  qui,  s'appuyant  sur  Taxe  A  et  l'ellipse  C,  passe  par  le 
point  m.  Cette  droite  K  percera  le  plan  horizontal  au  point  s  situé  sur  la  droite  A*o  ; 
si  donc  par  ce  point  s  on  mène  la  droite  H®  parallèle  à  A*m*  (qui  représente  G*),  on 
«.idrara  la  trace  horizontale  du  plan  0. 

Les  deux  droites  H""  et  H^  se  coupent  en  un  point  b  qui  sera  la  trace  horizon* 
taie  de  la  tangente  9;  dès  lors  bm^  sera  la  tangente  au  point  m*  de  la  spirale  si- 
nusoïde. 

Dans  la  fig.  271 ,  nous  avons  donné  les  seules  constructions  graphiquesàexécuter 
pour  avoir  la  tangente  9  en  un  point  m  d'une  spirale  sinusoïde  d,  le  point  o  étant  le 
pâte  et  la  droite  oR  étant  l'origine  des  angles  a». 

Dans  cette  figure  il  est  facile  de  voir  que  ms=ob;  quebsmo  est  un  rectangle; 
que  la  tangente  9  coupe  la  droite  oR  en  un  point  p  qui  est  le  milieu  de  bm  et  de  so^ 
et  que  dès  lors  pour  avoir  la  tangente  9  il  suffit  d'élever  sur  le  milieu  r  du  rayon 
vecteur  p=om  une  perpendiculaire  à  ce  rayon  vecteur,  laquelle  coupera  la  droite 
oR  en  un  point  p,  et  la  droite  pm  sera  la  tangente  9  demandée. 

i!^  De  la  spirale  cosinusoide. 

504.  Si  l'on  a  construit  la  spirale  sinusoïde  3  (^fig.  272),  o  étant  le  pôle  et  oR  la 
droite  origine  des  angles  o),  on  a  l'équation 

p=a.6in.<s) 

Mais  si  au  lieu  de  compter  les  arcs  (qui  dans  le  cercle  B  mesurent  les  angles  oo) 
à  partir  du  point  b  en  marchant  sur  le  cercle  B  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche/, 
on  comptait  des  arcs  mesurant  des  angles  &>'  complémentaires  des  angles  a>  en  par- 
tant du  point  6'  et  marchant  sur  le  cercle  B  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche/,  on 
voit  de  suite  que  pour  un  point  m  de  la  courbe  d  on  aura  : 

om=:j9n=op'       or       pn=asin(i>       et       op'  =  acosu>' 

Donc  l'on  aura  pour  l'équation  de  la  courbe  i 

ou      p=:asinci>       ou      p=acosw' 

La  spirale  cosinusoide  n'est  donc  autre  que  la  spirale  sinusoïde. 

504  bis.  Si  l'on  cherche  par  Yanalyse  l'équation  polaire  d'un  cercle,  en  suppo. 

T  PART».  57 
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sant  que  le  pôle  o  eM  sitaé  sur  la  circonfiéreftce,  on  trouve  précisément  p = a  sin  c» 
ou  p= a  cos  a>',  suivant  que  Ton  compte  les  angles  tù  à  partir  de  la  tangente  menée 
au  cercle  par  le  fÔle  o^  ou  que  Ton  compte  les  angles  o)'  à  partir  du  diamètre  pa^ 
sant  par  ce  pôle  o. 

Et  il  est  facile  de  voir  qu'en  faisant  varier  le  signe  de  la  ligne  trigonomélrique 
{sinus  ou  cosinus)  ou  en  faisant  varier  les  angles  &>  ou  w'  depuis  0*  jusqu'à  360*,  le& 
équations  p  =  a  sin  co  et  p  =  a  cos  w'  représentent  deux  cercles  de  même  rayon  et 
tangents  Tun  à  l'autre  par  le  pôle  o. 

Sans  avoir  besoin  de  recourir  à  Vatmlysej  il  nous  sera  facile  de  démontrer  que 
la  spirale  sinusoïde  ou  cosinusoîde  n'est  autre,  en  effet,  que  deux  cercles  de  même 
rayon  et  tangents  l'un  à  l'autre  au  pôle  o  {fig.  271  bis). 

Et  en  effet,  nous  avons  trouvé  que  la  spirale  5  jouissait  de  la  propriété  remar- 
quable,  savoir  :  que  si  d'un  point  quelconque  p,  p' de  la  droite  R  origine  des 

angles  ci>,  on  menait  une  tangente  à  cette  courbe  d,  ou  avait  toujours  po^pm^ 

p^o^pW, On  devra  donc  pourvoir  construire  une  série  de  cercles  C,  C, 

tous  tangents  entre  eux  au  point  o  et  respectivement  tangents  à  la  spirale  S,  au 

point  wî ,  m' , La  courbe  S  sera  dont  V enveloppe  de  la  série  des  cercles  C ,  C, 

considérés  commodes  enveloppées.  Mais  tous  ces  cercles  C,  C, s'enveloppent 

les  uns  les  autres  ;  il  est  dès  lors  impossible  de  construire  une  courbe  S  qui  leur 
soit  tangente  en  d'autres  points  que  le  point  o  qui  est  leur  point  de  contact  et 
qui  est  le  seul  point  que  ces  cercles  puissent  avoir  en  commun  en  les  considérant 
deux  à  deux ,  et  en  considérant  deux  cercles  successifs  et  infiniment  voisins. 

La  courbe  d et  tous  les  cercles  C,C', doivent  donc  se  confondre  en  une 

seule  et  même  courbe ,  et  dès  lors  il.  est  démontré  (puisque  d'ailleurs  la  spirale  $ 
doit  couper  la  droite  R'  en  deux  pointe  dirtasits  chacun  da  pôle  o  d'une  quantité 
égale  à  a) ,  que  la  spirale  d  n'est  autre  que  deux  cercles  tangents  l'ua  à  l'autre  el 
ayant  chacun  leur  rayon,  égal  à  :  ( ^  a ). 


3""  De  la  spirale  ùmgentcïde. 


505.  L'équation  de  la  spirale  tangentoïde  est  p=a  tang,  a>  ;  traçons  un  cercle  B 
{fig.  273)  (avec  un  rayon  égal  à  a),  et  menons  par  son  centre  A*  un  rayon  A*g 
coupant  au  point  q  la  tangente  au  cercle  B  menée  au  point  o  en  lequel  ce  cercle  B 
est  coupé  par  la  droite  A^o^  origine  des  angles  «•  Oa  aura  : 


09  :=  a .  tâng .  (0 
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Portons  09  de  A*  en  m*,  dods  aurons  alors  uo  point  m*  d'une  courbe  d*,  dont  i'é- 
quation  sera  précisément  p= a.  tang.  co,  en  désignant  A*m*parp. 

Cela  posé  : 

Du  point  A*  comme  centre  et  avec  A*m*  pour  rayon,  décrivons  un  cercle  S'^  cou- 
pant la  droite  H"  perpendiculaire  à  la  droite  A^o  en  un  point  p,  on  aura  : 

A*m*=o9  =  A'*/> 

Dès  I0T8,  désigntint  A*p  par  p,,  on  pourra  dans  le  plan  M  tracer  une  courbe  7 
ayant  pour  équation 

Et  désignant  0^  par  x,  Téquation  de  y**  sera 

x=f{z) 

Si  Ton  fait  tourner  la  courbe  7  autour  de  Taxe  A,  on  aura  nne  surface  de  révo- 
lution A;  et  si  l'on  fait  mouvoir  parallèlement  au  plan  horizontal  de  projection  une 
droite  G  s'appuyant  sur  Taxe  A  et  sur  la  courbe  7*,  on  aura  un  conoïde  2. 

Les  deux  surfaces  A  et  2  se  couperont  suivant  une  courbe  5  dont  la  projection  3* 
sera  la  spirale  tangentdide. 

On  peut  prendre  pour/(«)  une  fonction  de  z  de  telle  forme  que  l'on  voudra,  on 
aura  donc  une  infinité  de  systèmes  de  surfaces  A  et  2  donnant  la  spirale  tangen- 
toïde  pour  la  projection  de  la  courbe  à  double  courbe  à  suivant  laquelle  elles  s'en- 
tre-coupent. 

Parmi  tous  ces  systèmes  le  plus  simple  sera  celui  pour  lequel  la  courbe  y  sera 
une  droite  passant  par  le  point  A*  ;  dès  lors,  la  ligne  y*  sera  une  droite  parallèle  à 
la  droite  y. 

Dans  ce  système  particulier,  la  surface  A  sera  un  cône  de  révolution  ayant  son 
sonnnet  au  point  A^  et  ayant  la  droite  A  pour  axe  de  révolution  et  le  conoïde  S  sera 
an  paraboloide  hyperbolique  ayant  les  droites  A  et  y''  pour  directrices  et  le  plan  hori- 
zontal de  projection  pour  plan  directeur. 

506.  La  construction  de  la  tangente  en  un  point  m^  de  la  spirale  tangentoïde 
sera  facile;  car  elle  sera  la  projection  de  la  droite  intersection  du  plan  T  tangent  en 
fil  au  cône  A  «t  du  plan  ©  tangent  en  ce  mlôme  point  m  an  paraboloïde  hyperbo- 
lique Z. 

Pai  indiqué  sor  la  fig.  SL73  -toutes  les  constroetiom,  il  sera  fecile  de  les  lire, 
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puisque  nous  avons  appris  à  construire  le  plan  tangent  en  un  point  d'un  parabo- 
loïde  hyperbolique. 

507.  La  construction  de  la  tangente  6  en  un  point  m  d*une  spirale  tangentoïde  dj 
{fig.  274)  dont  on  connaît  le  pôle  o  et  la  droite  oR  origine  des  angles  a>,  se  réduit 
donc  en  définitive  aux  opérations  graphiques  suivantes  : 

Par  le  point  o  on  mène  uoe  droite  or  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  om; 
par  le  point  m  on  mène  une  droite  ms  perpendiculaire  à  la  droite  oR  et  la  coupant 
au  point  s;  par  ce  point  s  on  mène  une  droite  sr  parallèle  au  rayon  vecteur  om  et 
coupant  la  droite  or  au  point  r  ;  en  joignant  les  points  r  et  m  on  a  la  tangente  9  de- 
mandée (*) . 

4*"  De  la  spirale  cotangentaide. 

m 

508.  Si  pour  une  courbe  ^  dont  Téquation  est  p=a  cot.  o»,  nous  faisons  les 
mêmes  constructions  que  pour  la  spirale  tangentoïde,  il  est  facile  de  voir  que  cette 
courbe  d^  sera  encore  la  projection  de  Tintersection  d*un  cône  droit  A  et  d'un  para- 
boloïde  hyperbolique  £,  ces  deux  surfaces  A  et  2  étantî^placées  Tune  par  rapport  à 
Tautre  absolument  conmne  le  cône  et  le  paraboloïde  le  sont,  lorsque  nous  avons 
examiné  la  spirale  tangentoïde.  Nous  pouvons  donc  affirmer  que  les  spirales  tan- 
gentoïde et  cotangentoïde  dont  les  équations  sont  : 

P  =  atang(i>         et         p=acoia> 

sont  des  courbes  identiques,  en  se  sens  qu'en  laissant  l'une  fixe  et  faisant  tourner 
l'autre  autour  du  pdfe,  on  pourra  superposer  ces  deux  courbes. 

5""  De  la  spirale  sécanloide      et      6""  De  la  spirale  cosécantdide. 

509.  Il  suffit  de  jeter  les  yeux  sur  la  fig.  275  pour  reconnaître  que  la  courbe 
représentée  par  l'équation  :  p=a  sécant»,  n'est  autre  que  la  droite  D  tangente 
en  n  au  cercle  B  ayant  son  rayon  égal  à  « ,  et  que  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion :  p=acosécanta>',  n'est  autre  que  la  droite  D'  tangente  au  point  v!  au  même 
cercle  B. 


(^  Voyez,  dans  les  Compléments  de  géométrit  descriptive,  le  mémoire  qui  a  pour  litre:  Construc- 
tion de  la  tangente  en  un  point  multiple  d^une  courbe  dont  Céquation  est  inconnue;  mémoire  que 
j'ai  publié  pour  la  première  fois  dans  le  21*  cahier  du  Journal  de  l'École  polytechnique. 

Voyez  aussi,  dans  les  Développements  de  géométrie  descriptive^  le  chapitre  II,  page  124. 
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7''  De  la  spirale  sinus^versdide. 

510.  L'équation  delaspirale  sinus-versoïde  est  :  p=asin-versci);  pour  construire 
celle  courbe,  nous  tracerons  {fig.  276)  un  cercle  B  avec  un  rayon  égal  à  a;  la 
ligne  LT  passant  par  son  centre  A*  étant  prise  pour  origine  des  angles  o) ,  nous 
porterons  sur  le  rayon  vecteur  A*w,  le  sinus-verse  op  depuis  le  point  A*  jusqu'en 
m*;  et  la  courbe  3*,  lieu  des  points  m\  aura  la  forme  d'un  8  (ses  branches  se  croi- 
sant au  point  A*  centre  du  cercle  B  et  touchant  ce  même  cercle  B  aux  points  t  et  i' 
situés  sur  le  diamètre  perpendiculaire  à  LT). 

Cela  posé  : 

Si  nous  prenons  la  droite  LT  pour  ligne  de  terre ,  nous  pourrons  tracer  dans  le 
plan  vertical  de  projection  LT  une  courbe  y  ayant  pour  équation  p,  =f{z). 

Ayant  élevé  par  le  point  A*  la  verticale  A ,  la  courbe  y  aura  une  position  déter- 
minée par  rapport  à  cet  axe  A  ;  faisons  glisser  parallèlement  à  lui-même  Taxe  A 
pour  le  transporter  en  A',  en  cette  position  la  droite  A'  perce  la  ligne  de  terre  LT 
au  point  o  situé  sur  le  cercle  B  et  la  courbe  y  aura  pris  une  position  parallèle  •/. 

Cela  posé,  faisons  tourner  la  courbe  y  autour  de  Taxe  A ,  on  aura  une  surface 
de  révolution  A;  regardons  la  courbe  y  comme  la  base  sur  le  plan  vertical  LT  d'un 
cylindre  l  ayant  ses  génératrices  droites  perpendiculaires  au  plan  vertical  LT  ,  ce 
cylindre  Ç  coupera  le  cylindre  de  révolution  9,  qui  a  le  cercle  B  pour  base  hori- 
zontale et  pour  section  droite,  suivant  une  courbe C  ;  et  le  conoïde  S  sera  engendré 
par  une  droite  6  se  mouvant  parallèlement  au  plan  horizontal  de  projection  en  s'ap- 
puyaut  sur  l'axe  A  et  la  courbe  C. 

Les  deux  surfaces  de  révolution  A  et  conoïde  2  s'entre-couperonl  suivant  une 
courbe  i  dont  la  projection  i^  sera  précisément  la  courbe  sinus-versoïde. 

Parmi  les  divers  systèmes  de  surface  A  et  S,  on  peut  prendre  le  plus  simple,  qui 
sera  celui  pour  lequel  la  courbe  y  sera  une  droite  D  passant  par  le  point  A*  centre 
du  cercle  B.  Dès  lors  la  surface  A  sera  un  cône  de  révolution  ayant  son  sommet  au 
point  A*  et  ayant  la  droite  A  pour  axe  de  rotation ,  et  la  courbe  C  sera  une  ellipse , 
car  alors  /  sera  une  droite  D' parallèle  à  D  et  passant  par  le  point  o,  et  le  cylindre  Ê 
sera  un  plan  P  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  et  ayant  pour  trace  V" 
la  droite  D' elle-même. 

Le  conoïde  1  aura  donc  pour  directrice  courbe  l'ellipse  C  section  faite  dans  le 
cylindre  cp  par  le  plan  P. 

51 1 .  Les  surfaces  particulières  A  et  2  permettent  de  construire  assez  simplement 
la  tangente  en  un  point  m!"  de  la  sinus-versoïde  d^  ;  et  en  effet ,  cette  tangente  sera 
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rintersectioQ  des  plans  T  tangent  au  cône  A  au  point  m ,  et  du  plan  0  tangent  au 
conoïde  S  en  ce  même  point  m. 

Il  est  évident  que  H*  passera  par  le  point  A^  et  sera  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  ANn*. 

Pour  constniire  ïP ,  bobs  mènerons  au  point  n  «n  leqo^  le  cercle  B  est  coupé 
par  la  droite  A*m*  une  tongeilte  à  ve  cercle,  laquée  coupera  H*  en  un  point  *. 
La  droite  ^A^  sera  donc  la  trace  horizontale  du  parabdiotde  ^hyperirolique  2),  se 
raccordant  avec  le  conoïde  £  tout  le  long  de  la  génécatrice  droite  Ji  passant  par  le 
point  m. 

Si  donc  nous  menons  par  m*  une  droite  K*  perpendiculaire  am  rayon  vecteur 
A*m*,  elle  percera  la  droite  «A*  en  un  point  r  qui  sera  la  trace  horizontale  de  la 
génératrice  du  9econd  système  E  du  paraboloïde  2,. 

Dès  lors  menant  par  le  point  r  une  droite  BP  parallèle  à  A^n^  qui  rf est  autre  que 
ij^j  on  aura  fat  trace  in  pian  0. 

Les  deux  traoes  H^  et  H^  se  coupent  en  un  point  b  et  unissant  les  points  6  et  m^ , 
on  aura  la  tangente  à  la  courbe  d^. 

Dans  la  fig.  277 ,  nous  n'avons  tracé  que  les  lignes  strictement  nécesBmres  pour 
la  construction  de  la  tangente  en  un  point  m  d'une  sinu^-Fersoïde  d.,  dont  le  peint 
0  serait  le  pôle  et  la  droite  op  Y  origine  des  angles  u. 

512.  Appliquons  les  principes  exposés  ci-deesus  à  quelques  autres  oourbes  dont 
Téquation  polaire  serait  : 

8*  p. 00= a  spirale  hyperbolique  ; 

9*  p    =a.(ù spirale  d'Archimède  ; 

10**  p*   =a.û) spirale  parabolique  du  premier  genre , 

11»  p    =0.(0  .......  spirale  parabolique  du  second  genre. 

8*  Spirale  hypertolîque  y  pa)=a. 

513.  En  se  rappelant  ce  que  nous  avons  dît  ci-dessus ,  on  voit  de  suite  que  la 
courte  7  tracée  dans  le  plan  M  passant  par  Taxe  A  aura  pour  équation  :  p^  =/  (a). 

Et  si  nous  rectifions  Tare  a  w  du  cercle  B  ayant  son  rayon  égal  à  a  (Fangle  co  étant 
sous-tendu  par  cet  arc)  nous  aurons  a;,  dès  lors  la  courbe  C,  transformée  de  la 

d 
directrice  courbe  C  du  conoade  S  aura  pour  équation  —  ==/(4). 

X 

Le  système  le  plus  simple  sera  celui  pour  lequel  nous  prendrons  z  pour /(s) ,  et 
alors  réqnation  de  la  courbe  7  «era  p,  =  x  et  ceffle  de  te  courbe  phme  C,  sera 
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Lasurfacô.da  ré^olu*»a.4,s0radona  un  cône  ayaiut  soa  sommet  an  centre,  du 
eercle  Bel  ayant  la.  dnoite  A  j^r  axe  de  rotation;  et  la  courbe  directrice  C.  da 
conoïde  S  aura  pour  transformée  une  hyperbole  équilalère  ayant  pour  asymptotes» 
une  verticale  et  une  horizontale ,  le  centre  de  cette,  courbe  étant  situé  sur  la  droite 
origine  des  angles  a>. 

La  GonstcuctiûD  dela.tangente  en  un  point  de  la  spirale  hyperbolique  sera  plus 
facile,  puisqu'elle  dépendra  de  la  tangente  à  l'hyperbole  C,  (*). 

Et  en  effet,  soit  donnée  la  spirale  hyperbolique  ô*  ayant  le  point  A*  (fig.  %^^bis) 
pour  pôle  et  en  même  temps  pour  point  asymptote  ;  de  ce  point  A'^  comme  centre  et 
avec  un  rayon  égal  à  a,  décrivons  un  cercle  B  et  menons  au  point  o  une  tangente  LT 
à  ce  cercle  (la  droite  oA*  étant  l'arigine  des  angles  &>). 

Dans  le  plan  vertical  LT,  traçons  une  hyperbole  C,  ayant  pour  asymptotes  la 
droite  LT  et  une  verticale  A'',  le  eentre  de  cette  courbe  étant  au  poinb  a  et  son 
équation- étant  a^=:aa,  l'écpjatkm  polaire  de  la  spirale  hyperbolique  tracée  anr  le 
^an  horizontal  sera  (m>  =0* 

Pour  construire'  au  point  m*  de  la  cora*e  spirale  hypertoliqoe  3*  la  tangible  t^, 
nous  remarquerons  que  le  rayon  vecteur  A^m^  coupe  le  cercle  B  au  ponrt  n^ ,  et 
que  si  l'on  rectifie  l'arc  ow*  pour  le  porter  sur  LT  de  0  en  n\  et  si  par  n'  on  élève 
une  verticale  coupant  l'hyperbole  C,  au  point  n, ,  et  si  l'on  mène  au  point  n,  la 
tangente  8,  à  cette  hyperbole  C, ,  cette  tangente  S,  coupant  LT  au  point  p',  on  aura 
pn  =:no. 

Si  donc  on  mène  au  point  n^  la  tangente  9*  au  cercle  B  et  si  Ton  porte  sur  9*  à 
partir  du  pointu*,  n*p=«y =7i'o=:(arc.  om/"  reetifté)et  si  Ton  unit  te  point p^  avec 
le  point  A*  par  une  droite  H^' ,  on  aura  en  cette  droite  H^»  la?  trace  horizontale  du 
paraboloîde  hyperbolique  S,  se  reteoordam  avec  le  conoïde  S^tont  le* long  de  la  géné- 
ratrice droite  6  qui  est  horizontale  et  qui  passe  par  le  point  m  de  la  co«rbe  $  îfiten- 
section  du  cône  de  révolution  A  et  du  conoïde  £  ayant  pour  courbe  directrice  l'by* 
pa4>oleC,  enroulée  suc  le. cylindre  9  da.  révolution.;  la  tangente  li^au.  poinim*  de 
la  spirale  hyperi)olique  â^  sera  donc  la  projection  de  rintersection  da.plan  T  taa- 
gent;  en  m^  au;  c6ne  A ,  et  du  plan  0  tangent  ea  m  aa  paraboloîde  2, . 

Or ,  H*  passera  par  le  point  A*  et  sera  perpendiculaire  au  rayon  veeteur  àSn^;  et 
pour  avoir  H^ ,.  nous  mènerons  par  le  point  m^  une  droite  K*  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  A*m*  et  rencontrant  la  droito  H^'  en  un  point  q  ;  par  ce  point  q  nous 


(*)  Voyez ^  dans  1& chapitre  II  des  Développements  de  géométrie  descriptive  ^  ce  qui  est  relatif  à  la 
spirale  hyperbolique. 
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mènerons  H^  parallèle  à  A*m*  (ou  G*)  et  les  deux  droites  H®  et  H'  se  couperont  en 
un  point  r  ;  en  unissant  par  une  droite  les  points  r  et  m^ ,  on  aura  la  tangente  i^  au 
point  m*  delà  spirale  hyperbolique. 

Remarquons  que  la  droite  m^q  est  égale  à  Tare  mS  rectifié,  cet  arc  étant  compté 
sur  le  cercle  décrit  du  point  A''  {pôle  de  la  spirale)  comme  centre  et  avec  un 
rayon  égal  à  A*m*  (rayon  vecteur  de  la  spirale)  et  le  point  s  étant  sur  la  droite  ori- 
gine des  angles  a>. 

9*  Spirale  iArcMmèdey  p=oci>. 

51 4.  La  courbe  y  aura  pour  équation  p,  =/  (z)  et  la  courbe  C,  aura  pour  équa- 
tion a?=/(z). 

Le  système  le  plus  simple  sera  donc  celui  pour  lequel  on  aura  :  p,  =2  et  â:=x. 
En  sorte  que  la  surface  de  révolution  A  sera  un  cône  ayant  son  sommet  au  centre 
du  cercle  B  qui  a  son  rayon  égal  à  a  et  qui  a  pour  centré  le  pôle  de  la  spirale  et  la 
surface  conoïde  S  aura  pour  directrice  courbe  G  une  hélice  tracée  sur  le  cylindre 
de  révolution  9  (*). 

1 0*  Spirale  parabolique,  p*  =00). 

51 5.  La  courbe  7  aura  pour  équation  p,'  21^/  (z)  et  la  courbe  G,  aura  pour  équa- 
tion a?=/(2}. 

Les  surfaces  les  plus  simples  A  et  S  seront  donc  celles  que  Ton  obtiendra  avec 
les  équations  p/=z  et  â;=z. 

Dès  lors  la  surface  de  révolution  A  sera  un  paraboloïde  de  révolution  ayant  la 
droite  A  pour  axe  de  rotation  et  le  conoïde  2  aura  pour  directrice  courbe  G  une 
hélice  tracée  sur  le  cylindre  de  révolution  9. 

La  construction  de  la  tangente  en  un  point  de  la  spirale  parabolique  du  premier 
gmre^  n'ofiFrira  aucune  difficulté  puisqu'elle  dépendra  delà  construction  delà 
tangente  en  un  point  d*une  hélice  cylindrique  et  circulaire  et  de  celle  de  la  tan- 
gente en  un  point  d'une  parabole. 


(♦)  Voyez  y  dans  le  chapitre  II  des  Développements  de  géométrie  descriptive^  ce  qui  est  relatif  à  la 
spirale  d'Archimède  considérée  comme  étant  la  projection  de  la  courbe  d*intersection  d*une  surlace 
annulaire  et  d*un  conoïde. 
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1 1  *  Spirale  parabolique  f  p  t=s  a  «  u'. 

51 6.  La  courbe  y  aura  pour  équation  p,  =/(£),  et  la  courbe  G.  aura  pour  équation 

Les  surfaces  les  phis  simples  seront  celles  que  Ton  obtiendra  en  vertu  des  équa- 
tions :  p,  =  2  et  x^  =  œt.  Dès  lors  la  surface  de  révolution  A  sera  un  cône  ayant 
son  sommet  au  centre  du  cercle  B  (décrit  du  pâle  de  la  spirale  comme  centre  et  avec 
un  rayon  égal  à  a)  et  ayant  la  droite  A  pour  axe  de  rotation.  La  surface  conoïde  S 
aura  pour  courbe  directrice  G  une  courbe  à  double  courbure  tracée  sur  le  cylindre 
9 1  et  dont  la  transformée  sera  une  parabole  C,  ayant  son  sommet  sur  la  droite  ori- 
gine des  angles  0  et  son  axe  infini  parallèle  à  la  droite  A. 

La  construction  de  la  tangente  en  un  point  de  la  spirale  parabolique  du  second 
genre  n'offrira  aucune  difficulté ,  puisqu'elle  dépend  de  la  construction  de  la  tan- 
gente en  un  point  de  la  parabole  C,  (*)♦ 

51 7.  Exécutons  la  construction  de  la  tangente  en  un  point  de  la  spirale  para- 
bolique p=aa)\ 

Le  centre  A*  du  cercle  C  (fig.  278)  sera  le  pôle  de  la  spirale  et  la  droite  oA*  sera 
l'origine  des  angles  ca.  Ayant  mené  la  droite  LT  tangente  au  cercle  A  au  point  o, 
nous  tracerons  dans  le  plan  vertical  de  projection  LT  (qui  est  tangent  au  cylindre 
9  ayant  le  cercle  B  pour  section  droite)  une  parabole  C,  ayant  son  sommet  au  point 
0  et  la  verticale  A"  pour  axe  infini ,  cette  parabole  C,  ayant  pour  équation  x*  =  az 
(les  X  sont  comptés  sur  LT  et  les  z  sur  A*"). 

Cela  posé  : 

Proposons-nous  de  construire  la  tangente  ^  au  point  m*  de  la  spirale  d*.  Le  rayon 
vecteur  A*m*  coupera  le  cercle  B  au  point  n*  ;  rectifions  l'arc  on''  et  portons-le  sur 
LT  de  0  en  n'  ;  par  le  point  n'  élevons  une  verticale  n'n,  coupant  la  parabole  C,  au 
point  n, ,  ce  point  n,  sera  le  transformé  du  point  n  de  la  courbe  à  double  courbure 
C  qui ,  tracée  sur  le  cylindre  <p ,  sera  la  directrice  courbe  du  conoïde  £. 

Le  plan  T  tangent  en  m  au  cône  de  révolution  A  aura  sa  trace  H*  passant  par  le 
point  A*  et  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  A*m*. 

La  tangente  8  au  point  n  de  la  courbe  C  se  projettera  en  6^  tangente  en  n*  au 
cercle  B  (qui  n'est  autre  chose  que  C*) ,  et  la  transformée  B,  de  9  sera  la  tangente 


n  Voyez  f  dans  le  chapitre  H,  page  i  14,  des  Développements  de  gëométHe  descriptive  ^  ce  que 
nous  avons  dit  sur  la  spirale  parabolique  ayant  pour  équation  p  ^  a*.  «»* ,  courbe  qui  nous  a  servi 
pour  la  construction  du  rayon  de  courbure  de  la  spirale  d*Arcbimède. 

2*  Piara,  38 
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en  Wj  à  la  parabole  C,4  Or  on  sait  que  pour  la  parabole  on  a  ;  op'z=f!n\  dès  lors 
portant  la  sous-tangente  li^f/  sur  9*,  du  point  n*  au  point  p,  on  aura  en  p  la  trace 
horizontale  de  la  droite  9  ;  et  en  joignant  les  points  p  et  A^  par  une  droite  H^<  on 
aura  la  trace  do  paraboioïde  hyperbolique  £.  qai  se  racecrde  avec  le  eonoïde  S 
tout  le  long  de  la  génératrice  droite  G  (horizontale  et  passant  par  le  point  m). 

Si  donc  on  mène  par  le  point  m*  une  droite  m^q  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur Â*m^,  cette  perpendiculaire  coupera  H^'  en  un  point  q  et  menant  par  q  une 
droite  H^  parallèle  au  rayon  vecteur  A*m*  (qui  n'est  autre  que  G*),  on  aura  la 
trace  horizontale  du  plan  G  taugent  «n  m  au  cônoïde  £.  Les  traces  IP  et  H^  se 
coupent  en  un  point  r,  uuissant  les  points  r  et  m^  on  aura  la  tangente  c^  demandée. 

Remarquons  que  Ton  a  :  on'  =  (arc  .  onl"  rectifié),  n'p'  =|  on\  donc  qfm*=|  (arc 
sm*  rectifié).  Ce  qui  s*accorde  parfaitement  avec  les  résultats  que  nous  avions  trou- 
vés Tpsige  H  i  des  Développements  de  géométrie  descriptive.  Ainsi,  sans  avoir  besoin 
de  recourir  à  Vanatyse,  nous  pouvons  trouver  par  la  géométrie  descriptive  une  pro- 
priété qui  nous  permet  de  construire  très-simplement  la  tangente  en  un  point  de  la 
spirale  parabolique  du  second  genre ,  p  =  a  .  û)'. 

518.  Si  Ton  a  une  courbe  plane  3*  ayant  pour  équation  polaire  /(p.  «)  =  0  , 
nous  pourrons  toujours ,  par  le  pôle ,  mener  une  droite  A  perpendiculaire  au  plan 
P  de  la  courbe  3*  et  de  ce  pôle  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  Tunité  li- 
néaire ,  tracer  dans  le  plan  P  un  cercle  B. 

Ce  cercle  B  sera  coupé  en  un  point  b  par  la  droite  R  origine  des  angles  o) ,  en 
ce  point  b  nous  mènerons  une  tangente  au  cercle  B,  et  nous  prendrons  cette  droite 
pour  ligne  de  terre  LT. 

Traçons  dans  le  plan  vertical  de  projection  LT  une  droite  Z  qui ,  passant  par  le 
point  b  soit  perpendiculaire  à  la  droite  LT;  cela  £ait,  menons  par  la  droite  A  un 
plan  M  parallèle  au  plan  vertical  de  projection  LT  ;  ce  plan  M  aura  pour  trace  sur 
le  plan  P  la  droite  H"* 

Cela  posé  : 

Traçons  dans  le  plan  M  une  droite  y  ayant  pour  équation  p,  ^s^  %^  les  abscisses  p, 
étant  comptées  sur  la  droite  H"  et  les  ordonnées  %  étant  comptées  sur  la  droite  A , 
le  pôle  de  la  courbe  3*  étant  rorigine  de  ces  coordonnées  p,  et  %. 

Traçons  ensuite  dans  le  plan  vertical  LT  une  courbe  C,  ayant  pour  équation 
F(x ,  il) = 0 ,  les  abscisses  x  étant  comptées  sur  la  droite  LT  et  les  coordonnées  z 
étant  comptées  sur  la  droite  Z,  le  point  b  étant  Torigine  de  ces  coordonnées  a;  et  z 
et  Tabscisse  x  étant  égale  à  Tare  rectifié ,  qui ,  dans  le  cercle  B,  mesure  Tangle  cd. 

On  voit  que  Téquation  F(x,  z)  =  0  sera  identique  à  l'équation  r(cD,  p)  =  ^  en 
remplaçant  dans  Tune  x  par  «>  et  z  par  &. 
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Ainsi  réqaalkm  de  la  courbe  C,  est  précisément  en  coordonnées  rectangulaires 
identique  de  forme  à  Téquation  polaire  de  la  courbe  3*. 

Enroulons  le  plan  vertical  LT  sur  le  cylindre  vertical  ç  ayant  le  cercle  B  pour 
base  sur  le  plan  P,  ou ,  en  d'autres  termes ,  ayant  le  cercle  B  pour  section  droite  ; 
la  courbe  plane  C,  deviendra  une  courbe  à  double  courbure  C  et  le  cône  A  de  révo- 
lQtk)n  ayant  la  droite  y  poar  génératrice  droite  et  pour  axe  la  droite  A  el  pour 
sommet  le  pôle  de  la  courbe  3^^  coupera  le  conoïde  S  engendré  par  une  droite  G  se 
mouvant  parallèlimient  an  plan  P  en  s'appuyant  sur  la  droite  A  et  la  coutbe  C , 
suivant  une  courbe  S  qui  aura  pour  projection  orthogonale  s«r  le  plan  P,  précisé-' 
ment  la  courbe  H'm 

Cela  posé  : 

Si  Téquation  F(p,  w)  =  0  est  du  second  degré ,  Téquation  F(»,  a;)  =  0  sera  aussi 
du  second  degré  ;  on  voit  donc  que  Ton  pourra  facilement  eonstruire  la  tangente 
en  un  point  de  toute  courbe  d^,  dont  Téquation  polaire  sera  du  second  degré , 
puisque  les  constructions  à  efifecttier  n'exigeront  que  de  savoir  construire  graphi- 
quement la  tangente  en  un  point  d'une  section  conique  G, . 

Si  réquation  de  la  courbe  3*  était  F(p%  «)  =  0,  alors  on  prendrait  sur  le  plan  M 
une  parabole  ayant  pour  équation  p,'  =  z  et  pour  C,  une  section  conique  ayant 
pour  équation  F(« ,  a;)  =  0. 

Et  alors  la  courbe  3*  serait  la  projection  de  la  courbe  3  intersection  d'un  parabo- 
loïde  de  révolution  Q  ayant  la  droite  A  pour  axe  et  son  sommet  situé  au  pâle  de 
la  courbe  3*,  et  d'un  conoïde  S  engendré  par  une  droite  6  se  mouvant  dans  l'es- 
pace en  s'appuyant  sur  la  droite  A  et  sur  la  courbe  G  tout  en  restant  horizontale. 

On  voit  donc  que  nous  pourrons  toujours  construire  graphiquement  la  tangente 
a«x  courbes  représentées  par  les  équations  polaires. 

«•         P*  -f-  a'p'ù>-}-  » V+  c>»+  <f «+  f=  0 
519.  Remarquons  que  la  courbe  polaire  3^  dont  l'équation  est 

p«-f-flp»-fftw*-|-fp+A>>+/=^  W 

est  la  projection  de  la  courboi  intersection  des  deux  surfaces  qui  sont  déterminées 
en  vertu  des  deux  équations  : 

Pi  =  *  (2) 

z*  +  axx+bx*'\-cz  +  dx'\'f=0  (3) 

ou  en  Torta  des  deux  équations  : 

pr=*  (*) 

x+axz^  +  bxl^+cx^+dX'^f=0  (5) 
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Dès  lors  ^  il  est  évident  que  nous  saurons  construire  graplûquemenl  la  tangente  à 
la  courbe  dont  Téquation  polaire  sera  : 

p  +  awp«  +  6w*4-cp*  +  d«+/=0  (6) 

car,  comme  nous  savons  construire  la  tangente  à  la  courbe  polaire  ayant  pour 
équation  Téquation  (1)  9  et  cela  en  vertu  des  équations  (2)  et  (3),  il  nous  sera  fa- 
cile de  construire  graphiquement  la  tangente  à  la  courbe  ayant  pour  équation 
Téquation  (5),  et  cela  en  vertu  des  équations  (1)  et  (i). 

Par  suite ,  nous  saurons  construire  graphiquement  la  tangente  en  un  point  d'une 
courbe  représentée  en  coordonnées  polaires  par  l'équation  (6). 

Gela  posé  : 

Remarquons  encore  que  la  courbe  polaire  ^j  dont  Téquation  est 

p*  +  ap«a)  +  6w»  +  cp«  +  (ïw  +  /=0  (7) 

est  la  projection  de  la  courbe  intersection  de  deux  surfaces  qui  sont  déterminées  en 
vertu  des  deux  équations  : 

Pi-^  =  0  (8) 

x^-^-azx+bx^  +  cx+dx+f^^O  (9) 

ou  en  vertu  des  deux  équations  : 

z'  +  az^x  +  bx*+cz*  +  dx+f=0  (11) 

Dès  lors  y  il  est  évident  que  nous  saurons  construire  graphiquement  la  tangente 
à  la  courbe  en  coordonnées  rectangulaires  représentée  par  T  équation  (11)»  puisque 
nous  savons  construire  la  tangente  aux  courbes  représentées  par  les  équations  (7) 
et  (10). 

En  poursuivant  les  raisonnements  géométriques  précédents ,  il  est  facile  de  re- 
connaître qu'au  moyen  des  tangentes  aux  courbes  de  degrés  inférieurs ,  et  en  pas- 
sant graphiquement  et  successivement  des  unes  aux  autres  (constructions  qui  seront, 
il  est  vrai,  assez  longues ,  puisque  pour  la  courbe  du  huitième  degré,  par  exemple, 
il  faudra  construire  la  tangente  à  la  courbe  du  deuxième  pour  en  déduire  ^opht- 
quement  la  tangente  à  la  courbe  du  quatrième  ;  puis  de  la  tangente  à  la  courbe  du 
quatrième  degré ,  passer  à  la  tangente  de.  la  courbe  du  sixième  degré ,  et  enfin 
conclure  de  cette  dernière  tangente  et  graphiquement  la  tangente  à  la  courbe  don- 
née du  huitième  degré) ,  on  pourra  toujours  construire  graphiquement  la  tangente 
à  une  courbe  en  coordonnées  rectangulaires  ayant  pour  équation  : 
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ou         !•     x^+oi^x  +fca:*+«*  +  ilr  +  /=0 
ou         V     «*+ii«*a?+te'+cj;*+<ia?+/=0 

et  à  une  courbe  en  coordonnées  poUdres  ayant  pour  équation  : 

ou         y      p«"  +  ap*w4-6to«4-cp*  +  dw  +  /=0 
ou         4*      p*  +  ap^u)+6a)«  +  cp*+dw+ /=  0 

L'exposant  n  étant  égal  à  une  puissance  entière  de  2;  et  ainsi  ayant  ii  =  2.p, 
p  étant  un  nombre  entier,  pair  ou  impair. 

&i9bis.  n  existe  deux  spirales  logarithmiques,  Tune  a  pour  équation  p=a^, 
et  Tautre  a  pour  équation  (fi  =  (ù.  Chacune  de  ces  courbes  peut  être  considérée 
comme  la  projection  horizontale  d^  dé  Tintersection  d'une  surface  de  révolution  A 
et  d'un  conoïde  2  que  nous  allons  déterminer  : 

1*  Pour  la  spirale  p=a^,  la  courbe  méridienne  de  la  surface  A  (la  plus  simple) 
aura  pour  équation  p, =2,  et  la  courbe  C,  aura  pour  équation  a'=-z  :  elle  sera 
donc  une  logarithmique. 

Ainsi,  la  spirale  sera  la  projection  de  Tintersection  d'un  cône  de  révolution 
et  d'un  conoïde  dont  la  directrice  courbe  G  aura  pour  transformée  G,  une  loga- 
rithmique. 

S'  Pour  la  spirale  cip  =  o) ,  la  courbe  méridienne  de  la  surface  A  (  la  plus  simple) 
aura  pour  équation  a(^i=j&  qui  est  celle  d'une  logarithmique^  et  la  courbe  G.  aura 
pour  équation  x=zi  ainsi  la  spirale  sera  la  projection  de  l'intersection  d'une 
surface  de  révolution  engendrée  par  une  logarithmique ^  et  le  conoïde  aura  pour 
directrice  courbe  une  hélice  cylindrique. 

La  Qonstruction  de  la  tangente  en  un  point  de  l'une  et  de  l'autre  des  deux 
spirales  logarithmiques ,  dépendra  donc  de  la  construction  de  la  tangente  en  un 
point  d'une  logarithmique. 

519  ter.  Nous  avons  vu  ci-dessus  que  l'on  pouvait  construire  la  tangente  en  un 
peint  de  l'une  et  de  l'autre  spirale  parabolique  dont  les  équations  sont  : 

(1)      p*=a.o)  et  (2)      p=a.<i>'; 

et  cda ,  en  considérant  chacune  de  ces  spirales  comme  la  projection  de  la  courbe 
intersection  d'une  surface  de  révolution  et  d'un  conoïde. 

Si  l'on  transforme,  dans  son  plan  méme^  chacune  de  ces  spirales  en  une  courbe 
en  coordonnées  rectangulaires  ^  en  remplaçant  dans  leur  équation  0  par  z  et  co.p  par  //, 
on  obtiendra  les  deux  courbes  (3)2'=:a.t/  et  (4)  z'=of»y% 
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On  saura  donc  coDdtraire  la  tangente  en  run  quelconque  des  pointe  des 
courbes  représentées  par  les  équations  (â)  et  (4),  et  cela  en  vertu  de  ce  que 
nous  avons  dit  dans  le  chapitre  II  des  Développements  de  géométrie  descriptive , 
page  134  (*). 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  recherches  géométriques ,  car  on  serait  obligé 
pour  les  pousser  plus  loin  d^employer  des  considérations  algébriques  ;  toutefois , 
les  considérations  géométriques  que  je  viens  d'exposer  ci-dessus ,  pourront ,  je 
crois  y  avec  les  développemento  algébriques  nécessaires,  être  utiles  à  V  analyse. 

DE  LA   SURFACE  DU  EIÀIS-PASSÉ. 

520  «  La  surfoce  du  biais-passé  est  une  surface  gauche  2  engendrée  par  une 
droite  6  s' appuyant  sur  une  droite  A  et  sur  deux  cercles  C  et  G  de  même  rayon  et 
situés  respectivement  dans  deux  plans  P  et  P'  parallèles  entre  eux  et  verticaux  et 
perpendiculaires  à  la  droite  A  ;  de  plus  les  centres  des  cercles  C  et  C  et  la  droite  A 
sont  dans  un  même  plan  horizontal. 

Cette  surface  £  est  donnée  par  le  premier  mode  de  génératîoa  des  flufaces 
gauches  ;  cette  sur&ce  n'offire  rien  de  particulier,  mais  en  généralisant  sqb  mode 
de  génération  et  supposant  que  les  cercles  G  et  G'  sont  deux  courbes  E  et  £'  telles 
que  Ton  sache  construire  la  tangente  en  chacun  de  leurs  poiots,  elle  permet  de 
résoudre  les  deux  problèmes  suivante  : 

521.  Problème  1«  Étant  deanés  sar  un  plan  un  poînt  o  et  doBX  cmirbes  y 
et  7'  (telles  que  Ton  sache  leur  construire  une  tangaiÉeen  chacon  de  leurs  pointe) , 
ayant  mené  par  le  point  0  une  série  de  divei^entes  D,  Hfy  HF^ 

La  droite  D  coupanS  la  courbe  7  au  point  m  et  la  courbe  /  m  pomt  n, 

—  D'  —  —  W  ~        —         it, 

—  D"  —  —  m"  ~  —  n\ 

—  etc.  —  -~  €be.         — *         —         etc.. 


n  Dans  les  Développements  de  géométrie  descr^ive  Dousa^as eenstniit  (chapitre  II,  page  134] 
la  taogente  à  la  spirale  d*Archimède  p=a.cD,  au  moyen  de  sa  transformée  en  coordonnées  rectan- 
gulaires :  z^^a.y,  qui  est  une  parabole, 

Â  ce  sujet  j'avais  dit  xptt  O0Ue  propri'étë  StBBt  connue,  mais  que  fignoraSs  (|ui  en  8tait  ftuteur 
(voyez  la  note  placée  au  bas  de  fat  page  lU  te  DéwkfppmuenSs  ëe  fêsmétHeéescripiits);  ao  Mitfit 
demièremaat  ks^euvras  de  AuoU,  léiBViiinéas  iPans  m  MB^ïm  vu^fnalgtow/  éM,  la  pre- 
mier qui  avait  trouvé  la  parabole  compagne  de  la  spirale  d'Àrchimède.  {Voyez^  dans  les  oeuvres  com- 
plètes deTascal,  tome  T*,  page  401 ,  le  petit  traîtS  de  VtgaJUté  des  Ugnes  spirales  et  paraboRques, 
publiées  par  Pascal  sous  le  nom  de  DetîonviOej  IVdècembra  1656.) 
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elafyaDtpmrar  diacoM  des  droit6B  Dv ly, i^'^ on  fomlx^x^a^^..,..  tel  que 

Ton  ait  : 

xm afm'  _  «"m*  __        

coBBtraire  la  tangeote  en  un  des  points  de  la  courbe  i ,  lien  des  points  x,  x\  a^, 

déterminés  ainsi  qu'on  Tient  de  feTdire  (fif.  979  ). 

Pour  résoudre  le  problème  plan  proposé ,  nous  passerons  du  plan  dans  respaoe, 
et  dès  lors  nons  regardions  la  figure  traeée  sur  le  plan  P  comme  étant  la  pro- 
jection orthogonale  sur  ce  plan  P  d'un  certain  $y$ième  de  Tec^paoe. 

Ainsi,  traçant  sur  le  plan  P  une  droite  quelconque  LT  nous  la  prendrons  pour 
ligne  de  terre  et  le  plan  P  pour  plan  vertical  de  projection  ;  deux  droites  E*  et  E* 
paraflètes  à  LT  représenteront  les  projections  horizontales  de  deux  courbes 
planes  B  et  B'  ayant  poor  projection  yerticale,  savoir  :  E  la  courbe  donnée  y  sur 
laqndle  nous  écrirons  le  symbole  E^  et  E'  la  conrbe  donnée  7'  sur  laquelle  nous 
écrirons  le  9ymMe  E'^;  par  le  point  o  menant  une  droite  perpendiculaire  à  LT, 
nous  aurons  A^  et  le  point  o  représentera  A*'. 

Cela  posé,  nous  pourrons  faire  mouvoir  une  droite  G  sur  les  trois  directrices 
A,  Ë  et  E\  et  nous  obtiendrons  une  surface  gauche  2. 

Si  Ton  coupe  la  surface  S  par  un  plan  M  parallèle  aux  plans  des  courbes 
£  et  E' ,  Ton  obtiendra  nne  courbe  B  ;  et  les  divers  points  de  cette  courbe  B  ne 
seront  autres  que  ceux  en  lesquels  le  plan  M  coupe  les  diverses  génératrices 
droites  6  de  la  surface  2. 

Or,  il  est  éfident  que  si  nous  désignons  par  ......y et  y' les  pointe 

en  lesquels  les  diverses  génératrices  6... ..  sont  respectivement  coupées  par  les 

plans  parallèles  entre  eux  M,  E  et  E\  on  aura  —  = =  constante  =  a.  Dès 

lors,  on  voit  que  la  projection  B*  de  la  courbe  B  covpera  les  drcûtes  D,  ly,  ly*, 

(sur  lesquelles  on  devra  écrire  les  symboles  G*" )  en  des  points  2^....  tels  que 

Ton  aura  3^^= =  constante  =  a.    Dès  lors,  on  pourra  considérer  la 

courbe  d  comme  étant  la  courbe  B" ,  le  point  tn'  comme  étant  y^ ,  le  point  tf 
comme  étant  t/'*' ,  le  point  x"  comme  étant  ;&" ,  la  droite  D''  comme  étant  G*"  ;  et 
abaissant  des  points  g"  et  y'*'  des  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre  jusqu'à  leur 
rencontre  ^  avec  la  droite  E*  et  y'^  avec  la  droite  E^ ,  on  aura  en  unissant  les 
points  5f*  et  î^  une^droite  qui  sera  G*. 

Gela  fait,  abaissant  du  point  z""  une  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  jusqu'à 
sa  rencontre  en  «*  avec  G^ ,  on  mènera  par  ce  point  «*  une  parallèle  B*  à  la  ligne 
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de  (erre  9  et  Ton  aura  la  trace  du  plan  M  et  en  même  temps  la  projection  B^  de  la 
section  plane  B. 

Par  conséquent  pour  avoir  la  tangente  à  la  courbe  d  pour  le  point  â/%  il  faudra 
construire  les  deux  tangentes  :  1  •  :  9"  à  la  courbe  E*  (ou  y)  pour  le  point  jf  (ou  m'') , 
et  2*  :  S'*'  à  la  courbe  E'*  (ou  y')  pour  le  point  t/"  (ou  n")  et  faire  mouvoir  la 
droite  6  sur  les  trois  droites  A ,  6  et  G'  ;  on  engendrera  un  hyperboloïde  à  une 
nappe  S.  qui  se  raccordera  avec  la  surface  1  tout  le  long  de  la  génératrice  droite  6 
qui  leur  est  commune. 

Gela  fait,  on  construira  le  plan  T  tangent  au  point  z  à  Thyperboloïde  2,  et  le 
plan  M  coupera  le  plan  T  suivant  une  droite  t  qui  sera  la  tangente  au  point  z  à 
la  courbe  B ,  et  la  projection  f  de  la  droite  t  sera  la  tangente  au  point  x'^  de  la 
courbe  i. 

521  bis.  Problème  2.  Étant  données  sur  un  plan  P  trois  courbes  X>  y  et  y'  telles 
que  Ton  sache  leur  construire  en  chacun  de  leurs  points  une  tangente,  ayant 

mené  à  la  courbe  X  une  série  de  tangentes  D,  D^D^^, coupant  respectivement 

la  courbe  y  aux  points  m^m\m"^ et  la  courbe  y'  aux  points  njn'jn"j 

on  divise  les  cordes  mn,  m'n! j  mV ^ en  deux  parties  qui  soient  entre  elles 

dans  un  rapport  constant,   ou  bien   Ton  prend  sur  chaque  droite  D un 

point  X tel  que  Ton  ait  :  —  = =  constante = a;  le  lieu  des  points  x 

•  xn 

sera  une  courbe  d  pour  laquelle  on  demande  de  construire  la  tangente  en  un  de 

ses  points. 

Pour  construire  la  tangente  au  point  x  de  la  courbe  d»  nous  considérerons  les 
courbes  y  et  y'  comme  les  projections  de  deux  courbes  E  et  E'  situées  dans  des 
plans  parallèles  entre  eux  et  au  plan  P  que  nous  prendrons  pour  plan  vertical  de 
projection,  nous  regarderons  la  courbe  X  comme  étant  la  trace  verticale  d^un 
cylindre  9  ayant  ses  génératrices  droites  perpendiculaires  au  plan  P ,  et  nous 
aurons  alors  à  considérer  une  surface  gauche  S  engendrée  par  une  droite  G  se 
mouvant  sur  les  deux  courbes  E  et  E'  et  tangentiellement  au  cylindre  9. 

La  droite  D  qui  sera  G"  touche  la  courbe  X  au  point  0  qui  représentera  A*  pro- 
jection verticale  de  la  génératrice  A  du  cylindre  9  qui  passe  par  le  point  en  lequel 
ce  cylindre  9  est  touché  par  la  droite  G. 

Cela  posé  : 

On  achèvera  les  constructions  comme  dans  la  fig.  279,  car  à  la  surface  S,  on 
pourra  substituer  Thyperboloïde  à  une  nappe  S,  engendré  par  la  droite  6  se 
mouvant  sur  les  trois  droites  A ,  0  et  G\  comme  on  Ta  fait  pour  le  problème  1 
ci-dessus. 

521  ter.  Ce  qui  précède  nous  permet  de  démontrer  très-simplement  une  pro- 
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priété  dont  joaissent  trois  ellipses  ou  trois  hyperboles  semblables  et  semblablement 
placées  et  qui  ont  une  corde  commune. 

Si  Ton  conçoit  un  hyperbololde  à  une  nappe  S  et  son  cône  asymptote  Â,  on  sait 
que  tout  plan  T  tangent  au  cône  A  suivant  une  génératrice  droite  L  coupe  Thyper- 
boloïde  1  suivant  deux  génératrices  droites  K  et  6  qui  sont  parallèles  entre  elles  et 
à  la  droite  L. 

Cela  posé  : 

Coupons  la  surface  S  par  trois  plans  P,  P^  V'\  parallèles  entre  eux,  ces  plans 
étant  dirigés  dans  l'espace  de  manière  à  couper  la  surface  £  suivant  des  ellipses, 
leur  direction  étant  d'ailleurs  arbitraire ,  pourvu  que  cette  condition  soit  satis- 
faite. 

Nous  aurons  trois  ellipses  de  section  E,  E',  E''.  Nous  pourrons  toujours  pro- 
jeter orthogonalement  ces  trois  courbes  sur  un  plan  Q  perpendiculaire  aux  droites 
6  et  E  et  coupant  ces  droites  respectivement  en  les  points  g  et  k.  Les  ellipses  E, 
E',  E"  se  projetteront  sur  le  plan  Q  suivant  trois  ellipses  E,,  E/,  E/'  qui  seront 
semblables  et  semblablement  placées  et  qui  auront  poar  corde  commune  la 
droite  gk. 

Cela  posé  : 

La  surface  2  peut  être  regardée  comme  engendrée  par  la  droite  E  se  mouvant 
dans  l'espace  en  s'appuyant  sur  la  droite  G  et  sur  les  deux  ellipses  E  etE'(rify- 
perboloïde  à  une  nappe  rentre  par  ce  mode  tout  particulier  de  génération,  dans  la 
famille  des  surfaces  dites  du  biais-passé)  ;  dès  lors  une  position  quelconque  E'  de 
la  droite  E  se  projettera  orthogonalement  sur  le  plan  Q  suivant  une  droite  E/  pas- 
sant par  le  point  ^. 

Cette  droite  E/  coupera  les  ellipses  E,  et  E/  en  les  points  m.  et  m/  qui  seront 
sur  le  plan  .0  les  projections  des  points  m  et  m'  de  l'espace  en  lesquels  la  droite 
E'  coupe  les  ellipses  E  et  E';  le  point  x^  en  lequel  la  droite  E/  coupe  la  courbe 
E/'  sera  aussi  la  projection  sur  le  plan  Q  du  plan  x  en  lequel  la  droite  E'  coupe 
l'ellipse  E".  

Or,  les  trois  plans  P,  P',  P''  étant  parallèles  entre  eux,  toutes  les  parties  mm'.,. 

des  diverses  droites  E' seront  coupées  en  parties  proportionnelles  par  le  plan 

X  fn 

P".  On  aura  donc  :  — î— 7= =  constante = a. 

ar,m, 

Ainsi,  l'ellipse  E/'  coupera  en  parties  proportionnelles  les  portions  interceptées 
sur  les  droites  divergentes  du  point  g  par  les  deux  ellipses  E,  et  E/. 

Il  est  évident  que  la  môme  propriété  subsiste  pour  trois  hyperboles  semblables  et 
semblablement  placées  et  qui  ont  une  corde  commune. 
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DES  SURFACES  HÉLKOÎDBS;. 

5^2.  ConeevoDs  decrs  cylindres  de  révotation  et  conceiUricpies. A  et  Af }  conpoosp 
ces  deax  cylindres  par  \m  plan  V  perpeodicalaire  à  learaxe  coinnuiQ  A,  noua  ta- 
rons deux  cercles  C  C  concentriques,  et  désignons  par  Ret  R'  leurs  rayons;  tra- 
çons sur  le  cylindre  A  une  hélice  E  ayant  son  pas  égal  à  A  et  coupant  les  généra- 
trices droites  du  cylindre  sous  un  angle  «. 

Cela  fait,  imaginons  une  droite  6  se  mocrvant  tangentieilement  a«  cylindre  iDAé- 
rieur  A'  en  coupant  ses  génératrices  droites  sous  un  angle  constant  6  e^  s'appuyant 
pendant  son  mouvement  sur  Thélice  E. 

La  droite  6  en  chacune  de  ses  positions  touchera  le  cylindre  A'  en  un  point  m  y  et 

tous  les  points  m fermeront  sur  le  cylindre  A'  une  hélice  E^  ayant  même  par  A 

que  rhélice  E. 

2îr.  R 
Dès  lors  ^  comme  pom*  Thélice  E^  on  a  A=  ---^ — %  on  aura  pour  l'hélice  E' 

tang.  a 

(en  désignant  par  a  Tangle  sous  lequel  elle  coupe  les  génératrices  droites  du  cy- 

2tc.  R' 

lindre  AO  i=^ • — ;;  d'où  l'on  déduit  l'équation 

^       ^         tang.  a 

R' 
tanga'=:|^.tang« 

Ainsi,  quel  que  soit  Tangle  S,  l'inclinaisoB  a*  de  rbéKce  E^  sera  constanter  La 
surface  engendrée  par  la  droite  G  a  pris  le  nom  d'hélicotde  cylindrique. 

Si  Tangle  6  est  égal  à  Tangle  a'  la  surface  hélieoïdô  2  sera  développabtè  et  le  plan 
P  la  coupera  suivant  une  développante  parfaite  du  cercte  B';  sî  l'angle  6  estXMi  < 
que  l'angle  a ,  la  surface  hélicoïde  S  sera  gauche  et  le  plan  P  la  conpeva  suivant  une 
développante  imparfaite  du  cercle  B',  cette  développante  sera  raceownie  »  l'on  m 
6<a,  et  elle  sera  rallongea  si  Ton  a  S>a  (n**  396). 

523.  Le  mode  de  génération  que  nous  venons  d'exposer  ci-(fessa8  permet  de 
reconnaître  sur-le-champ  toutes  les  variétés  d'hélicoïdes  cylindriques  qui  penvenft 
exister.  Et  en  effet,  l'angle  6  peut  être  égal  à  un  angle  droit  ou  plus  petit  qu'un 
angle  droit,  et  en  même  temps  le  rayon  R'  peut  être  nul  ou  plus  petit  ou  égal  au 
rayon  R. 

Sil'onaR'<ou  =  Ret6î=90",  les  génératrices  droites  G  de  te  sarftiœ  E  se- 
ront parallèles  au  plan  P  qui  sera  le  plan  (firecr^icrde  cette  sorfkce  S,  laquelle  offrira 
un  vide  ou  jour  cylindrique,  ptrisqu*elle  »  ITiéfice  tf  ow  E'poor  Rgne  ^  gorge^  et 
elle  sera  gauche. 
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Si  l'on  a  R'  <  ou  =  R  et  6  >  ou  <  90*  et  >  ou  <  «  la  surface  1  sera  gauche^ 
elle  aura  un  cône  directeur  qui  sera  de  révolution  ayant  Taxe  A  pour  axe  de  ro- 
tation j  et  le  demi-angle  au  sommet  de  ce  cône  directeur  sera  égal  à  €•  La  sur- 
face 1  offrira  encore  un  jour  cylindrique,  car  elle  aura  ITiélice  E'  ou  E  pour  ligne 
de  gorge. 

Si  l'on  a  R'  <  ou=R  et  6  =  a'  ou  6=  a,  la  surface  1  sera  développabley  et  elle 
offrira  un  jour  cylindrique,  car  cette  surface  aura  l'hélice  E'  ou  E  pour  arête  de 
rebroussement. 

Mais  si  l'on  a  R'  =  0,  quelle  que  soit  la  valeur  de  6,  la  surface  1  sera  gauche^  elle 
n'offrira  aucun  jour,  elle  sera  continue,  et  dans  ce  dernier  cas  : 

1'  Si  SrzsOO*,  les  génératrices  6  peront  parallèles  au  plan.P,  ou,  en  d'autres 
termes,  elles  couperont  l'axe  A  sons  l'angle  droit,  la  surface  1  est  dite  surface  du  filet 
de  vis  carrée. 

2*  Si  6  est  >  ou  <  90%  les  génératrices  G  seront  parallèles  à  un  cône  A,  de  révo- 
lution et  ayant  pour  axe  de  rotation  Taxe  A,  et  le  demi-angle  au  sommet  de  ce  cône 
sera  égal  à  £.  La  surface  1  est  dite  surface  du  filet  de  vU  triangulaire. 

Ainsi,  la  surface  du  filet  de  vis  carré  est  un  cormdei  elle  a  pour  direcùrices  une 
droite  A  et  une  hélice  E,  et  elle  a  pour  plan  directeur  m  plan  P  perpendionlaire  à 
la  droite  A. 

Ainsi  la  surface  du  filet  de  vis  triangulaire  est  une  surface  gauche  donnée  par 
le  second  mode  de  génération  des  surfaces  gauches  ;  elle  a  pour  directrices  une 
droite  A  et  une  hélice  E  et  pour  cône  directeur  un  cône  de  révolution  ïiyant  son 
sommet  en  un  point  arbitraire  de  la  droite  A  et  ayant  cette  droite  A  pour  axe  de 
rotation. 

524.  Si  l'on  coupe  la  surface  gauche  dite  :  surface  du  filet  de  vis  triangulaire  par 
un  plan  P  perpendiculaire  à  l'axe  A,  on  obtient  pour  section  une  spirale  d'Ardu- 
mèdcj  courbe  dont  l'équation  polaire  est  p  =  aw. 

526.  Les  surfaces  hélicoïdes  cylindriques  forment  donc  deux  familles^  les  unes 
ont  un  plan  directeur j  les  autres  ont  un  cône  directeur;  et  Ton  voit  par  ce  qui  précède 
quelles  liaisons  géométriques  exi&lenl  entre  1*"  le  cercle^  2*  ses  développantes  parfaites 
et  imparfaites  rallongées  et  raccourcies  et  3*  la  spirale  dArchimède  (*). 


(*)  Voyez,  pour  les  hélicoïdes  coniques  et  les  analogies  gé€méiriques  qui  csistent  entre  Jes  héli- 
coïdes coniques  et  cylindriques^  le.ch^itre  premier  des  Développements  de  géométrie  descriptive. 
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Construction  du  plan  tangent  en  un  point  (Tune  surface  hélicaide  cylindrique. 

526.  En  vertu  du  mode  de  génération  d'une  surface  hélicoïde,  il  est  évident  que 
chacun  des  points  d'une  de  ses  génératrices  droites  6  décrit  une  hélice  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution  ayant  l'axe  A  pour  axe  de  rotation,  et  il  est  encore  évident 
que  toutes  les  hélices  ainsi  décrites  ont  toutes  même  pas^  et  que  ce  pas  est  égal  à 
celui  de  l'hélice  directriceE  tracée  sur  le  cylindre  extérieur  ayant  pour  section  droite 
le  cercle  du  rayon  R. 

Or  si  nous  désignons  par  p  la  distance  d'un  point  x  de  la  génératrice  droite  6  à 

l'axe  A  et  par  h  le  pas  de  l'hélice  directrice  E,  on  aura  :     '^P  =  tang.    6.    On 

connaîtra  donc  l'angle  6  sous  lequel  l'hélice  X  décrite  par  le  point  x  coupe  les  gé- 
nératrices du  cylindre  sur  lequel  elle  est  tracée;  op  connaîtra  dès  lors  l'angle  6  que 
sa  tangente  L  fait  avec  Taxe  A. 

Dès  lors  il  sera  facile  de  construire  le  plan  tangent  T  en  un  point  x  d'une  surface 
liéiicoïde  2,  quel  que  soit  son  mode  de  génération^  puisque  ce  plan  T  sera  déterminé 
par  la  généraU-ice  droite  G  de  la  surface  S  passant  par  le  point  x  et  par  la  tangente 
L  au  point  x  à  l'hélice  X  décrite  par  ce  point  x. 

5S7.  Cela  dit  :  nous  allons  montrer  comment  on  doit  effectuer  les  constructions 
graphiques  (en  d'autres  termes  comment  on  doit  exécuter  l'épure)  pour  que  la  solu- 
tion soit  simple. 

Nous  aurons  à  examiner  quatre  cas,  :  et  ainsi  deux  cas  lorsque  la  génératrice 
droite  6  s'appuyant  sur  l'axe  A  et  sur  l'hélice  directrice  E  coupe  l'axe  A,  i*  sous 
Tangle  droit  et  g""  sous  un  angle  aigu. 

Et  deux  cas  lorsque  la  génératrice  droite  6  s'appuyant  sur  l'hélice  directrice  E  se 
meut  tangentiellement  à  un  cylindre  dont  elle  coupe  les  génératrices,  1*  sous  l'angle 
droit  et  ST  sous  un  angle  aigu. 

Premier  cas.  La  droite  6  coupant  Vaxe  A  sous  C angle  droit. 

528.  Soit  donnée  par  ses  projections  E*  et  E''  une  hélice  E  {fig.  281  ),  tracée  sur 
un  cylindre cf  de  révolution  ayant  la  droite  verticale  A  pour  axe  de  rotation  et  pour 
base  sur  le  plan  horizontal  le  cercle  B  ayant  A*  pour  centre  et  ayant  son  rayon  égal  à  R- 

Faisons  mouvoir  une  droite  6  parallèlement  au  plan  horizontal  de  prqjection  et 
s'appuyant  sur  l'hélice  E  et  sur  Taxe  A,  nous  engendrerons  une  surface  hélicoïde 
gauche  1  (surface  du  filet  de  vis  carrée). 

Prenons  une  des  génératrices  G  et  sur  cette  droite  un  point  x  et  construisons  le 
plan  T  tangent  en  ce  point  a:  à  la  surface  £. 

Concevons  un  cylindre  9'  de  révolution  concentrique  au  cylindre  cp  et  passant 


—  315  — 

parle  pointa;  ce  cylindre  f  coupera  la  surface  1  suivant  une  hélice  X  qui  aura 
son  p0$h  égale  au  pas  de  Thélice  E ,  et  cette  hélice  X  se  projettera  horizontalement 
sur  le  cercle  B^  concentrique  au  cercle  B  et  dont  le  rayon  p  sera  égal  à  la  distance 
du  point  X  à  l'axe  A ,  dès  lors  le  point  af"  sera  sur  ce  cercle  B^ 

Puisque  les  droites  6.  • . .  sont  horizontales,  les  traces  horizontales  des  diverses 
hélices  X  tracées  sur  la  surface  2 ,  seront  situées  sur  une  droite  A^a ,  le  point  a 
étant  Torigine  ou  trace  sur  le  plan  horizontal  de  Thélice  E.    • 

Par  conséquent  Torigine  ou  trace  sur  le  plan  horizontal  de  Thélice  X  sera  au 
point  a'  intersection  du  cercle  B'  et  de  la  droite  A^. 

La  tangente  L  au  pointa;  de  Thélice  X  aura  pour  trace  horizontale  le  point  qf 
que  Ton  obtient  (n*  398)  en  rectifiant  l'arc  M  et  le  portant  de  a;*  en  q'  sur  la  tan- 
gente L*  au  point  a^  du  cercle  B'. 

Si  donc  par  le  point  (f  on  mène  la  droile  H""  parallèle  à  G*,  on  aura  la  trace 
horizontale  du  plan  tangent  T  demandé,  et  ce  planT  sera  complètement  déter- 
miné de  position  dans  l'espace  puisqu'on  connaît  sa  trace  H^  et  un  de  ses  points  :r. 

DEuxrÈHE  CAS.  La  droite  G  coupant  taxe  A  sous  tm  angle  aif/u. 

529.  Nous  aurons  (fig.  282)  les  mêmes  données  que  Z^.  ^81  ,  seulement  la 
génératrice  droite  G  étant  oblique  par  rapport  au  plan  horizontal  et  faisant. avec 
l'axe  A  un  angle  constant ,  la  surface  gauche  S  que  l'on  aura  à  considérer  aura  un 
cône  directeur  qui  sera  de  révolution  eWqui  aura  Taxe  A  pour  axe  de  rotation. 

Dans  ce  cas  la  surface  hélicoïde  2  sera  use  surface  gauche,  dite  :  surface  du  filet 
de  vis  triangulaire.  .    . 

Gela  posé  :  proposons-nous  de  construire  le  plan  T  tangent  à  la  surface  2 ,  en  un 
point  X  de  la  génératrice  droite  G. 

Par  le  point  x  passera  un  cylindre  9  concentrique  au  cylindre  q»  et  coupant  la 
surface  £  suivant  une  hélice  X  ayant  même  pas  li  que  Thélice  directrice  Ë  et  se  pro- 
jetant horizontalement  sur  le  cercle  B'  décrit  du  point  A^  comme  centre  et  avec 
A*a:*=p  pour  rayon. 

Le  plan  T  passera  par  la  droite  G ,  H*  passera  donc  par  le  point  r  en  lequel  la 
droite  G  perce  le  plan  horizontal  de  projection  ;  la  droile  H*  sera  donc  déterminée 
si  l'on  en  connaît  un  second  point.  Or  le  plan  T  passe  aussi  par  la  droite  L  tan- 
gente en  a;  à  l'hélice  X  ;  si  l'on  connaissait  le  point  (f  en  lequel  la  droite  L  perce  le 
plan  horizontal  de  projection ,  la  droite  H*  serait  complètement  déterminée  et  le 
plan  X  serait  fixé  de  position  dans  l'espace  puisque  l'on  connaîtrait  sa  trace  hori- 
zontale H*  et  un  de  ses  points  x. 

Pour  déterminer  le  point  q'j  nous  remarquerons  qu'il  sera  situé  sur  la  droite  L'' 
tangente  en  x*  au  cercle  B'  (qui  n'est  autre  que  X*)  et  à  une  dislance  gV  du  point 
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'^  égalera  l'atcTeotiâéjeoinpds  Buriecerolefi^^jOitre  leB  ipointe  .x^tBta!^ce  point 
a'  étaiit«f»hii  en  teqnel  l'héliee  X:  perœ- le  plan'horiMrtital^pri)i)eotid&. 

fii  'donc  noue  nsoBatnHBoaos  ^9.  382  '6t8)'ie  triangle  motao^  a;»7,>dan8  4eqQel 
za^=h=  le  pas  de  Phéltee  E ,  ia^a^^=:^it^^srit]e  -cerole  £'  refetîfiépeD  -poctant  mr 
Al,  dea/en'a;,  iahBa^\SP^p(ffig.^È^)\éurpinn^^ 

en  menant  la  droite  x^œ^  parallèle- à  a;a^  'eHe  cospera  X,  aiipmtt.a:,''et  sàMassant 
de  x^  une  perpendiculaire  snr  afi^,  on  aura  en  a,^,  In  longueur  délire  rectifié 
afa/"  Ifig.  9Si).  

Portant  donc  a,q,  {fig.  282  6w)'Bur  L*  (fig.  282)  de  ît^  en  9' ,  on  a«ra  en  joi- 
gnant les  points  r  et  ^  la  droite  H'  trace  du  plan  demandé  T. 

Troisième  cas.  La  droite  G  coupant  sous  r angle  droit  tes  génératrices  du  cgUndre 
smquel  elle  est  tangente  en  chacune  de  ses  positions. 

530.  Soit  donnéetia  droite  G  par  ses  deux  projections  G*'  et  G^  (fig.  283) ,  G*  sera 
t^pgente  au  cercle  B'  base  du  cylindre  auquel  la  droite  G  est  tangente  pendant 
son  mouvement. 

Pour  construire  le  plan  tangent  au  point  a;  de  la  surface  hélicoïde  1) ,  nous 
construirons  la  tangente  L-pource  point  a;  à  Thélice  X  décrite'par  ce  même 'point  x. 

V"  sera  une  tangente  au  point  o;^  du  cercle  X'^et  la  droite  L' percera  le  plan 
horizontal  de  projection  en  un  point  q'  situé  sur  L^  et>  distant  du  point  x!"  de  (fa/" 
égale  à  Tare  rectifié  du  cercle  X'^  qui  mesure  dans  ce  cercle  X^  un  angle  égal  à  celui 
que  mesure  l'arc  amf"  dans  le  cercle  "^  (qui  est  la  projection  'E*de  l'hélice  direc- 
trice E)  y  le  point  a  étant  sur  le  plan  horizontal  l'origine  de  l'héliee^E. 

Menant  par  le  point  q'  une  droite  H^  parallèle  à  G'^  on  aura  la' trace  horizontale 
du  plan  T  demandé. 

Quathième  cas.  La  droite  G  coupant  sous  un  angle  aigwUs  générûtncesdu  cyUndre 
auquel  etks  est  tangente  en  chacune  de  ses,  portions. 

531.  Étant  donnés  deux  cylindres  A  et  A^  de  révolution  'et  concentriques , 
ayant  pour  traces  horizoûtales  l'un  (jîgf.-284)  le  cercle  BiduTayon'R  et  l'autre  le 
cercle  B'  du  rayon  R' ,  on  fait  mouvoir  *  une  droite  G  tangentiellement  au  cylindre 
A'  ets'appuyant  sur  une  hélice  E  tracéoBur  le  cylindre  A;  d'ailleurs  la  droite  G 
fait  y  en  toutes  ses  positions,  un 'angle 'constant  6  avec  l'ar&e  A  comment  wol  idnx 
cylindres  A  et  A'. 

Cette  droite  G  engendre  par  60n*mT)UTementttne<BUffaee  2^  et  Ton  demande :de 
construire  le  plan  T  tangent  à  cette  surface  S  en^un'  point  donné  x^sur  l^anB'Gde 
ses  génératrices  droites. 

Leplan  T  atrrasa  trace  horizontale  fl**pas8antpar  le  |K)infrr  en  "lequel  la  droite 


—  317  — 

G  pftiiee  le.  piam  bûrizoalali.dihpaaîMtJoa,  il  suffirai  dojic  de  dôtarmiBcr  a&aecQQdv 
point  q'  de  cette  trace  pour  qu'elle  soit  couMie'de.pû&iliûiL. 

Or  le  point  x  décrit ,  sur  la  surface  2,  une  hélice  X  ayant  même  pas  /i  x|pal!hé^ 
lice  cfir0cârta0^S£;.oetÉÉ  hétice^X^setcoave.  tcaoée  sur  un  cylindre  ù^i  ayant  sob 
rayon  p égabà  la  durtaaee'du  poini  x\k  PaxeK^  ainsi  Ton  a.:.p=:jsf^A\. 

Décrivant  du  point  A*  comme  centre  et  avec  x^A^  pourrayonrAoïioerale^on  aitra. 
la  projectiiofi*®  delà  courbe -5. 

La  tangente  L  aupoint  x  de  rbélice.X  se- projettera  en  L'^tangeote  an  pointi^ 
au  cerele  X*',  et  lït'tnroe  horizontale  qf  de  la  dDoite  L  devra  être  sitoée  s«nE'. 

Pour  construire  le  pofnt'qf',  nous  rectifierons  le  cercle  X^  et  nous  prendroos 
{fig.  284  ^w),  une  droite  a,aj=2^p;  au  point  o,  nous  élèverons  une  perpendfcu- 
laire  za^  =  h  et  nous  joindrons  les  points  z  et  a,  par  une  d1ft)ite  X,  qui  sera  la  tram- 
formée  (au  développement  du  cylindre  A'')  de  Thélice  X. 

Nous  porterons  sur  sa,  et  de  a,  en  n,  la  hauteur  db  point  x  au-dessus  du  plan 
horizontal  de  projection,  hauteur  qui  nous  est  donnée  sur  le  plan  vertical  de  pro. 
jection  {fig.  284)  en  x^. 

Rar>  le  point n^nou&mânerons  um  parallèle  à  a^a^  coupant X,  an  pointu^^et  [)W 
ce  point  n,  nous  abaisserons  une  perpendiculaine.  à  a^a^  et  coupant  cette  droite.  aiL 
point  a,,  cela  fait,  nous  porterons  a.a,  sur  L^  de  â:;^en  q^  et  la  droite  rq'  sera  la 
trace  H""  du  plan  T  demandé. 

5ââL  Aux  quatre  problèmes  précédents  on/  doit  jpindre  les  problèmes  rédpro' 
ques  j  ainsi  l'on  doit  savoir  résoudre  le  problème  suivant  :  étant  données  la  trace  W 
d'un  plan  T  et  les  projections  G'  et  G^  d'une  génératrice  droite  G  de  C un  quelconque  des 
quatre  hélicoïdeSy  construire:  le.  point  xen  lequel  le  plan  T  louche  la  surface  héllcoide. 

Nous  ne  résoadrouft^  pas  les  quatre  problèmes  réciproques  en  employant  les 
màpfties  considéralÂans  géométriques  qui  nous  ont  permis  de  résoudre  les  quatre 
problèmes  pcécédânis.  Nous  serons  obligé  d'employer  xuL^rabobtde  hyperbolique 
de  raccordement;  ainsi  nous  construirons,  un.p^rabûloïde  S,  tangent  à  la  surface 
ga/tclifi donnée  S.toui  le.  long  de  la  génératrice  droite  G;  nousxhercbûrons  le. point 
de  contact  du  pian  T  avec  ce  paraboloïde  2,  et  nous  aurons  le  point  x  demandé» 
etaîoeàJe point  de  contaott du  plan  X  avec  la  surface  héiicoïde  £. 

Parmi  tou»  les*  parabaloïdea  hyperboliques  qw  se  raoaarcf^itt  avec  la.surfaceJS 
tout  le  lOfBg*  de  la  génératrice  droiHeG.,  nou&  deiaronsi  choisir  Qelui  qai.coiuAuica 
amr  QOBStrwdions  graphiqmesilm  plus. simples. 

PRBiOBa.GA&.  La  drjoite  G  étaut  horizontale  et  coupant  à  angle  droit  Vàxe  A. 

5a8i  La  <kK)île  &parla^eUfi  paoeeJe  plan  T.  est  donnée  .(/ï^^  2&&i)  par  ses^pro.- 


—  318  — 

jectioDs  G"  et  6*  et  4e  plan  T  est  donné  par  sa  trace  horizontale  H'  qai  est  parallèle 
à  G^  puisque  G  est  une  horizontale  de  ce  plan. 

Cela  posé  : 

Nqps  construirons  la  tangente  0  à  Thélice  directrice  E  pour  le  point  ;n  en  lequel, 
la  droite  G  coupe  cette  courbe  E  y  cette  tangente  9  sera  déterminée  de  position 
lorsque  nous  aurons  construit  sa  trace  horizontale  q. 

Cela  fait ,  nous  ferons  mouvoir  la  droite  G  sur  les  droites  G  et  Â  et  parallèlement 
au  plan  horizontal  de  projection ,  et  nous  engendrerons  un  paraboloïde  hyperboli- 
que 2,  qui  se  raccordera  avec  la  surface  hélicoïde  S  tout  le  long  de  la  droite  G. 

En  unissant  les  points  q  et  Â*  par  une  droite  H^< ,  nous  aurons  la  trace  horizon- 
tale du  paraboloïde  de  raccordement  2),  ;  et  les  droites  H*  et  H^<  se  couperont  en  un 
point  q'.  Menons  par  ce  point  q'  une  droite  V  parallèle  à  9^  nous  aurons  la  pro- 
jection de  la  génératrice  L  du  second  système  coupant  G  en  un  point  x  qui  sera  le 
point  de  contact  du  plan  T  et  du  paraboloïde  2.. 

L^  coupe  G^  eu  un  point  xf"  j  d'où  Ton  conclut  x",  et  Ton  a  ainsi  les  projections 
du  point  de  contact  x  du  plan  donné  T  et  de  Thélicoîde  donné  £. 

m 

Deuxième  cas.  La  droite  G  étant  horizontale  et  faisant  un  angle  droit  avec  les  gêné* 
ratrices  du  cylindre  intérieur  auquel  elle  est  tangente. 

534.  Soit  donnée  la  droite  G ,  horizontale ,  par  ses  projections  G^  et  G^  ;  puisque 
la  droite  G  s'appuie  sur  un  cylindre  A'  concentrique  au  cylindre  A  sur  lequel  est 
tracée  l'hélice  directrice  E ,  la  droite  G*  sera  tangente  au  cercle  B',  trace  horizontale 
(ou  section  droite)  de  ce  cylindre  A'. 

Cela  posé  : 

On  se  donne  une  droite  H^  parallèle  à  G^,  cette  droite  H*  sera  la  trace  d'un  plan 
T  ayant  la  droite  G  pour  horizontale  et  Ton  demande  de  construire  le  point  x  en 
lequel  ce  plan  T  touche  la  surface  hélicoïde  2  engendrée  par  la  droite  G  se  piouvant 
horizontalement  et  tangentiellement  au  cylindre  A'  et  s'appuyant  pendant  son 
mouvement  sur  une  hélice  E  tracée  sur  le  cylindre  A. 

La  droite  G  touche  le  cylindre  A'  en  un  point  n  situé  sur  la  génératrice  droite  K 
de  ce  cylindre  A'. 

La  droite  G  en  se  mouvant  dans  l'espace  touche  le  cylindre  A'  en  divers  points 
it,  n',....  qui  déterminent  une  hélice  E'  ayant  même  pas  h  que  l'hélice  E. 

Si  l'on  ccHistruit  la  tangente  6'  au  point  n  à  l'hélice  E'  et  la  tangente  9  au  point 
m  à  rhélice  E ,  ces  points  n  et  m  étant  ceux  en  lesquels  la  droite  G  coupe  respec- 
tivement les  hélices  E'  et  E,  en  faisant  mouvoir  la  droite  G  sur  9  et  9'  et  parallè- 
lement au  plan  horizontal  de  projection ,  on  engendrera  un  des  paraboloïdes  de 
raccordement  ;  mais  ce  paraboloïde  peut  être  remplacé  par  an  autre  qui  facilitera 
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les  constractions  graphiques;  et  en  effet  :  la  tangente  B*  sera  dans  nn  plan  &  ver- 
tical et  tangent  au  cylindre  M  tout  le  long  de  la  génératrice  droite  K  ;  ce  plan  & 
sera  donc  tangent  au  point  n  à  la  surface  hélicoïde  donnée  2,  puisqu'il  contiendra 
la  droite  6  et  la  tangente  9'  à  une  courbe  E'  tracée  sur  la  surface  2  et  passant  par 
le  point  n.  Nous  pourrons  donc  remplacer  la  droite  B'  (n*"  480)  par  toute  autre 
droite  que  nous  voudrons,  mais  située  dans  le  plan  &  et  passant  par  le  point  n , 
et  ainsi  par  la  droite  K.  Dès  lors,  nous  pourrons  prendre  pour  paraboloïde  de 
raccordement  S,  celui  qui  est  engendré  par  la  droite  G  se  mouvant  parallèlement 
au  plan  horizontal  en  s'appuyant  sur  les  droites  6  et  K. 

Si  donc  nous  déterminons  la  trace  horizontale  q  de  la  droite  0 ,  la  droite  H^i  qui 
unira  les  points  q  et  n!"  (ou  E'^)  sera  la  trace  horizontale  du  paraboloïde  de  raccor^ 
dément  S,.  Les  droites  H^  et  H^i  se  coupent  en  un  point  q*;  menant  par  ce  point  q' 
une  droite  L^  parallèle  à  9^,  elle  coupera  6^  en  un  point  x^  qui  sera  la  projection 
du  point  X  en  lequel  le  plan  T  touche  le  paraboloïde  S, ,  et  par  conséquent  en 
lequel  ce  même  plan  T  touche  Thélicoïde  donné  S. 

Troisième  cas.  La  droite  G  coupant  Faxe  A  sous  un  angle  aigu. 

535.  Soit  donnée  la  droite  G  par  ses  projections  G''  et  G*  {fig,  387),  cette 
droite  G  coupe  Taxe  A  en  un  point  n  et  sous  un  angle  aigu  €• 

On  propose  de  trouver  le  point  de  contact  d'un  plan  T,  passant  par  la  droite  G , 
avec  la  surface  S  engendrée  par  cette  droite  G  se  mouvant  :  1""  parallèlement  à  un 
cône  de  révolution  ayant  son  demi-angle  au  sommet  égal  à  6  et  ayant  la  droite  A 
pour  axe  de  rotation ,  et  S*"  en  s'appuyant  sur  Taxe  A  et  sur  Thélice  E  tracée  sur 
un  cylindre  A  de  révolution  ayant  aussi  la  droite  A  pour  axe  de  rotation. 

Gela  posé,  la  droite  G  perce  le  plan  horizontal  au  point  r;  si  nous  menons  par 
ce  point  r  une  droite  H^  nous  aurons  la  trace  du  plan  T  donné. 

Pour  résoudre  le  problème  proposé,  nous  remplacerons  la  surface  2  par  un 
paraboloïde  de  raccordement  2,  ayant  pour  directrices  les  droites  A  et  9 ,  9  étant  la 
tangente  à  l'hélice  E  pour  le  point  m  en  lequel  G  coupe  cette  courbe  E. 

Le  premier  plan  directeur  du  paraboloïde  2,  sera  vertical ,  puisqu'il  doit  être 
parallèle  aux  droites  A  et  9.  Pour  avoir  le  second  plan  directeur  de  1^ ,  nous  abais- 
fierons  la  droite  G  parallèlement  à  elle-même  jusqu'à  ce  que  le  point  m  vienne  en  k 
sur  le  plan  horizontal  et  jusqu'à  ce  que  le  point  n  vienne  en  «  sur  A. 

Dès  lors ,  en  cette  nouvelle  position  de  G  que  nous  désignerons  par  I ,  nous 
aurons  la  génératrice  droite  du  cône  directeur  de  la  surface  S ,  ce  cône  directeur 
ayant  son  sommet  au  point  s^  et  ayant  le  cercle  B  (base  du  cylindre  A)  pour  trace 
horizontale;  dès  lors,  le  plan  P  tangent  au  cône  directeur  suivant  la  droite  I 
sera  le  second  plan  directeur  du  paraboloïde  £,  • 
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Jl  nom  .faudra  trouver  la  4raee;da  îplan  T  sur  ie;p]aD  P  .et  .la  trace  du  para^ 
iMbi^'de  X ,  rsur  ce  tméme  plan  £. 

La  trace  du  plan  T  ^sur  le  plan  P  sera  rhiteiwection  deB^éaiiK  plai»  fT  *et  P  ;  or, 
«es  pktm  T  «et  P  prasent  ron  et  Tautre  par  la  droite  G,  cette  traee  sera  dcmc  une 
<droîte  D  potatlèie  -à  la  droiteG  et  passant 'par  le  «point  p»an  lequel  :«e  coupent  les 
deux  traces  H'  et  H\ 

La  trace  du  paraboloïde  2,  -sur  le  plan  P,  sera  la  droite  TJ  qui  unira  le  T^oint  s 
"et  le  pointqf  en  lequel  la  droite '9  perce  le  plan  P  ;  les  droites!)  et'U  se  couperoift 
en  un  point  y. 

Tt  si  par  ce  point  y  nous  menons  une  droite  L  parallèle  au  premier  jJlan  direc- 
teur (A,  9)  du  paraboloïde  S,  et  s'appuyant  sur  la  droite  G,  cette  droite  L  coupera 
la  droite  G  au  point  x  demandé. 

Quatrième  cas.  Tm  droite  G  faisant  un  angle  aigu  avec  les  génératrices  droites  du 
e^lindre  auquel  elle  est  tangente. 

536,  La  droite  G  sera  donnée  (^gr.  288)  par  ses  projections  G**  et  G*;  la  droite 
tî^  sera  tangente  au  cerde  B',  'trace  horizontale  (ou  section  droite)  du  cylindre 
A'  auquel  cette  droite  G  eât  tangente  pendant  son  mouvement. 

La  surface  2  est  engendrée  par  la  droite  G  s'appuyant  sur  fhélice  E  tracée  sur 
le  cylindre  de  révolution  A  ayant  le  cercle  B  pour  trace  horizontale  (ou  section 
droite)  et  restant  tangente  au  cylindre  A'  en  faisant  avec  Taxe  A  (axe  de  révolu- 
tion commun  aux  deux  cylindres  A  et  A^  un  angle  constant.6. 

Cela  posé;  on  demande  de  construire  le  pointée  en  lequel  La  surface  JS  est  .tou- 
jûhée  j)ar  un  plan  T  passant  par  la  droite  G. 

La  droite  G  »pei:ce  le  plan  horizontal  en  un  point  r  ;  imenantdonc  jpar  ce  point  r 
'ttne  .droite  H\,  .on  aoraila  Arace  du  plan  T  donné. 

iPoor  (détenniner  île  ^int  ic,  >nou8  devrons  -employer  lea  conaidératîmis 
igémnétrùims  suivantes ,  lesqualteB  dàlermîneront  -.tes  constructions  grapliiques  À 
exécuter. 

Yfous  remptaoeruns  4a  tmffeee  •héliçc$!de'£<par  un^rabdéide  *£,  de  raawde- 
ment  uyairt  pomr  éireetifiees  les  dnrftes  "K  et  '9  (}K  sera  la  génératrîoe  droite  dn 
^indre  A'  ^assaitt  par  le^péiiA  it  «n  lequel  la  droite  'G  louche  «e  cylindre,  «t 
16  «era^a  tangente  à  liiéhee  E-fni'pomt  m<«nD  lequM  la  même«dro)te  G  coupe  toeMe 
courbe  E). 


Dès  lors ,  le  premier  plan  directeur  du  paraboloïde  2),  sera  vertical ,  puisqu'il 
dûit  être  parallèl&^aïuL  droitea. A.  et  6^ 

Déterminons  maintenant  le  second  plan  directeur  P  du  paraboloïde  2.  ;  la  surface 
hélicoïde  S  a  un  cône  directeur,  qui  est  de  révolution  et  dont  Taxe  de  rotation  est 
vertical  et  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  égal  à  6.  Ce  cône  directeur  peut  être 
placé  dans  l'espace  partout  où  Ton  voudra  ;  je  puis  donc  supposer  que  la  droite  K 
sera  son  axe  et  que  son  sommet  est  au  point  s  que  Ton  obtient  en  faisant  descendre 
parailèlèment  à  elle-même  la  droite  G  d'ùnequantîté  égale  à  Ta  Hauteur  du  point  m 
au-dessus  dti  plan  horizontal; 

En  sa  nouvelle  position,  G  sera  désignée  par  Iefclè*cône' directeur  delà  sur- 
face 1  aura  son  sommet  au  point  «,  et  ce  cône  aura  pour  trace  horizontale  un 
cercle  C  décrit  du  point  n*  (ou  K*^,.  ou  «*), comme  centre  et  sur  la  corde,  inter- 
ceptée sur  G^  par  le  cercle  B ,  comme  diamètre. 

Cela  posé.: 

Le  pian  P  tangent  au  cône  (^,  G)  suivant:  la  droite  I  sera*  le  second  plan  directeur 
du  paraboloïde  de  raocardemmPl^. 

Gela' fait  :  Il  ikadi^a  trouver  :  1^  la  trace  du  plan  T  sur  le*  pian  D,  et  21^  la.  mm 
du  paraboloïde  2),  sur  ce  même  plan  P. 

La  trace  dû  plan  T  sur  le  plan  P  sera  la  droite-  D* parallèle  à  G  et  pasBast  par 
le*  peint- p  intersection' destdenx  traces  H^  et  W. 

La  ttad9'  da>  psrabc^loïdë  2.  sur  te  plan  P  sera  la^.  droite  U  uninant  le  peint  s 
sommet  du  cône  directeur  avec  le  point  t  en  lequel  la  tangmte  8  (ea  mà.rhélioe  B) 
perce*  le  pian  P.  Pour  avoir  cette  trace  U,  il  nous<faut:dGiio  mener  par  le  point  s 
et  la  droite  6  un  plan  Y  qui  coupera  le  plan  P  suivant  celte  droite  U  demandée.. 

Or,  pour  déterminer  le  plan  Y,  il  faudra  mener  par  le  point  s  une  droite  9, 
parallèle  à  la  droite  9  ;  cette  droita  9,^  percera  le  plan  horizontal  de  projection  au 
point  d.  La  droite  qui  unira  les  points  d  (trace  horizontale  de  9,)  et  ^  (trace  hori- 
aeataie!  ie  9)  senti  Hf..  Cette  droite  E^  eoupera  H'  en.  un.  point  &;  unissnafc  les 
pointe^  s.  et  ^  en^aura  la  droite  U  tracer  aer  le  plan  P  da:  parabeloïde  de  raaeoixCto- 
mem  2|.  Lesdroibes^D  ek U  se  couperont  en  on:  point  y^.et  menant  par  oa  point. y 
ena  droite  L  parallèle  au  prem/ar  plan/  direeteur  (K,.9)  du  paraboloïde  S,  et 
s'appuyant  sur  la  droite  G,  on  aura  en  le  point  x^  en  lequel  les  droite» Let&ae 
coupent ,  le  point  de  contact  dui  plan  doanét  T  ava&  le  paraboloïde:  de  nmarde- 
imnc2f  ,.eO  par  conséquent  le  painft  de  contact  du  plan  X  aji^ecla  sorfaoe  hélieoïde 
donnée  1. 
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CHAPITRE  XIL 

nS    SURFACES    ENGENDRÉES    PAR     UNE     SECTION  CONIQUE  ,     ET     QUI     JOUISSENT    DE    LA 

PROPRIÉTÉ    d'être    COUPÉES    PAR    UN    PLAN ,  ET    QUELLE    QUE    SOIT    SA   DIRECTION, 
SUIVANT  UNE   SECTION   CONIQUE. 


537.  Les  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  remarquable  d^étre  coupées  par 
un  plan  suivant  une  section  conique,  et  quelle  que  soit  la  direction  du  plan,  sont  au 
nombre  de  dnq ,  en  mettant  de  côté  les  trois  cylindres  elliptique ,  parabolique  et 
hifperbolique  et  le  cône  à  base  section  conique. 

Ces  cinq  surfaces ,  dites  du  second  ordre  ou  du  second  degré  (  parce  que  leur 
équation  est  du  second  degré),  sont  appelées  par  les  géomètres  :  i"" ellipsoïde , 
i"  parabolotde  elliptique ,  3"*  hyperbobïde  à  une  nappe ,  4""  hyperboUnde  à  deux  nappes , 
5""  paraboloïde  hyperboliqtie. 

Nous  allons  démontrer  les  diverses  propriétés  dont  jouissent  ces  cinq  surfaces , 
en  ne  nous  servant  que  de  la  méthode  des  projections. 

DES  ellipsoïdes. 

538.  Concevons  une  sphère  S  du  rayon  R ,  et  ayant  son  centre  en  un  point  o. 
Menons  par  le  centre  o  deux  plans  rectangulaires  entre  eux ,  Tun  horizontal ,  et 
coupant  la  sphère  S  suivant  un  grand  cercle  G ,  et  l'autre  vertical  et  coupant  cette 
même  sphère  S  suivant  un  grand  cercle  G. ,  ces  deux  plans  se  couperont  suivant 
une  droite  LT. 

Menons  par  le  centre  o  de  la  sphère  une  verticale  Z. 

Tout  plan  M%  passant  par  l'axe  Z,  coupera  la  sphère  S  suivant  un  grand 
cercle  G'. 

Cela  posé  : 

Transformons  cylindriquement  le  cercle  G  en  une  ellipse  E ,  ayant  le  point  o  pour 
centre  et  ayant  l'un  de  ses  axes  dirigé  suivant  la  droite  Z. 
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Nous  savons  (n""  343)  que  si  Ton  considère  un  point  m  du  cercle  G,  et  que 
Ton  mène  par  ce  point  m  une  droite  parallèle  à  Z  et  coupant  la  droite  LT  en  un 

point  p  et  Tellipse  E  en  un  point  n,  on  aura  —^a;  et  nous  savons  aussi  que, 

si  pour  tous  les  points  m,  m'y  m"j  etc. ,  du  cercle  C ,  on  fait  la  même  chose , 

on  aura  : 

np       n'p'       n'y        .  ^    ^ 

-^  =  -7-7  =  —f^.  =  etc.  =  a=  constante.  * 

mp      rnp       m"p" 

Ainsi  y  pour  la  même  abscisse ,  le  cercle  G  et  Tellipse  E  ont  leurs  ordonnées  dans 
un  rapport  constant. 

539.  Si  Ton  fait  tourner  le  cercle  G  autour  de  Taxe  Z,  on  engendrera  la 
sphère  S;  si  Ton  fait  tourner  Tellipse  E  autour  de  l'axe  Z,  on  engendrera  une 
surface  £  de  révolution ,  qui  a  reçu  le  nom  d'ellipsoïde  de  révolution ,  et  cette  sur- 
face S  aura  évidemment  pour  centre  le  point  0 ,  centre  de  la  sphère  S. 

Désignons  par  seis',  les  points  en  lesquels  Tellipse  E  coupe  Taxe  Z,  si  Ton  a  : 
«y  >  2R ,  alors  Tellipse  E  est  allongée  par  rapport  au  cercle  G ,  puisque  cette 
ellipse  a  son  petit  axe  égal  à  2R. 

Si  Ton  a  ss'  <  2R,  alors  l'ellipse  E  est  raccourcie  par  rapport  au  cercle  G. 

L'ellipse  rallongée  aura  lieu  lorsque  Ton  aura  :  —  <4  ;  et  l'ellipse  raccourcie  aura 

lieu  lorsqu'on  aura  :  —  >  1 . 

mp 

Dans  le  cas  où  E  est  une  ellipse  rallongée  y  la  surface  S  a  regu  le  nom  d'ellipsmde 
rallongé  et  de  révolution. 

Dans  le  cas  où  E  est  une  ellipse  raccourcie ,  la  surface  £  a  reçu  le  nom  d ellip- 
soïde aplati  et  de  révolution. 

Gela  posé  : 

Si  nous  prenons  un  point  x  arbitraire  sur  la  sphère  S,  et  que  par  ce  point  nous 
menions  une  droite  X  parallèle  à  l'axe  Z ,  elle  coupera  la  surface  £  en  deux  points 
y  et  y'  et  le  plan  horizontal  eu  un  point  q  (l'on  aura  évidemment  yq=:y'q)y  et  Ton 

aura  :  — =a,  et  en  effet  : 
xq 

Par  l'axe  Z  et  le  point  ;r,  nous  pouvons  faire  passer  un  plan  M',  ce  plan  coupera 
la  sphère  S  suivant  un  grand  cercle  G' ,  et  la  surface  1  suivant  une  ellipse  E' ,  qui 
sera  identique  à  l'ellipse  E.  Donc ,  etc. 

Ainsi  l'on  peut  énoncer  tout  ce  qui  suit  : 

540.  I""  Si  l'on  mène  une  droite  D  quelconque  et  coupant  la  sphère  S  en  deux 
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points :c et V,  on  trarnsformera  cyHndHifuement  cette  droite  D  en  une  autre  droiteD' 
coupant  la  surface  ellipsoïde  2  en  deux  points  x;  et  x/,  qui  seront  les  transftmnés 
des  points  a:  et  a/ ,  et  dès  lors  les  points  a:,  elx  seront  sur  une  parallèle  à  Z  et  cou- 
pant le  plan  horizontal  en  un  point' g^,  et  les  points  a;/ et  a/  seront  sur  une  parallèle 
à  Z  et  coupant  le  plan  horizontal  en  un  point-  (f ,  et  Ton  aura  : 

x^q  _  x;q' 
xq        Ji^q' 

SI""  Si  Ton  mène  un  plan  P  coupant  la  sphère  S,  suivant  un  petit  cercle  d,  ce 
plan  sera  transformé  cylindriquement  en  un  plan  P,  coupant  la  surface  ellipsoïde  S 
suivant  une  courbe  i^ ,  qui  sera  la  transformée  du  cercle  d.  Dès  lors  les  deux 
courbes  S  et  d,  seront  situées  sur  un  cylindre  A  ayant  ses  génératrices  droites  pa- 
rallèles à  Taxe  Z;  la  courbe  S  étant  un  cercle ^l^  courbe  ^^  sera  une  ellipse. 

On  peut  donc  énoncer  la  iliéorème  suivant  : 

I.  Un  ellipsoïde  de  révolution  est  coupé  par  tout  plan ,  quelle  que  soit  sa  direction , 
suivant  une  ellipse. 

3*  Si  Ton  mène  une  suite  de  plans  P,  P',  P",  etc. ,  parallèles  entre  eux,  et  cou- 
pant la  sphère  S  suivant  des  cercles  S^S'^^^  etc. ,  les  centres  de  ces  cercles  seront 
situés  sur  une  droite  K  passant  par  le  centre  o  de  la  sphère  S. 

Cesrpluis  se  transformeront  suivant  des-plan^-P,  ^.P', ,  P'^. ,  etc.. ,  aussi  parall^es 
entre  eux ,  et  coupant  la  surface  ellipsoïde  £  suivant  des  ellipses  d, ,  d', ,  d^\  ,  etc. , 
dont  les  centres  seront  situés  sur  une  droite  K^,  transformée  de  la  droite.  K,. et 
cette  droite  K,  passera  par  le  centre  o  de  Tellipsoïde  £ ,  et  il  est  évident  que  les 
ellipses  d, ,  d', ,  $'\ ,  etc. ,  seront  semblables  et  semblàblement  placées. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

n.  Vellipsoîde  de  révolution  est  coupé  par  une  série  de  plans  parallèles  suivant  des 
ellipses  semblables  et  semblàblement  placées ,  et  dont  les  centres  sont  situés  sur  un  dia^ 
mètre  de  la  surface. 

i""  Un  plan  T ,  tangent  en  un  point  m  à  la  sphère  S ,  se  transformera  eu  un*  plan 
T.  y  tangent  à  Fellipsoïde  1  et  au  point  m.  transformé  du  point  m. 

5^  Un  cône  A  tangent  à  la  sphère  S ,  ayant  son  sommet  en  un  pointcf,  et  ayant  pour 
courbe  de  contact  un  petit  cercle  d  de  la  sphère  S,  se  transformera  en  un  côneuA^^ 
tangent  à  Tellipsoïde  1 ,  suivant  une  ellipse  d, ,  transformée  du  cercle  d,  et*  ayant 
son  sommet  en  un  point  d^ ,  transformé  du  point  d  ;  et  connue  pour  la  sphère'  le 
centre  o  de  celte  surface ,  le  sommet  d  du  cône  tangent ,  et  le*  centre  i  du  cercle 
de  contact ,  sont  en  ligne  droite ,  il  arrivera  que  les  points ,  œ  centre  de  l'ellipsoïde 
£,  d.  sommet  du  cône  A.  et  t,  centre  de  réilipse  d,  j  seront  en  ligne* dtoîtb. 

On  peut  donc  énoncer  \ès  thélnrèmes  suivants  : 


—  Jfâ5  — 

JII.  Si  fon.coupe  un  eUipscidede  révahuion  Jlpar^un  plan  et  stàMfani  une  ellipse  d, , 
M  si  l'on  fait  rouler  un. plan  T..«iir  la  courbe  d.  et  iangentiellement  Â,la.smfa£e2yla 
surface  xemalappe, de  llespace  parcouru  par  le  plan  T,  sem  un  cône. 

lY.  Si  ton  prend  un  point  d,,  situé  hors  d'un  elljpsoide  de  révolution  1,  et  qu'on 
regarde  ce  point  comme  le  sommet  d'un  cône  A^  tangent  à  la  surface  S,  la  courbe  de 
contact  3,  sera  plane  et  ne  sera  dès  lors  autre  qu'une  ellipse^  et  son  centre  i, ,  /e  centre 
0  de  la  surface  2  et  le  sommet  d^  du  cône  A, ,  seront  en  ligne  droite. 

6**  Si  Ton  a  deux  cercles  3  et  3'  sur  la  sphère  S ,  on  peut  les  envelopper  par  deux 
cônes  A  et  A',  si  ces  cercles  se  coupent  ou  ne  se  coupent  pas,  et  par  un  seul  cône 
si  ces  cercles  se  touchent  : 

Au  moyen  de  la  transformation  cylindrique ,  on  Tait  passer  cette  propriété  sur 
rellipsoïde  de  révolution. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

y.  Si  l'on  coupe  un  ellipsoïde  de  révolution  par  deux  plans  y  les  ellipses  de  section 
3,  et  3/  pourront  être  enveloppées  par  deux  cènes  A,  et  A/,  si  ces  courbes  3,  et  3/  se 
coupent  ou  ne  se  coupent  pas,  et  par  un  seul  cône^  si  ces  deux  courbes  se  touchent. 

T  Si  un  cône  A  ayant  pour  sommet  on  point  intérieur  ou  extérieur  à  la  sphère 
S  y  a 'pour  base  un  cercle  3  de  cette  «phèra,  oe  oàne  A  coupe  la  sphère  S  suivant 
un  set^ond  cercle  3^. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

YI.  iSi  un  cône  A, ,  ayant  pour  sommet  un  point  d^  intérieur  ou  extérieur  à  uneltip- 
sdidede  révolution  2,  afowiase  une  ellipse  ^^,  ou  un  parallèle^  sitmée-sur  cette  surfaae 
de  révolution ,  ce  cône  A  coupe  Pellifocnde  de  révolution  2  suivant  une  seconde  d- 
lipse  è\ . 

8""  Si ,  dans  la  sphère  S,  on  a  une  suite  de  cordes  parallèles  à  une  droite  D,  les 
miliôtt&  de  ces  cordes  sont  âur  un  plan  P ,  passant  par  le  centre  de  la  sphère. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

YIL  Si  ton  mène,  dans  un  ollipsolde  de  ràttolutionl ,  une  suite  de  cordes  parallèles 
à^une  drtnie  D^ ,  les  milieux  de  ces  cordes  seront  sur  un  plan  P,  .pammt  par  Icjcmlxe 
die  Veltipmde. 

Ainsi  y  pour  rellipsOLdeHdeTévolutiûn  2>,  toute  surfaee  diamétrale  est  un  plan. 

9"  Si ,  par  le  centre  o  de  la  sphère,  je  mène  trois  diamètres  X,  Y,  Z,  rectangu- 
iaires  .entre  eux,  on  aura  trois  plans  diamétraux  (X^  Y),  (X,  Z),  (Y,  Z),  aussi 
rectangulaires  entre  eux ,  et  qui  jouiront  de  la  propriété  suivante  : 

Toutes  les  cordes  parallèles 

à  Z  seront  coupées  en  parties  égales  par  le  plan  (X ,  Y) 
àX  —  —  (Y,Z) 

à  y  —  —  (x,Z) 
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Les  diamètres  X ,  Y ,  Z ,  perceront  la  sphère  S  en  les  points  x^i  x!  ^yeX  %/  ^%ei 
2%  et  si  Ton  mène  en  ces  points  des  plans  tangents  à  la  sphère,  on  aura  les  six 
plans  T',  T*',  T^  V\  T%  T",  qui  formeront  un  cube  circonscrit  à  la  sphère. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

YIII.  Si  dans  un  ellipsoïde  de  révolution  1 ,  on  mène  par  le  centre  o  un  plan  P,  cou^ 
pant  la  surface  suivant  une  ellipse  6 ,  et  que  l'on  trace  un  système  de  diamètres  conjur 
gués  X,  et  Y,  de  la  courbe  ^\  si  Con  construit  deux  plansT^  et  T\  tangents  à  la  surface  S, 
et  parallèles  au  plan  P. ,  et  que  Con  unisse  les  deux  points  de  contact  par  une  droite  Z, , 
les  plans  (X,,  Y,),  (X,,  Z,),  (Y,,  ZJ,  seront  des  plans  diamétraux ^  et  chacun 
deux  coupera  en  parties  égales  les  cordes  parallèles  au  diamètre  par  lequel  il  ne  passera 
pas;  et  si  Con  mène  des  plans  tangents  à  la  surface  2  >  aux  points  en  lesquels  cette  sur^ 
face  est  percée  par  les  diamètres  X, ,  Y, ,  Z, ,  ce«  plans  seront  deux  à  deux  parallèles 
et  formeront  un  parallélipipède  oblique  circonscrit  à  la  surface  1 ,  etc. 

Les  trois  plans  (X, ,  YJ ,  (X, ,  ZJ ,  (Y, ,  ZJ  forment  un  système  de  plans  dia- 
métraux conjugués  entre  eux. 

Le  diamètre  Z\  est  dit  diamètre  conjugué  du  plan  (X. ,  Y  J ,  etc. 

1 0*"  Si  Ton  a  deux  sphères  concentriques  S  et  S^ ,  si  l'on  mène  un  plan  T  tangent 
au  point  m  à  la  sphère  intérieure  S,  ce  plan  coupera  la  sphère  S' suivant  un  cercle  9^ 
et  si  Ton  conçoit  un  cône  A  tangent  à  la  sphère  S'  suivant  le  cercle  d,  le  sommet  d 
du  cône  A,  le  point  m  centre  du  cercle  d,  et  le  point  o  centre  des  sphères  S  et  S' 
sont  en  ligne  droite.  De  plus ,  si  Ton  conçoit  une  série  de  plans  T  tangents  à  la 
sphère  S ,  les  divei^  sommets  d  des  cônes  A  tangents  à  la  sphère  S^ ,  seront  sur  une 
troisième  sphère  S''  concentriques  aux  deux  premières  sphères  données. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

IX.  Si  Con  a  deux  ellipsaides  de  révolution  1"  et  II  concentriques  et  semblables ,  si 
Con  considère  cliacun  des  points  A ^  de  la  surface  2"  comme  le  sommet  d'un  cône  A,  tan- 
gent  à  la  surface  2'  et  suivant  une  ellipse  d^ ,  on  pourra  construire  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution 1  concentrique  et  semblable  aux  ellipsoïdes  donnés  l"  et  l^j  et  qui  soit  tangent 
aux  divers  plans  T,  des  courbes  i^ ,  et  cet  ellipsoïde  1  aura  four  contact  avec  les  plans 
T,  d69  points  m,  qui  seront  les  centres  respectifs  des  ellipses  9^. 

1 1  ""  Si  Ton  coupe  une  sphère  S  par  un  plan  P  passant  par  son  centre  o ,  on  a 
pour  section  un  grand  cercle  G ,  et  si  Ton  mène  par  le  centre  o  une  droite  Z  per- 
pendiculaire au  plan  P,  on  sait  que  le  cylindre  A  qui  aura  ses  génératrices  droites 
parallèles  à  Z^  et  qui  aura  pour  section  droite  le  cercle  G  sera  tangent  à  la  sphère  S 
suivant  ce  cercle  G. 

On  sait  de  plus  que  si  Ton  a  une  sphère  S'  concentrique  à  S,  le  cylindre  A 
coupera  cette  sphère  S'  suivant  un  petit  cercle  G'  qui  sera  dans  un  plan  parallèle 
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au  plan  du  cercle  G  et  identique  au  cercle  C(le8  deux  cercles  G  et  G'  étant  superposables) . 

On  sait  encore  que  Ton  peut  construire  une  sphère  S^'  concentrique  aux  sphères 
S  et  S%  et  tangente  aux  ^livers  plans  des  cercles  G'  et  que  les  points  de  contact 
seront  les  centres  de  ces  cercles  G^ 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

X.  Ayant  un  eUip$o\de  de  révolution  £,  ni  F  on  mène  un  plan  diamétral  P,  coupant  cette 
surface  S  suivant  une  ellipse  diamétrale  C^^  si  l'on  construit  te  diamètre  Z,  conjugué  du 
plan  diamétral  P,,  le  cylindre  A.  qui  aura  ses  génératrices  droites  parallèles  à  Z, ,  el 
qui  aura  pour  directrice  V ellipse  G,,  sera  tangent  à  t ellipsoïde  1  suivant  cette  courbe  G, . 

En  outre  :  si  l'on  a  un  second  elHpsdide  l\  concentrique  et  semblable  à  C ellipsoïde  £, 
le  cylindre  A,  coupera  la  surface  il  suivant  une  courbe  plane  C\  dont  le  plan  sera  pa- 
rallèle au  plan  de  la  courbe  G,  et  les  deux  ellipses  d  et  C\  seront  identiquesy  ou^  en  d'au- 
tres termes j  superposables. 

De  plus^  ton  pourra  construire  un  ellipsoïde  de  révolution  1^'  concentrique  et  semblable 
aux  ellipsoïdes  £  et  1\  et  tangent  aux  plans  des  diverses  ellipses  G/,  et  les  points  de 
contact  de  ces  plans  et  de  la  surface  1"  ne  sont  autres  que  les  centres  des  ellipses  G',. 

1  %""  Si  Ton  a  une  droite  D  extérieure  à  une  sphère  S  ;  si  par  la  droite  D  on  mène 
deux  plans  T  et  T' tangents  à  la  sphère  aux  points  m  et  m^  ces  deux  points  m  et  m' 
étant  unis  par  une  droite  B,  les  deux  droites  D  et  B  sont  deux  polaires  réciproques^ 
parce  qu'elles  jouissent  (ainsi  que  nous  le  savons)  de  la  propriété  suivante,  sa- 
voir :  que  si  par  la  droite  D  on  mène  une  série  de  plans  X,  X'  X'',  etc. ,  ils  cou- 
peront la  sphère  S  suivant  des  cercles  i,  i^  i"y  etc.,  tels  qu'ils  auront  pour  polaire 
commune  et  extérieure  la  droite  D,  leurs  pôles  étant  situés  sur  la  droite  B,  et  n'étant 
autres  que  les  points  en  lesquels  cette  droite  B  est  coupée  par  les  plans  X,  X', 
X'^,  etc.  ;  et  ensuite  les  cercles  3,  d^,  i",  etc.  seront  tels  que  les  cônes  A,  A',  A",  etc., 
tangents  à  la  sphère  S  suivant  ces  cercles,  auront  leurs  sommets  cf,  d'y  d'\  etc. ,  si- 
tués sur  la  droite  B, 

Et  nous  savons  encore  que,  si  par  la  droite  B  on  mène  une  série  de  plans  Y,  Y', 
Y\  etc.,  ils  couperont  la  sphère  S,  suivant  des  cercles  6,  6',  6",  etc.,  tels  qu'ils 
auront  pour  po/atre  commune  et  intérieure  la  droite  B,  leurs  pd/e«  étant  situés  sur  la 
droite  D,  et  n'étant  autres  que  les  points  en  lesquels  cette  droite  D  est  coupée  par 
les  plans  Y,  Y',  Y",  etc.,  et  ensuite  les  cercles  6,  6',  6",  etc.,  seront  tels  que  les 
cônes  (p,  (p',  vp'',  etc.,  tangents  à  la  sphère  S  suivant  ces  cercles,  auront  leurs  som- 
mets p,  p'y  p%  situés  sur  la  droite  D. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

XI.  Siy  dans  un  ellipsoïde  de  révolution  2,  on  mène  une  droite  arbitraire  D,  et  exté- 
rieure à  ceUe  surface  2,  et  si  par  cette  droite  on  mène  deux  plans  T,  et  T',,  tangents  à  1 
aux  points  m,  et  m\  ;  ces  deux  points  m,  et  m\  étant  unis  par  une  ttroite  B,,  les  deux 

2*  PÀRTIB.  4! 


—  3St8  — 

droites  D,  el  B,  seront  deux  polaires  réciproques;  car  elles  jouiront  de  la  propriélé  sut' 
vante^  savoir  :  que  si  par  la  droite  D,  on  mène  une  série  de  plans  X  ,  X/,  X/\  etc., 
coupant  la  sur/ace  2  suivant  des  ellipses  9^j  $',,  i",j  €tc. ,  ces  courbes  seront  telles  qu'elles 
auront  pour  polaire  commune  et  extérieure  la  droite  D^,  et  que  leurs  pôles  seront  situés 
sur  la  droileB^^  et  de  plus  les  cônes  A,,  à',,  à^\,  ete.,  tangents  à  la  smface^  suivant 
les  ellipses  d^y  d^^,  i^\^  etc.,  auront  leurs  sommets  d,,  é^}^  d'',,  etc.,  siiuéi.sur  la 
droite  B,, 

Et  réciproquenfent^  si  par  la  droite  B,  on  mène  une  série  de  plana  Y,,  Y',,  Y'^,,  eic, 
coupant  la  surface  £  smvant  des  ellipses  ê^,  ë\j  &\j  etc.,  ces  courbés  auront  pour  polaire 
commune  et  intérieure  la  droite  B^,  et  leurs  pâles  respectifs  par  rapport  acette  droite  B, 
seront  extérieurs  et  situés  sur  la  droite  D , . 

Déplus  les  cônes  ^^,  ^',,  f^'\^  etc.,  tangents  à  la  surface  £  suivant  les  ellipses  6,  j  è\y 
6",,  etc.,  auront  leurs  sommets  p,,  p',,  p'\,  etc.,  situés  sur  lu  droite  D,. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  toutes  les  propriétés- de  relation  de  position, 
existant  pour  une  sphère,- pourront  être  transportées  au  moyen  d'une  transformar 
Iton  ci//tniirfi/tf^  sur  Tel lipsoïde  de  révolution.    . 

Nous  pouvons  donc  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

XII.  Si  dans  un  ellipsoïde  de  révolution  2,  on  mène  par  le  centre  un  plan  diamétral 
quelconque  P,  et  si  Con  construit  le  diamètre  conjugué  de  ce  plan  P,  diamètre  qui  pro- 
longé  donnera  une  droite  Z,  puis  que  l'on  mène  une  suite  de  plans  P',  P'^,  P"',  etc. ,  parai' 
lèles  entre  eux  et  au  plan  P,  et  coupant  la  surface  £  suivant  des  ellipses  a',  a",  u'\  etc., 
et  qu  enfin  on  construise  les  cônes  A\  A'',  A''^,  etc.,  tangents  à  la  surface  2,  suivant  les 
courbes  planes  a',  a",  a"\  etc.,  les  sommets  d',  d",  d''',  etc.,  de  ces  divers  cônes  seront 
siHiés  sur  la  droite  Z. 

Xi II.  Étant  donné  un  ellipsoïde  de  révolution  £,  si  Con  construit  un  plan  diamétral  P 
et  le  (Uamètre  conjugué  Z,  et  si  Con  mène  une  suite  de  plans  F,  F',  F'^,  etc. ,  parallèles 
au  plan  P  et  coupant  la  surface  S  suivant  des  ellipses  semblables  et  setnblablement  placés 
a  9  ol\  ol'\  etc.,  ces  courbes  ne  pourront  être  unis  deux  à  deux  que  par  des  cônes  dont 
les  sommets  seront  tous  situés  sur  la  droite  Z. 

XIY.  Si  Ion  coupe  un  ellipsoïde  de  révolution  S  par  une  ^te  de  plans  diamétraux  et 
suivant  des  ellipses  6,  6',  g'',  etc.,  ces  courbes  ne  pourront  être  unies  deux  à  deux  que 
par  des  cylindres. 

XY.  Une  droite  ne  peut  couper  en  plus  de  deux  points  un  ellipsoïde  de  révolution. 

XVI.  Par  une  droite  extérieure  on  ne  peut  mener  plus  de  deux  plans  tangents  à  un 
ellipsoïde  de  révolution. 

Transformation  de  C ellipsoïde  de  révolution  en  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 
iiil .  CoBcevons  un  ellipsoïde  de  révolution  £,  ayant  poar  axe  de  rotation  une 
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droite  Z  et  pour  courbe  méridienae  une  ellipse  E,  et  pour  centre  un  point  o.  Cou- 
pons la  surface  S  par  un  plan  mené  par  le  cenire  o  et  perpendiculairement  à  la 
droite  Z,  on  obtiendra  pour  section  un  cercle  G  auquel  on  a  donné  le  nom  d'â/ti(f- 
teur.  Prenons  le  plan  de  Téquateur  pour  plan  horizontal. 

Cela  posé  : 

Transformons  cylindriqueraent  le  cercle  C  en  une  ellipse  E,,  cette  transformation 
s'opérant  dans  le  plan  horizontal  et  parallèlement  à  une  droite  Y  menée  dans  le  plan 
horizontal  et  par  le  centre  o  du  cercle  C. 

Désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  C,  et  menant  par  le  centre  o  et  dans  le  plan 
horizontal,  une  droite  X  perpendiculaire  à  la  droite  Y^  Tellipse  E^  aura  Tun  de  ses 
axes  dirigé  suivant  la  droite  X  et  il  sera  égal  à  SIR  ,  etTautre  axe  sera  dirigé  suivanl 
la  droite  Y. 

Prenant  un  point  m  sur  le  cercle  C,  et  menant  par  ce  point  une  parallèle  à  Y, 

m  r 

laquelle  coupera  X  en  un  point  r  et  Tellipse  E,  en  un  point  m^,  on  aura  :  —^=6. 

Et  ce  rapport  b  sera  le  même  pour  tous  les  points  homolognes  m  et  m,  du  cercle 
C  et  de  Tellipse  £.• 

Cela  posé  : 

Si  l'on  coupe  la  surface  ellipsoïde  et  de  révolution  £  par  un  plan  parallèle  au 
plan  du  cercle  C^  et  par  conséquent  perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation  Z  de  cette 
surface  £,  on  obtiendra  un  cercle  C^,  qui,  transformé  comaie  le  cercle  C,  donnera 
une  ellipse  E',,  et  les  ellipses  E,  et  E',  seront  semblables,  puisque,  désignant  par 
m!  un  point  du  cercle  C  et  par  m\  le  point  de  Tellipse  E',  qui  est  le  tTumtformé  du 
point  m'y  en  unissant  ces  points  m' et  m/  par  une  droite  qui  sera  parallèle  à  la  droite 
Y  et  qui  coupera  le  diamètre  du  cercle  G  (parallèle  au  diamètre  X  du  cercle  C)  en 

un  point  r',  on  aura  :  —7-7= A. 

mr 

L'ellipsoïde  de  révolution  2  se  trouvera  dès  lors  transformé  en  une  sur£ace  S^  à 
laquelle  on  a  donné  le  nom  à'ellipsotde  à  trois  accès  inégaux;  si  l'on  fait  passer  par 
les  axes  X^  Y^  Z,  de  la  surface  £  des  plans  (X,  Y),  (Y^  Z),  (X^  Z)^  ces  plans  cou- 

» 

peront  la  surface  ^  suivant  trois  ellipses  E,,  E,,  E,,  qui  couperont  les  axes  X,  Y,  Z, 
en  deux  point» ,  savoir  ; 

Ë,  coupera  X  en  les  points  x  et  a!. 

—  Y  en  les  pointe  y  et  tf. 
E,  coupera  Y  en  les  points  y  et  y'. 

—  Z  en  les  points  z  et  z'. 
E,  coupera  X  en  les  points  x  et  x!. 

—  Z  en  les  i^oints  x  et  z\ 
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Les  trois  droites  X,  Y,  Z,  sont  rectangulaires  entre  elles  et  se  coupent  au  point  o 
centre  commun  à  Tellipsoïde  de  révolution  S  et  à  l'ellipsoïde  I/.  Les  plans  (X,  Y), 
(Y,  Z)y  (X,  Z),  sont  donc  aussi  rectangulaires  entre  eux. 

L'on  a  donc  évidemment  : 

ox=ox'y    oy=ioy'y    oz=:^oj^. 

De  plus,  en  vertu  du  mode  cylindrique  de  transformation ^  on  a  : 

ox=R,    oz=àR  et  oy=6R. 

Ce  sont  les  droites  xx\  yy\  zz%  qni  ont  reçu  le  nom  d'axes  de  Tellipsoïde  2';  et 
comme  ils  sont  inégaux  en  grandeur,  la  surface  If  a  reçu  le  nom  d'ellipsoïde  à  trois 
axes  inégaux. 

642.  Nous  pourrons  faire  passer,  de  l'ellipsoïde  de  révolution  2  sur  Tellipsoïde 
à  trois  axes  inégaux  2',  toutes  les  propriétés  que  nous  avons  ci-dessus  reconnues 
exister  pour  cette  surface  de  révolution  S  en  les  faisant  passer  de  la  sphère  S  sur 
cette  surface  2,  et  cela  en  se  servant  du  même  mode  cylindrique  de  transformation 
qui  a  servi  à  transformer  la  sphère  S  en  la  surface  de  révolution  S. 

Ainsi  les  seize  théorèmes  énoncés  ci-dessus  sont  vrais  pour  l'ellipsoïde  à  trois  axes 
inégaux  (*). 

543.  Nous  aurions  pu  passer  directement  de  la  sphère  S  à  l'ellipsoïde  à  trois 
axes  inégaux  V  par  une  seule  transformation  cylindrique. 

Et;  en  effet  : 

Concevons  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  G  du  rayon  R  et  ayant  un  point  o 
pour  centre,  et  décrivons  de  ce  point  o  comme  centre  et  avec  le  rayon  R  une 
sphère  S.  Imaginons  dans  le  plan  horizontal  deux  axes  X  et  Y  se  croisant  au 
centre  o  et  rectangulaires  entre  eux,  et  une  droite  Z  élevée  par  le  point  o  perpen- 
diculairement au  plan  horizontal;  les  trois  axes  X,  Y,  Z,  sont  donc  rectangulaires 
entre  eux. 

Cela  posé  : 

Désignons  par  ^  et  o;,,  y  et  y.,  z  et  z,,  les  points  en  lesquels  la  sphère  S  est  coupée 
par  les  axes  X,  Y,  Z. 

Menons  par  le  centre  o  une  droite  Y'  située  dans  le  plan  du  cercle  C  et  faisant 
avec  la  droite  X  un  angle  arbitraire,  et  prenons  sur  cette  droite  Y'  deux  points  ar- 
bitraires tf  et  t/',,  mais  équidistants  du  centre  o. 

Nous  pouvons  construire  une  ellipse  E  sur  oo;  et  oy'  comme  demi-diamètres 


n  Nous  aurions  pu  éooDcer  un  plus  grand  nombre  de  théorèmes,  mais  nous  nous  sommes  borné 
aux  plus  importants  parmi  ceux  de  relation  de  position. 
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conjugués,  et  V ellipse  E  pourra  être  considérée  comme  la  transformée  cylindrique 
du  cercle  C,  les  droites  de  transformation  étant  parallèles  à  la  droite  yi/  ou  à  la 
droite"}!^.  ^  

Nous  pourrons  mener  dans  l'espace  et  par  le  point  z  une  droite  parallèle  à  yt/  et 
prendre  sur  cette  droite  un  point  z^  arbitraire  et  unir  le  centre  o  à  ce  point  z'  par 
une  droite  Z'. 

Puis  mener  par  le  point  z'  une  droite  8  parallèle  à  X,  et  tracer  dans  le  plan  (X,  9) 
une  ellipse  E'  ayant  ox  et  oz'  pour  demi-diamètres  conjugués. 

Nous  pourrons  enfin  par  le  point  z'  mener  une  droite  9'  parallèle  à  Y',  et  con- 
struire dans  le  plan  (Y',  9')  une  ellipse  E''  ayant  oy'  et  oz'  pour  demi-diamètres 
conjugués. 

Les  trois  ellipses  E^E^yE'"^,  formeront  un  système  de  courbes  diamétrales ,  et 
les  trois  droites  ox^oy\oz\  formeront  un  système  de  demi-diamètres  conjugués 
d'un  ellipsoïde  2,  qui  sera  la  transformée  directe  de  la  sphère  S. 

Et  je  dis  que  la  surface  S,  est  un  ellipsoïde,  car  cette  surface  jouira  évidem- 
ment de  toutes  les  propriétés  que  nous  avons  reconnues  exister  pour  la  sur- 
face 2'  transformée  de  l'ellipsoïde  de  révolution  S. 

Des  sections  circulaires  de  V ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

544.  Si  une  surface  ellipsoïde  £  peut  être  coupée  par  un  plan  suivant  un  cercle, 
comme  toutes  les  sections  planes  et  parallèles  dans  un  ellipsoïde  sont  des  courbes 
semblables  9  il  faudra  que  l'on  puisse  mener  par  le  centre  o  de  la  surface  S  un 
certain  plan  P  coupant  cette  surface  £  suivant  un  cercle  C,  dont  nous  désignerons 
le  rayon  par  R. 

Or,  si  l'on  considère  une  sphère  S'  ayant  son  centre  en  o  et  ayant  un  rayon 
R'  arbitraire ,  mais  assez  grand  pour  que  la  sphère  S'  coupe  la  surface  S ,  il  est 
évident  que  les  deux  surfaces  S'  et  S  se  couperont  suivant  des  courbes  qui 
seront  symétriques  par  rapport  à  chacun  des  plans  diamétraux  principaux  de  la 
surface  1. 

Si  donc  du  point  o  comme  centre  et  avec  le  rayon  R ,  nous  décrivons  dans 
l'espace  une  sphère  S,  elle  aura  pour  cercle  diamétral  le  cercle  C,  et  comme  les 
surfaces  S  et  2  sont  symétriques  par  rapport  aux  plans  diamétraux  principaux  de 
la  surface  2,  il  s'ensuit  que  si  la  sphère  S  et  la  surface  S  se  coupent  suivant  un 
cercle  C ,  ils  devront  se  recouper  suivant  un  autre  cercle  C  ayant  son  centre  en  o 
et  son  rayon  égal  à  R ,  et  les  plans  P  et  P'  de  ces  deux  cercles  C  et  C  devront  être 
perpendiculaires  à  l'un  des  trois  plans  diamétraux  principaux  de  la  surface  2. 

Or,  1*  si  du  centre  o  et  avec  le  demi  petit-axe  de  2  pour  rayon ,  on  décrit  une 
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gpbère,  elle  sera  tangente  à  la  surface  £  en  les  extrémités  de  ce  peiii-axej  et  elie 
a'anra  pas  d'autres  points  communs  avec  la  surface  2,  et  de  plus  elle  sera  inté* 
rieure  à  cette  surface  S. 

S""  Si  du  centre  o  avec  le  demi-grand  axe  de  Tellipsoïde  1  pour  rayon,  on  décrit 
une  sphère,  elle  sera  tangente  à  la  surface  £  en  les  extrémités  de  ce  grand  axe,  et 
elle  n'aura  pas  d'autres  points  communs  avec  la  surface  2,  et  elle  enveloppera  la 
surface  I. 

3°  Mais  si  du  point  a  comme  centre  et  avec  le  demi-axe  moyen  de  la  surface  1 
on  décrit  une  sphère  S ,  elle  touchera  la  surface  2  en  les  extrémités  p  et  p'  de  son 
axe  moyen ,  et  elle  la  coupera  suivant  une  courbe  composée  de  deux  branches 
3  et  J'  se  croisant  en  les  points  p  et  p'  ;  et  les  courbes  3  et  S'  seront  symétriques  par 
rapport  aux  plans  diamétraux  principaux  de  la  surface  2  ;  si  donc  on  projette 
orthûgonalement  ces  courbes  i  et  Sf  sur  le  plan  diamétral  M  passant  par  le  grand 
axe  et  le  petit  axe  de  la  surface  2  (  ce  plan  M  étant  pris  pour  plan  vertical  de  pro- 
jection ,  et  le  plan  N  du  petit  axe  et  de  L'a^e  moyen  étant  pris  pour  plan  hori- 
zontal de  projection),  on  aura  (fig,  2S9)  deux  arcs  de  courbes  $"  et  d'",  symé- 
triques par  rapport  aux  axes  de  Tellipse  principale  Ë  située  dans  le  plan  M.  Or  je 
dis  que  ces  arcs  de  courbes  3*'  et  3'*^  sont  des  lignes  droites. 

Et  en  effet  : 

L'ellipse  E  sera  coupée  par  la  sphère  S  en  les  points  m  et  n ,  m'  et  n'  qui ,  unis 
deux  à  deux  »  formeront  im  rectangle  dont  les  diagonales  se  croiseront  au  point  o; 
et  Ton  aura  em^=on:=^omf^=^on!=z=iIi  (R  étant  égal  au  demi^axe  moyen  de  la 
surface  ellipsoïde  2). 

Or,  si  par  le  point  m  et  Taxe  moyen  pp^  =  2R,  on  fait  passer  nn  plan  P,  ce  plan 
coupera  la  surface  2  suivant  une  ellipse  G  ayant  pour  système  de  diamètres  con- 
jugués la  droite  mm'  et  Taxe  moyen  pp^  ^  et  ces  droites  pp'  et  mmf  sont  rectangu- 
laires entre  elles,  elles  sont  donc  les  axes  de  Tellipse  C  ;  mais  ces  axes  pp^  et  mm'  sont 
égaux,  donc  Tellipse  C  est  un  cercle. 

Le  plan  P  coupera  la  sphère  S,  suivant  un  cercle  C  ayant  Taxe  moyen  pp'=  2R 
pour  diamètre,  et  ce  cercle  passera  par  le  point  m;  donc  les  cercles  C  et  C  se 
confondent,  puisqu'ils  ont  même  centre  o,  et  qu'ils  passent  par  un  même  point  m, 
et  qu'ils  sont  situés  dans  un  même  plan  P. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

XYIL  On  peut  couper  êuivant  des  cercles  ^  un  elUpsatde  à  trois  oxes  inégaux ,  par 
éeux  séries  de  plans  parallèles  entre  eux;  fune  et  C  autre,  série  étant  parallèles  respec^ 
tivement  à  un  {certain)  plan  diamétral  passant  par  l'axe  moyen  de  la  surface  £• 

Et,  d'après  ce  qui  précède,  il  sera  facile  de  construire  la  dicectioa des  plans  des 
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Béotiens  circataires  y  lorsqu'on  con&aitra  les  trois  axes  ou  les  trois  diamètres  prin- 
cipaux de  la  surface  ellipsoïde  1. 

Des  deux  modes  principaux  de  génération  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

545.  Chacune  des  propriétés  géoméiricpies  dont  jouit  l'ellipsoïde  à  trois  axes 
inégaux ,  peut  conduire  dans  la  pratique  à  une  construction  particulière  de  cette 
surface,  ou,  en  théorie ^  à  un  mode  particulier  de  (/é/i(^ra<îo» ,  et  ce  que  nous 
Tenons  de  dire  s'appliquera  aux  quatre  autres  surfaces  du  second  ordre.  Parmi  tous 
les  modes  de  génération  ou  Aq  construction  de  Tellipsoïde,  on  doit  distinguer  les 
deux  suivants. 

Premier  mode  de  génération  ou  de  construction. 

546.  Soient  données  deux  droites  D  et  R,  faisant  entre  elles  un  angle  arbi- 
traire, ces  deux  droites  n'étant  pas  d'ailleurs  situées  dans  un  même  plan. 

Concevons  par  la  droite  D  deux  plans  T  et  T'  coupant  respectivement  la  droite  R 
aux  points  m  et  m'  ;  menons  par  la  droite  D  un  troisième  plan  P  coupant  la  droite  R 
en  un  point  o  situé  entre  les  points  m  et  mf. 

Cela  posé  : 

Construisons  dans  le  plan  P  une  ellipse  B  ayant  le  point  o  pour  pôle  et  la  droite  D 
pour  polaire. 

La  construction  de  la  courbe  B  sera  facile,  car  il  suffira  de  mener  par  la 
droite  D  un  plan  arbitraire  Z  coupant  la  droite  R  en  un  point  s^  situé  en  dehors 
des  points  m  et  m',  puis  de  mener  un  plan  Z'  parallèle  au  plan  Z  et  coupant  la 
droite  R  en  un  point  r  et  de  tracer  dans  le  plan  Z'  une  ellipse  arbitraire  M  ayant 
le  point  r  pour  centre ,  le  cône  («,  M)  sera  coupé  par  le  plan  P  suivant  une  ellipse  B 
ayant  le  point  o  pour  pôle  et  la  droite  D  pour  polaire  (n"*  329  et  suivants).  L'ellipse  B 
étant  construite ,  nous  ferons  passer  par  la  droite  R  une  série  de  plans  Y,  Y',  Y" 

Le  plan  Y  coupera  le  plan  T  suivant  une  droite  9  et  le  plan  T' suivant  une  droite  6', 
et  la  droite  D  en  un  point  y,  en  lequel  concourront  les  droites  9  et  9'.  Ce  plan  Y 
coupera  l'ellipse  B  en  deux  points  a  et  6,  qui  seront  en  ligne  droite  avec  le  point  y. 
Si ,  dans  ce  plan  Y  nous  décrivons  une  ellipse  E  passant  par  le  point  a  et  par  les 
points  m  et  m! ,  et  ayant  en  ces  points  les  droites  9  et  B'  pour  tangentes ,  cette 
ellipse  passera  nécessairement  par  le  point  b. 

En  faisant  les  mêmes  constructions  dans  les  divers  plans  Y',  Y^^ ,  on  aura 

une  série  d'ellipses  E,  Ë',  E'', qui  détermineront  un  ellipsoïde  S  à  trois  axes 

inégaux. 
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Comme  cas  particulier  de  ce  mode  de  génération  ou  de  comirucûon ,  on  a  les 
deux  suivants  : 

Premier  g\s  particulier  du  premier  mode. 

547.  Si  le  point  o  est  le  centre  de  Pellipse  B  la  polaire  D  est  située  à  ilntini  ; 
alors  les  plans  T  et  T'  sont  parallèles ,  ainsi  que  les  droites  6  et  6\  et  alors  forcé- 
ment les  points  m  et  m'  sont  équidistants  du  point  o. 

Les  ellipses  génératrices  E^E',  E'', ont  donc  toutes  pour  centre  le  point  o 

et  la  droite  miW  pour  diamètre  commun ,  si  la  droite  R  est  oblique  au  plan  P. 

Dans  ce  cas  le  plan  P  et  les  plans  Y,  Y\  Y"^ ,  sont  des  plans  diamétraux  de 

Tellipsoïde  £. 

Deuxième  cas  particulier  du  premier  mode. 

548.  Tout  étant  comme  dans  le  premier  ai«  considéré  ci-dessus,  à  Texception 
de  la  droite  R,  que  Ton  suppose  perpendiculaire  au  plan  P,  on  voit  de  suite 
que  le  plan  P  est  un  plan  principal  et  que  la  droite  mm'  est  un  des  axes  de  la 
surface  ellipsoïde  £. 

Second  mode  de  génération  ou  de  construction. 

549.  Imaginons  deux  droites  D  et  R  non  situées  dans  un  même  plan ,  et  faisant 
entre  elles  un  angle  arbitraire. 

Concevons  deux  plans  T  et  T'  passant  par  la  droite  D  et  coupant  la  droite  R , 
respectivement,  aux  points  m  et  m\ 

Faisons  passer  par  la  droite  R  deux  plans  Y  et  Y, ,  le  premier  plan  Y  coupera 
les  plans  T  et  T'  suivant  les  droites  9  et  6'  et  le  second  plan  Y.  coupera  ces  mêmes 
plans  T  et  T'  suivant  des  droites  9,  et  9/.  Cela  fait  :  traçons  V  dans  le  plan  Y 
une  ellipse  E  arbitraire,  mais  passant  par  les  points  m  et  m'  et  ayant  pour  tan- 
gentes en  ces  pointe  les  droites  9  et  9',  et  2*  dans  le  plan  Y,  une  ellipse  E,  aussi 
arbitraire,  mais  passant  par  les  points  m  et  m'  et  ayant  pour  tangentes  en  ces 
points  les  droites  9,  et  9/. 

Imaginons  un  cône  A  ayant  son  sommet  s  situé  en  un  point  de  la  droite  I),  cM 
ayant  la  courbe  E  pour  directrice. 

Cela  posé  : 

Par  la  droite  D  menons  une  série  de  plans  X,  X, ,  X,, coupant  la  droite  R 

en  les  points  p,  p\  p\ situés  entre  les  points  m  et  ntl.  Le  plan  X  coupera  l'ellipse  Ë 

en  les  poinlsa  et  q[  et  Tellipse  E.  en  les  poipts  r  et  /,  et  le  cône  A  suivant  des 
génératrices  droites  I  et  F  passant  respectivement  par  les  points  r  et  r'.  Traçons 
dans  le  plan  X  une  ellipse  B  passant  par  le  point  q  et  par  les  points  r  et  i*'  et  ayant 
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pour  taDgentes  en  ces  points  r  et  /  les  droites  I  et  1' ,  cette  ellipse  B  passera 
forcément  par  le  point  (f. 

Faisons  les  mêmes  constructions  dans  chacun  des  plans  X, ,  X, ,  X,, nous 

obtiendrons  une  série  d'ellipses  B,  B, ,  B,,  B, ayant  pour  polaire  commune  la 

droite  D  et  pour  pôle  respectif  les  points  p,  p',  p" La  surface  lieu  des  ellipses 

B,  B,,  B^, sera  un  ellipsoïde  1  à  trois  axes  inégaux. 

Gomme  cas  particuliers  de  ce  mode  de  génération  ou  de  construction ,  on  a  les 
deux  suivants. 

Premier  cas  particulier  du  second  mode. 

550.  La  droite  D  peut  être  située  à  Tinfini,  alors  les  plans  T,  T' et  X,  X, ,  X^ 

seront  parallèles  entre  eux;  alors  les  points  p,  p',  p", seront  les  centres  res- 
pectifs des  ellipses  B,,  B,,  B, , la  droite  R  sera  un  diamètre  commun  aux 

deux  ellipses  E  et  E, ,  et  le  cône  A  sera  un  cylindre  dont  les  génératrices  droites 
pourront  avoir  toute  direction  dans  Tespace,  pourvu  toutefois  qu'elles  soient 

parallèles  aux  plans  T,  T',  X,  X,, Dans  ce  cas,  la  droite  R  étant  oblique  par 

rapport  aux  plans  T,  T',  X,  X, , la  surface  ellipsoïde  1  sera  engendrée  par  une 

ellipse  B  se  mouvant  parallèlement  à  elle-même  en  variant  de  grandeur,  mais  en 
restant  semblable  et  semblablement  placée.  La  droite  R  sera  dans  ce  cas  un  dia- 
mètre de  la  surface  ellipsoïde  2. 

Deuxième  cas  particulier  du  second  mode. 

551.  Si  tout  reste  ainsi  que  dans  le  premier  casj  la  droite  R  ayant  seulement 
une  direction  toute  particulière  par  rapport  au  plan  T  et  lui  étant  perpendiculaire , 
alors  la  droite  R  sera  un  des  axes  de  Tellipsoïde  I. 

552.  Remarque.  Dans  les  deux  modes  principaux  de  génération  de  Tellipsoide 
à  trois  axes  inégaux ,  nous  avons  des  ellipses  pour  génératrices  et  une  ellipse  pour 
directrice. 

des  paraboloïdes  elliptiques. 

553.  Concevons  un  ellipsoïde  de  révolution  2,  ayant  pour  axe  de  rotation  une 
droite  Z ,  perçant  cette  surface  en  les  points  z  et  z'. 

Menons  un  plan  P  perpendiculaire  à  Taxe  Z ,  et  coupant  la  surface  1  suivant 
un  cercle  C  ayant  son  centre  n  situé  sur  la  droite  Z. 

Gela  posé  : 

Menons  par  Taxe  Z  un  plan  M  coupant  la  surface  1  suivant  une  ellipse  méri- 
dienne E  ayant  pour  centre  le  point  o,  centre  de  la  surface  2,  et  pour  sommets  les 
points  z  et  z',  et  passant  par  les  points  m  et  m'  en  lesquels  le  cercle  G  est  coupé 
par  le  plan  M. 

2*  partie.  42 
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Si  nous  allongeons  Taxe  %%'  en  transportant  le  point  s'  en  %'  sur  la  droite Z, 
Tellipse  E  se  transformera  en  une  ellipse  E,  ayant  toujours  Tun  de  aes  axes  dirigés 
soivanl  Z  et  égal  à  zz/  et  passant  par  les  points  fixes  %^  m  et  m\ 

La  courbe  E,,  en  tournant  autour  de  T^xe  Z,  engendrera  un  nouvel  ellipsoïde 
de  révolution  2, ,  coupant  la  surface  S  suivant  le  cerde  C,  et  les  deux  snrraces  1 
et  2^  seront  tangentes  Tune  à  l'autre  au  point  z. 

Tout  plan  parallèle  à  un  plan  méridien  M  coupera  reliipsoîde  Z,  suivant  une 
ellipse  qui  se  projettera  orthogonalement  sur  le  plan  M  suivant  une  ellipse  E/  con- 
centrique et  semblable  à  Tellipse  méridienne  E,. 

Cela  posé  : 

Si  Ton  suppose  que  le  sommet  z  ou  z^  se  trouve  transporté  à  Tinfini  sur  l'axe  Z , 
V ellipse  E ,  située  dans  le  plan  méridien  M^  sera  transfarmée  eu  une  parabole  E, 
ayant  son  sommet  au  point  z  et  passant  par  les  points  m  et  m'  et  la  surface 
ellipsoïde  de  révolution  £ ,  sera  transformée  en  un  paraboloïde  de  révolution  2,  f 
surface  engendrée  par  la  parabole  E,  tournant  autour  de  son  axe  infini  Z. 

Or,  en  supposant  que  le  sommet  z'  soit  transporté  à  Tinfini  sur  Taxe  Z,  on 

transforme  évidemment  toutes  les  ellipses  E\ sections  faites  dans  reliipsoîde  2, 

par  des  plans  parallèles  à  un  plan  méridien  M  en  des  paraboles  E/ qui  se  pro- 
jetteront orthogonalement  sur  le  plan  M ,  suivant  des  paraboles  concentriques  et 
semblables  à  la  parabole  méridienne  E,. 

Or,  on  sait  que  des  paraboles  concentriques  et  semblables  ne  sont  autres  que 
des  paraboles  identiques  on  superposables. 

Cela  posé  : 

554.  Sachant  qu'un  paraboloïde  de  révolution  (que  nous  pourrons  désigner 
par  E  dans  tout  ce  qui  va  suivre)  est  coupé  par  une  série  de  plans  parallèles  entre 
eux  et  à  Taxe  de  rotation  Z ,  suivant  des  paraboles  identiques  et  qu'il  est  coupé 
par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  Z  suivant  des  cercles,  démontrons  qu'Hun 
plan  quelconque,  mais  oblique  à  Taxe  Z,  ooupe  toujours  ce  paraboloïde  1  suivant 
nne  ellipse. 

Faisons  glisser  la  surface  paraboloïde  S  parallèlement  à  l'axe  Z,  le  sommet  z 
de  cette  surface  se  transportant  en  z'  sur  Z ,  et  désignons  par  £'  la  nouvelle  posi- 
tion de  la  surface  S. 

Les  deux  surfaces  £  et  1/  sont  deux  paraboloïdes  concentriques  et  semblables. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  Z  coupera  les  deux  surfaces  2  et  £'  suivant 
deux  cercles  C  et  C'  concentriques. 

Tout  plan  parallèle  à  l'axe  Z  coupera  les  deux  surfaces  Let  H  suivant  douiL 
paraboles  i  et  if^  qui  seront  concentriques  et  semMables, 

Cela  posé  : 
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555.  GoQpoDs  les  deuic  surfaces  paraboloïdes  2  et  l!  par  un  p)an  P  oblique  à 
Taxe  Z  et  renconlraut  dès  lors  cet  axe  Z  en  un  certain  point  p ,  Ton  obtiendra 
deux  courbes  6  et  g^,  et  il  faut  démontrer  que  ces  deux  courbes  ne  sont  autres  que 
deux  ellipses  concentriques  et  semblables  ;  et  d'abord  il  est  évident  que  ces  deux 
courbes  sont  des  cowxh&è  fermées. 

Et  ensuite  si ,  en  un  point  x  de  la  surface  1 ,  on  mène  un  plan  T  tangent  à  cette 
surface ,  ce  plan  coupera  la  surface  ^  suivant  une  courbe  7 ,  démontrons  que  le 
point  X  est  le  centre  de  la  courbe  y. 

Pour  cela  faire ,  menons  par  le  point  x  et  dans  le  plan  T  une  droite  0  arbitraire, 
elle  coupera  la  courbe  7,  et  par  conséquent  la  surface  2'  en  deux  points  7  et  q'; 
la  proposition  énoncée  sera  vraie  si  nous  parvenons  à  démontrer  que  Ton  a  : 

X(f  =  X(f. 

Or  :  par  la  droite  9  nous  pourrons  toujours  mener  un  plan  Q ,  parallèle  à  Taxe  Z; 
ce  plan  Q  coupera  dès  lors  tes  deux  surfaces  1  et  £' ,  suivant  deux  paraboles  3 
et  Sf  concentriques  et  semblables. 

La  courbe  i  sera  tangente  en  a:  à  la  droite  6 ,  et  la  courbe  $!  passera  par  lea 
points  q  et  qf. 

Mais  deux  paraboles  concentriques  et  sanblables  S  et  d' jouissent  de  la  propriété 
suivante,  savoir  :  que  si,  en  un  point  :c  de  la  parabole  intérieure  à  on  mène  une 
tangente  9 ,  cette  droite  coupe  la  parabole  extérieure  H  en  deux  points  qei  qfy  tels 
que  Ton  a  toujours  xq  =  xq\  Donc,  etc. 

Ainsi  les  deux  courbes  6  et  6'  jouissent  de  la  propriété  suivante,  savoir  ;  que 
si  en  un  point  quelconque  m  de  6  on  mène  une  tangente  ^  à  cette  courbe ,  cette 
droite  l  coupera  la  courbe  6'  en  deux  points  b  et  b^  tels  que  Fon  aura  :  mb=:mb^. 

556.  Si  maintenant  nous  parvenons  à  démontrer  que  les  deux  courbes  6  et& 
sont  concentriques  et  semblables,  il  sera  démontré,  en  vertu  du  (n*â42  6t«), 
que  ces  deux  courbes  ne  sont  autres  que  deux  sections  coniques ,  concentriques 
et  semblables ,  et  comme  elles  sont  fermées ,  il  sera  démontré  qu'elles  ne  sont 
autres  que  deux  ellipses  concentriques  et  semblables  ;  et  dès  lors  il  sera  démon- 
tré que  tout  plan  oblique  à  Taxe  Z  coupe  un  paraboloide  de  révolniUm  suivant 
une  ellipse. 

Or,  nous  pourrons  toujours  mener  un  plan  0  parallèle  au  plan  P  et  tangent  en 
un  point  s  au  paraboloide  2.  Cela  fait  y  menons  par  le  point  s  nne  droite  A  paral- 
lèle à  Taxe  Z  et  perçant  le  plan  P  en  un  point  a. 

Si  par  la  droite  A  nous  faisons  passer  une  suite  de  plans  V,  Y',  V'^  etc. ,  nous 
couperons  la  surface  2  suivant  des  paraboles  X ,  X\  X'^  etc. ,  qui  seront  toutes 
identiques  ou  soperposabies  entre  elles  et  à  la  courbe  méridienne  de  la  sar&ce  2 
située  dans  le  plan  méridien  parallèle  aux  divers  plans  Y,  Y' 
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Ces  mêmes  plans  V,  V,  V^',  eU.,  couperont  le  plan  0  suivant  des  droites 
L,  L',  L",  etc.,  tangentes  respectivement  aux  courbes  X,  X',  V\  etc.,  au  point  s. 

Ces  mêmes  plans  V,  V,  V",  etc.,  couperont  le  plan  P  suivant  des  droites 
K,  K',  K",  etc.,  parallèles  respectivement  aux  droites  L,  L',  L",  etc.,  et  ces  droites 
K,  K',  K",  etc.,  couperont  la  courbe  6  et  les  paraboles  X,  X',  X'^  etc.,  en  deux 
points ,  savoir  : 

K  coupera  6  et  X  aux  points  b  et  d  el  les  courbes  S  et  X  se  coupent  en  ces  deux  points. 
K'     —     6etX'       —       6'et(f,         —        idem. 
K"     —     6etX"      —       b"eXd\        —        idem. 
etc.  —      etc.        —         etc.  —         etc. 

La  droite  A  étant  un  diamètre  commun  aux  paraboles  X,  X^  X^',  etc.,  il  s'ensuivra 

que  le  point  a  sera  le  milieu  des  cordes  bd^  b'd'^  b"d!\  etc.,  de  la  courbe  S. 

Si  nous  transportons  parallèlement  à  la  droite  Z  le  paraboloïde  1  en  la  posi- 
tion 2^,  le  point  s  se  transportera  en  s, ,  la  droite  A  restera  la  même,  et  les  para- 
boles X,  X',  X",  etc.,  seront  transportés  dans  leurs  plans  respectifs  V,  V,  V,  etc., 
en  les  paraboles  X, ,  X/,  X/^  etc.,  et  le  plan  P  coupera  le  paraboloïde  S'  suivant  la 
courbe  ê^  et  le  plan  O  sera  transporté  parallèlement  à  lai-même  en  0, ,  et  ce 
plan  0,  sera  tangent  au  point  s^  à  la  surface  V. 

On  démontrera  donc ,  comme  ci-dessus ,  que  le  point  a  est  le  milieu  des  cordes 

b,A  »  */rf/>  f>"^"^  ^^*^  d^  la  courbe  6'. 
Ainsi  les  deux  courbes  6  et  &  ont  chacune  un  centre  et  elles  ont  le  même  centre. 

Cela  posé  : 

Si  Ton  fait  mouvoir  la  courbe  6  parallèlement  à  elle-même ,  son  centre  a  par- 
courant la  droite  A,  ellç  engendrera  un  cylindre  qui  coupera  la  surface  2'  suivant 
une  courbe  6, ,  qui  sera  plane  et  parallèle  à  6  et  à  6^  et  le  centre  a  de  &  se  sera 
transporté  en  a,  centré  de  6,. 

Cela  posé  : 

Désignant  par  P,  le  plan  de  la  courbe  6, ,  les  plans  P  et  P,  seront  parallèles. 
Prenons  pour  plan  horizontal  de  projection  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  Z ,  et 
pour  plan  vertical  de  projection  le  plan  méridien  M  passant  par  les  deux  droites 
Zet  A. 

Projetons  orthogonalement  les  paraboles  X,X',X",  etc.,  sur  le  plan  M,  nous 
aurons  des  paraboles  X%  X'%  X"%  etc.,  tangentes  en  «  à  la  droite  L  intersection  des 
plans  0  et  M  {fig.  290). 

Projetons  aussi  orthogonalement  sur  le  plan  M  les  paraboles  X, ,  X/,  X/',  nous 
aurons  des  paraboles  À,%  X/%  X/'%  tangentes  en  «,  à  la  droite  L,  intersection  des 
plans  0,  et  M. 
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Les  droites  L  et  L,  seront  parallèles ,  la  droite  A  sera  un  diamètre  commun  et 

aux  paraboles  1% et  aux  paraboles  X," 

Les  droites  K,  K^  K'',  etc.,  situées  dans  le  plan  P,  se  projetteront  en  une  seule 
et  même  droite  R ,  intersection  des  plans  P  et  M. 

Les  droites  K, ,  K/,K/',  etc. ,  situées  dans  le  plan  P, ,  se  projetteront  en  une 
seule  et  même  droite  B, ,  intersection  des  plans  P,  et  M. 
Les  droites  R  et  R.  seront  parallèles. 

R  coupera  X"  en  les  points  b^  et  (f 
R  coupera  X,*  en  les  points  ft/  et  d/ 
R,  coupera  X,"  en  les  points  A/  et  d/. 

Les  droites  6/6/  et  d/d,"  iront  concourir  en  un  point  y  situé  sur  A. 

R  coupera  X"*  en  les  points  6'*'  et  df" 
R  coupera  X/"  en  les  points  6/"  et  d/" 
R,  coupera  X/"  en  les  points  b/"  et  d/^ 

Les  droites  ft/^fr/"  et  d/V/"  iront  concourir  au  même  point  y  situé  sur  A. 
Et  ainsi  de  suite  {fig.  290  ). 

Et  cela  a  lieu  parce  que  les  paraboles  X^,  ï!",  X^'*,...  tout  comme  les  paraboles 
X/,  X/*",  X/'*'....  ont  un  diamètre  commun  et  une  tangente  commune  (n""  345  quaier). 
On  aura  donc  : 

«1*1*  •  «i*r  •  «i^t"*  •  etc.  ::  at/  :  aft^'*  :  ai/'*  :  etc. 
Or ,  Ton  a  : 

aj>^  =  ab,  afi^'=:ab',  afi^':=^aJbf\  etc. 

Et  Ton  a  évidemment  : 

aV\a\r  ::  ah:ab' 

etc. 
Donc  Ton  aura  : 

ab  :  aV  :  ab"  :  etc.  ;:  ab^  :  a*/  :  at/'  :  etc. 

Ainsi  les  deux  courbes  6  et  6'  sont  concentriques  et  semblables. 
557.  On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 
Un  paraboloïde  de  révolution  £  jouit  des  propriétés  suivantes  : 
L  Une  droite  ne  peut  le  couper  en  plus  de  deux  points. 

II.  Une  série  de  plans  parallèles  à  Caxe  de  rotation  Z  coupe  la  surface  1  suivant  des 
paraboles  identiques  ou  superposables. 

III.  Tout  plan  oblique  à  F  axe  de  rotation  Z  coupe  le  paraboloïde  1  suivant  tme 
ellipse. 
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lY»  Une  série  de  plans  parallèles  entre  eux  ei  obliques  à  faxe  Z,  coupent  le  parato- 
lotde  £  suivant  des  ellipses  semblables  et  semblablement  placées* 

Y*  Si  ton  mène  un  plan  Q ,  tangent  en  un  point  s  au  parabolotde  1  »  une  série  de 
plans  parallèles  au  plan  G  couperont  la  surface  1  suivant  des  ellipses  qui  seront  deux 
à  deux  sur  des  cônes  dont  les  sommets  seront  situés  sur  la  droite  A  menée  par  le  point  s 
parallèlement  à  l'axe  Z. 

Chacune  de  ces  ellipses  sera  la  courbe  de  contact  d'un  cône  tangent  à  la  surface  1  et 
ayant  son  sommet  sur  la  droite  A. 

YI.  Deux  sections  planes  parallèles  entre  elles  et  à  laxe  Z ,  étant  deux  paraboles 
identiques  y  on  pourra  les  unir  par  un  cylindre. 

Dès  lors  : 

1**  Si  l'on  fait  rouler  un  plan  tangent  à  la  surface  1  et  parallèlement  à  une  droite 
donnée^  la  surface  enveloppe  sera  un  cylindre  tangent  à  la  surface  1  suivant  une 
parabole. 

2'  Si  C on  fait  rouler  un  plan  tangent  à  la  surface  2  en  assujettissant  ce  plan  à  passer 
par  un  point  fixe  j  kt  surface  enveloppe  sera  um  cône  tangent  à  la  surface  S  suivant  une 
ellipse. 

YIL  Par  une  droite  D  oblique  à  Caxe  Z  on  peut  mener  deux  plans  tangents  à  ta  sur- 
face 1  ;  mais  le  problême  est  impossible  ^  lorsque  la  droite  D  egt  parallèle  à  taxe  Z» 

YIII.  On  ne  peut  mener  à  la  surface  1  qu^un  seul  plan  tangent  qui  soit  paraitèU  à  un 
plan  donné  P;  et  lorsque  le  plan  P  est  parallèle  à  taxe  Z,  le  problème  est  impossible. 

Nota.  C'est  l'analogue  du  problème  :  Mener  une  tangente  9  à  une  parabole  6 , 
qui  soit  parallèle  à  une  droite  D;  on  sait  que  le  problème  est  impossible  lorsque 
la  droite  D  est  parallèle  à  Taxe  inûni  B  de  la  parabole  6 ,  et  qu'il  n'est  possible  et 
n'a  qu'une  solution  lorsque  la  droite  D  coupe  l'axe  infini  B. 

En  employant  un  mode  de  démonstration  identique  à  celui  qui  nous  a  servi  pour 
la  sphère  (n°  367)  (seulement  au  lieu  d'avoir  à  considérer  des  cercles ,  on  aura  à 
considérer  des  ellipses) ,  on  arrivera  aux  trois  théorèmes  suivants  : 

IX.  Deux  sections  planes  d^un  parabolcfide  de  révolution  2  peuvent  être  enveloppées 
par  deux  cônes  j  si  ces  sections  ne  se  coupent  pas  ,  ou  si  elles  ont  deux  points  communs , 
et  on  ne  pourra  les  envelopper  que  par  un  seul  cône ,  si  elles  se  touchent  par  un  point. 

Nota.  Si  les  deux  sections  coniques  sont,  l'une  une  ellipse  et  l'autre  une  para- 
bole, ou  toutes  deux  des  ellipses,  la  surface  qui  les  enveloppera  sera  un  cène; 
mais  si  les  deux  sections  coniques  sont  l'une  et  l'autre  une  parab<^^  la  surface 
qui  les  enveloppera  sera  un  cylindre  :  car ,  dans  le  paraboloïde  de  révolution ,  toute 
section  parallèle  à  l'axe  de  rotation  Z  est  identique  à  la  courbe  méridieoDe  (para- 
bole) qui  lui  est  parallèle.    ^ 

Remarquons  encore  que  deux  sections  paraboliques  d*un  paraboloïde  de  révo- 
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lBtk>Q  se  coopent  tcmjoQrs  en  on  point ,  car  les  plans  de  ces  deux  paraboles  m 
coupent  suivant  une  parallèle  à  Taxe  Z  de  la  surface  paraboloîde,  et  par  consé- 
C[iient  parallèle  à  cfaacan  des  axes  infinis  des  deux  parcéoles. 

X.  Si  un  cône  A  coupe  tôt  pnraboioide  de  révolution  2  suivant  une  elUpse  ou  une  po- 
rabote ,  ce  cône  recoupera  ta  surface  2  j  smvant  une  seconde  courbe  plane  qm  sera  tou- 
jours une  ellipse. 

Et  si  r on  fait  passer  un  cylindre  1*  par  une  parabole  ^  il  recoupera  la  surface  para" 
botoîde  suivant  une  seconde  parabole ,  et  S""  par  une  ellipse,  il  recoupera  la  surface  para'- 
l>ol(nde  suivant  une  seconde  elUpse. 

XL  Si  par  une  droite  D  on  mène  deux  plans  O  et  &  tangents  à  un  parabolmde  de 
révolution  1 ,  et  si  F  on  unit  les  points  de  contact  m  et  m' par  une  droite  D^ ,  ces  deux 
droites  D  et  D^  seront  dites  polaires  réciproques  de  la  surface  1,  et  la  surface  S 
jouira ,  par  rapport  à  ces  deux  droites  D  et  D^,  de  la  propriété  suivante  : 

Si  par  la  droite  D,  on  mène  une  suite  de  plans  P,  F,  P'',  etc. ,  coupdnt  la  surface 
^suivant  des  ellipses  d,  ^yi!\  etc.  {et  une  de  ces  courbes  sera  une  parabole  qui  sera 
donnée  par  celui  des  plans  P  qui  sera  parallèle  à  taxe  de  rotation  Zde  la  surface  S)  y 
ces  courbes  auront  la  droite  D  pour  polaire  commune  et  extérieure ,  et  leurs  pôles 
seront  sur  la  droite  D,  ;  et  tous  les  cônes  A ,  A\  A'^^  etc. ,  tangents  à  la  surface  1  suimnt 
ces  courbes  i,  d^,  y\  etc. ,  auront  leurs  sommets  d ,  d' ,  d'',  etc. ,  situés  sur  la  droite  D,  ; 
et  réciproquement  y  si  par  la  droite  D,  on  fait  passer  une  suite  de  plans  P^^P/t 
P/,  etc.  f  ces  plans  couperont  la  surface  1  suivant  des  ellipses  d,^  i/f  ij'y  etc. ,  [une 
d'elles  sera  une  parabole  qui  sera  donnée  par  celui  des  plans  P,  qui  sera  fMralléle  à 
Paxe  Z  de  rotation  de  la  surface  2) ,  ces  courbes  auront  la  droite  D,  pour  polaire  com- 
mune et  intérieure,  et  leurs  pôles  seront  sur  la  droite  D ,  et  tous  les  cônes  A^,  A/, 
A/\  etc.,  tangents  à  la  surface  1  smvant  ces  courbes  d,,  d/,  i/\  etc.^  auront  leurs 
sommets  d/,  d/,  d/,  etc. ,  situés  sur  la  droite  D. 

Si  Ton  conçoit  deux  paraboloïdes  de  révolution  2  et  S'  concentriques  et  sem- 
blables ,  on  sait  que  ces  deux  surfaces  ont  même  axe  Z  de  rotation ,  et  qu'eo  fai- 
sant glisser  la  surface  2  parallèlement  à  dle>méme  et  à  la  droite  Z ,  elle  viendra  se 
superposer  avec  la  surface  2'. 

Tout  plan  parallèle  à  l'axe  Z ,  coupant  les  deax  sarfaees  2  et  S'  suivant  des  pa-* 
raboles  identiques  ou  superposables ,  oa  peut  énoncer  œ  qui  sait. 

Xn.  Si  Con  conçml  m  cfVmdre  A  tem^euî  à  h  narjace  1  suiwmt  une  partéùle  i  y  il 
coupera  la  surface  ï!  mdvani  sme  fotabok  i  Uetuique  éi^  ei  lespkms  des  deux  couêt^ 
besietSf  seront  parallèles. 

Le  mode  de  démonstration  employé  pocr  démontrer  que  deux  ellipsoïdes  de 
révolution  concentriques  et  semblables  sont  coupés  par  un  plan  oblique  à  leur 
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axe  commun  de  rotation  Z  suivant  deux  ellipses  semblables  et  concentriques ,  nous 
permet  d'énoncer  ce  qui  suit  : 

XIII.  Si  l'on  construit  un  plan  (à  tangent  en  un  point  m  au  paraboldide  1^  ce  plan 
coupera  le  parcAoloïde  2'  suivant  une  ellipse  6  ayant  le  point  m  pour  centre. 

Et  si  par  le  point  m  on  mène  une  droite  1!  parallèle  à  taxe  de  rotation  Z ,  le  cône  A 
tangent  à  la  surface  2'  suivant  r ellipse  6,  aura  son  sommet  d  situé  sur  la  droite  7J. 

Le  mode  de  transformation  employé  pour  passer  de  rellipsoïde  de  révolution  au 
paraboloïde  de  révolution ,  nous  permet  d'énoncer  ce  qui  suit  : 

XIV.  Si  (on  conçoit  deux  paraboldides  de  révolution  S'  et  2"  concentriques  et  sem-- 
blableSy  si  Con  regarde  les  divers  points  d ,  d',  d",  etc. ,  de  la  surface  2",  comme  les 
sommets  de  cônes  A,  A\  A'^,  etc.,  tangents  à  la  surface  1^  suivant  des  ellipses  6,  &y&\  etc., 
tous  les  centres  m,m'y  m",  etc.,  de  ces  courbes  6,  6',  6",  etc.,  seront  sur  un 
paraboloïde  de  révolution  1  concentrique  et  semblable  aux  surfaces  données  2'  et  S" ,  et 
les  plans  0,  ©',  0",  etc. ,  des  courbes  6,  6',  6",  etc. ,  seront  tangents  à  la  surface  S 
et  en  les  points  m ,  m' ,  m'' ,  etc. 

Transformation  du  paraboloïde  de  révolution  en  paraboloïde  elliptique. 

558.  Concevons  un  paraboloïde  de  révolution  S  ayant  une  droite  Z  pour  axe  de 
rotation  ;  par  la  droite  Z  menons  deux  plans  M  et  M'  rectangulaires  entre  eux,  et 
coupant  la  surface  2  suivant  deux  paraboles  (f  et  ç,  identiques  comme  courbes 
méridiennes  d'une  surface  de  révolution  ;  menons  un  troisième  plan  P  perpendi- 
culaire à  l'axe  Z  et  coupant  la  surface  2  suivant  un  cercle  C  ,  ayant  son  centre  o 
sur  la  droite  Z  et  désignons  son  rayon  par  R. 

Cela  posé  : 

La  parabole  9  coupera  le  cercle  C  en  deux  points  p  et  7,  et  la  parabole  cp'  cou- 
pera ce  même  cercle  C  en  deux  points  p'  et  q\  Les  droites  pq  et  pY  seront  deux 
diamètres,  rectangulaires  entre  eux ,  du  cercle  C. 

Cela  posé  :  

Traçons  dans  le  plan  P  une  ellipse  E  ayant  le  point  o  pour  centre ,  pq  pour  l'un 
de  ses  axes ,  et  ayant  son  autre  axe  dirigé  suivant  pY  9  lequel  sera  plus  grand  ou 
plus  petit  que  pY;  s^i^si  prenons  sur  pY  deux  points  arbitraires  p"  et  7",  mais 
équidistanls  du  centre  0,  et  p"(/"  sera  le  second  axe  de  l'ellipse  E. 

Dès  lors ,  pour  une  même  abscisse  comptée  sur  pq ,  le  cercle  C  et  l'ellipse  E  au- 
ront leurs  ordonnées  (parallèles  à  pY)  dans  un  rapport  constant  qui  sera  égal  à  : 

fo 
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Dès  lors  le  demi-axe  of  de  relKpse  E  sera  égal  à  R ,  et  le  demi-axe  ^^  de  Tel- 
lipse  B  sera  égal  à  (a.R). 

Cela  posé: 

Si  Ton  coupe  le  paraboloîde  Y!  par  une  suite  de  plans  P ,  P' ,  F\  P^\  etc. ,  paraU 
lèles  entre  eux  et  au  plan  P ,  on  aura  une  suite  de  cercles  G ,  G%  G'%  C^,  etc. ,  dont 
les  rayons  R ,  R'y  R^,  V^  etc. ,  seront  les  ordonnées  de  la  parabole  9  et  de  la 
parabole  f';  et  si,  dans  chaque  plan  P,F,  P'^,  etc.,  on  construit  des  ellipses 
E,  E',  E^y  etc.,  de  la  môme  manière  que  nous  avons  construit  Tellipse  E  par  rap- 
port au  cercle  G,  ces  ellipses  ayant  dès  lors  leurs  demi-axes  situés  dans  le 
plan  W  égaux  à  R,  R\  W,  ele.,  et  leurs  demi-axes  situés  dans  le  plan  M,  égaux 
à  :  aR,  oR',  oR^,  etc.  ;  toutes  ces  ellipse» E,  E',  E^',  etc.,  seront  semblables  et  sem- 
blablement  placées ,  et  si  Ton  unit  tous  leurs  sommets  situés  sur  le  plan  M'  par  une 
courbe  9, ,  cette  courbe  9 .  ne  sera  autre  qu'une  parabotef  puisque  pour  une  même 
abscMse ,  les  ordonnées  des  courbes  9'  et  9^  seront  dans  un  rapport  constant. 

Et  si  Pon  mène  une  suite  de  plans  QyQfy  Q'^etc,  parallèles  à  Taxe  Z,  ces 
plans  couperont  la  surface  2  suivant  des  paraboles  identiques  entre  elles  et  à  9  ou 
à  9',  savoir  i^y^Vj  iT^  etc.,  et  chacune  de  ces  paraboles  coupera ,  savoir  : 

i  coupera  le  cercle  G    en  les  points  x    ti  y 


Fellipse  E 

«,   et  y, 

le  cercle  C 

a/    et  y' 

l'ellipee  E' 

x!  et  y! 

le  cercle  C 

-         y  et  y" 

rellipse  E'' 

x:  et  y." 

etc. 

etc. 

idem.    , 

.     .         idem. 

V  coupera 

I^s  points  «, ,  y, ,  «/,  y/,  a:,",  j^/',  etc.,  seront  sur  une  courbe  J/  qui  ne  sera 
autre  qu'une  parabole  ayant  même  sommet  que  la  parabole d,  puisque,  pour  une 
même  abscisse,  les  ordonnées  de  ces  deux  courbes  seront  évidemment  dans  un 
rapport  constant. 

La  surface  S, ,  lieu  de  toutes  les  paraboles  3,,  3/,  3/',  etc.,  a  reçu  le  nom  de 
paraboloade  elliptique. 

Il  est  évident ,  d'après  le  mode  cylindrique  de  transformation  employé  pour  pas- 
ser de  la  surface  de  révolution  2  à  la  surface  2,  (qui  évidemment  n'est  pas  de 
révolution),  que  les  quatorze  théorèmes  y  ou  propriétés  démontrées  exister  pour  la 
surface  £  subsisteront  pour  la  surface  2,. 

V  PARTIE.  45 
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Des  sections  circulaires  du  parabolaide  elHftique. 

559.  Prenons  un  paraboloide  elliptique  2,  y  ayant  pour  axe  une  droite  Z  ;  cou- 
pons cette  surface  par  un  plan  P  perpendiculaire  à  Z ,  noue  auroos  une  ellipae  E 
dont  les  axes  passeront  par  le  centre  o  situé  sur  Z  et  seront  dirigés  suivant  deux 
droites  X  et  Y,  rectangulaires  entre  elles. 

Désignons  par  A  le  demi-petit  axe  dirigé  suivant  X  ;  . 

Désignons  par  B  le  demi-grand  axe  dirigé  suivant  Y. 

Faisons  passer  par  X  et  Z  un  plan  M  coupant  la  surface  S,  suivent  uap  para- 
bole d  f  et  faisons  au  vi  passer  par  Y  et  Z  un  plan  M' coupant  2,  sait ânt  une  para- 
bole y  ;  ces  deux  paraboles  auront  pour  sommet  convoun  le  poind  s ,  en  lequel 
Taxe  Z  est  coupé  par  la  surface  2, ,  et  si  en  ce  point  s  nous  menons  un  plan  0 
tangent  à  la  surface  S. ,  les  plans  M  et  0  se  couperont  suivant  une  droite  0  tan^- 
gente  en  «  à  la  parabole  d  j  les  plans  M' et  0  se  couperont  suivant  une  droite  6'  tan- 
gente au  même  point  s  à  la  parabole  ifj  et  la  droite  Z  sera  Taxe  infini  de  Tune  et 
Tautre  de  ces  paraboles  S  et  y,  puisque  le  plan  0  est  perpendiculaire  à  Z« 

Ce  qui  précède  est  évident ,  en  vertu  du  mode  cylindrique  de  transformation 
employé  pour  passer  du  paraboloîde  de  révolution  au  paraboloïde  elliptique. 

Le  point  s  a  reçu  le  nom  de  sommet  du  paraboloîde  dliptique ,  et  la  droite  Z  a 
reçu  le  nom  d*axe  de  cette  surface. 

Les  plans  M  et  M' sont  dits  plans  principaux  de  la  surfa^  2, ,  parce  qu'ils  divisent 
respectivement  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  de  la  surface  2,  qui  sont 
parallèles  à  la  droite  X  ou  9  et  à  la  droite  Y  ou  0'  ;  c'est-à-dire  que  chacun  de  ces 
plans  M  et  M'  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  qui ,  parallèles  entre  elles , 
leur  sont  respectivement  perpendiculaires. 

Gela  posé  : 

Du  point  0  comme  centre  abaissons  une  normale  N  sur  la  parabole  d' et  rencon- 
trant cette  courbe  au  point  x. 

Décrivons  du  point  o  comme  centre  ^  et  avec  ox  pour  rayon  une  sphère  ;  je  dis 
que  cette  sphère  sera  tangente  en  x  au  paraboloîde  2,. 

Et  en  efiTet  : 

Prenons  un  point  y  sur  la  surface  2,  ;  par  ce  point  y  menons  un  plan  V  perpen- 
diculaire à  l'axe  Z  ;  ce  plan  V  coupera  la  surface  2,  suivant  une  ellipse  a  dont  le 
centre  a  sera  sur  Taxe  Z  ;  et  si  nous  menons  en  le  point  y  le  plan  T  tangent  à  la 
surface  2, ,  les  deux  plans  V  et  T  se  couperont  suivant  une  droite  ).  tangente  au 
point  t/  à  la  courbe  a. 

Or,  si  nous  menons  une  normale  N  à  la  surface  2,  et  au  point  y,  elle  se  projet- 
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tera  sur  le  plan  Y  (pris  pour  plaa  horizontal  de  projection)  en  N'^,  et  N^  sara  nor- 
male à  la  courbe  a  au  point  j^» 

Or,  si  le  point  y  n'est  pas  un  des  quatre  sommets  de  FéUipse  a>  la  droite  N*  ne 
passera  pas  par  le  centre  a  de  la  courbe  a. 

Ainsi ,  il  n'y  a  que  les  points  de  la  surface  2,  situés  sur  les  deux  paraboles  prin- 
cipales deiSf  pour  lesquels  les  normales  à  la  surface  2,  s'appuieat  sur  Taxe  Z. 

Ainsi  donc ,  la  drwte  ox  sera  normale  à  la  surface  2,  »  et  la  sphère  S  et  la  sur- 
face 2.  seront  tangentes  Tune  à  Tautre  au  point  x. 

Gela  posé  {fig.  291)  : 

Faisons  tourner  le  plan  M'  autour  de  Taxe  Z  pour  le  rabattre  sur  le  plan  M  »  la 
parabole  if  viendra  en  d/,  et  les  deux  paraboles  d  et  i/  auront  même  sommet  s  et 
même  axe  infini  Z. 

Le  plan  M  coupera  la  sphère  S  suivant  un  cercle  G  ayant  le  point  o  pour  centre , 
et  ce  cercle  coupera  la  courbe  d  en  les  quatre  points  m,  tt,  m\  ni  y  qui  formeront  un 
trapèze  régulier. 

Le  plan  M' coupera  la  sphère  S  suivant  un  grand  cercle  C^  ayant  le  point  o  pour 
centre  et  tangent  en  o:  à  la  parabole  d^  et  ce  oercle  C'  se  rabattra  sur  le  plan  M 
suivant  un  cercle  qui  ne  sera  autre  que  le  cercle  G ,  et  ce  cercle  C  sera  tangent 
en  o;,  à  la  parabole  d/. 

En  sorte  que  si  Ton  mène  au  point  x  une  tangente  4  à  la  parabole  V  ^  elle 
ira  couper  Taxe  Z  en  un  point  z ,  et  cette  tangente  \  se  rabattra  sur  le  plan  M 
en  une  droite  ^  passant  par  le  point  z  et  tangente  en  x^  au  cercle  C  et  à  la 
parabole  J/. 

Or,  l'on  sait  {fig.  292)  que  lorsque  Ton  a  un  trapèze  régulier  mnwlvt  inscrit 
dans  un  cercle  G,  les  côtés  non  parallèles  vont  concourir  en  un  point  s,  et  si  de 
ce  point  z  on  mène  une  tangente  l^  au  cercle  G ,  le  point  de  contact  x^  et  le  point  r 
en  lequel  se  croisent  les  diagonales  du  trapèze,  sont  sur  une  même  perpendicu- 
laire à  la  droite  Z  unissant  le  point  2  et  le  centre  0  du  cercle  G. 

Dès  lors  il  est  démontré  que  le  point  x^ ,  contact  de  la  parabole  d/  et  du 
cercle  G ,  se  trouve  uni  au  point  r  intersection  des  diagonales  du  trapèze  innmV, 
(  dont  les  sommets  m,  n,  m',  n\  sont  les  intersections  du  cercle  G  et  de  la  para- 
bole S)  par  une  droite  rx,  perpendiculaire  à  la  droite  Z  ^  par  conséquent  la  droite  rx, 
située  dans  le  plan  M' sera  perpendiculaire  au  plan  M. 

Or,  la  sphère  S  coupe  évidemment  la  surface  paraboloîde  Z,  suivant  une  courbe 
composée  de  deux  branches  6  et  6'  symétriques  et  par  rapport  au  plan  M  et  par 
rapport  au  plan  M^  et  se  croisant  en  les  points  x  et  x'  contacts  de  la  sphère  S 
avec  le  paraboloîde  2. . 

Les  deux  courbes  6  et  6'  se  projetteront  donc  sur  le  plan  M  suivant  deux  arcs  de 


Â 
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courbes  6*'  et  6'*'  passant  par  les  points  m  et  n',  i*'  et  Hi  et  se  croisant  an  point  r. 
Démontrons  maintenant  que  les  courbes  6*"  et  g'*  sont  des  lignes  droites,  n'étant 
autres  que  les  diagonales  du  trapèze  régulier  mnrn'n!^  et  que  dès  lors  les  courbes 
î  et  6'  sont  planes  et  qu'elles  sont  dès  lors  des  cercles  égaux. 

Concevons  aux  points  x  et  a/,  contact  de  la  sphère  S  et  de  la  surface  2, ,  les 
plans  tangents  T  et  T' communs  à  ces  deux  surfaces. 

Concevons  deux  plans  Q  et  (^  perpendiculaires  au  plan  M,  et  passant  le  pre- 
mier par  la  diagonale  mrn!  et  le  second  par  la  diagonale  m'm. 
Ces  deux  plans  se  couperont  suivant  la  droite  xrx!^  et  couperont  : 
1*  La  sphère  S  suivant  deux  cercles  D  et  D'  de  même  rayon; 
2*  La  surface  2,  suivant  deux  ellipses  E  et  K'  égales  ; 
3""  Les  plans  T  et  T'  suivant  des  droites  I  et  Vj  J  et  J'  qui  seront,  savoir  : 
J  La  tangente  commune  en  x  et  au  cercle  D  et  à  Tellipse  K , 
I   La  tangente  commune  en  xf  et  au  cercle  D  et  à  Tellipse  K , 
y  La  tangente  commune  en  x  et  au  cercle  D' et  à  rdlipse  K' , 
et  V  la  tangente  commune  en  a/  et  au  cercle  ly  et  à  Tellipse  K'. 

Or,  un  cercle  D  et  une  ellipse  K,  qui  ont  quatre  points  communs  m^Xysd^n^ 
et  en  deux  de  ces  points  xeia/  des  tangentes  communes  J  et  I ,  se  confondent  en 
une  seule  et  même  courbe  ;  Tellipse  E  n'est  donc  autre  que  le  cercle  D,  Tellipse  E' 
n'est  donc  (par  les  mêmes  raisons)  autre  que  le  cercle  D'. 

D'après  ce  qui  précède,  il  sera  facile,  étant  donné  un  paraboloîde  elliptique  2. 
par  son  axe  infini  Z  et  sa  parabole  génératrice  d  et  l'ellipse  directrice  E  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  Z  et  dont  le  centre  o  est  sur  cet  axe,  il  sera 
facile,  dis-je,  de  construire  les  sections  circulaires  de  la  surface  2,. 

Des  quatre  modes  principaux  de  génération  dont  le  paraboloide  elliptique 

est  susceptible. 

560.  Concevons  1  *  deux  plans  T  et  T'  se  coupant  suivant  une  droite  D,  et  2*  une 
droite  R  non  située  dans  un  même  plan  avec  la  droite  D  et  faisant  avec  elle  un  angle 
arbitraire ,  et  coupant  respectivement  les  plans  T  et  T'  en  les  points  m  et  m\  enfin 
3*  une  droite  A  s'appuyant  sur  les  deux  droites  D  et  R,  et  coupant  la  pnemière 
au  point  d  et  la  seconde  au  point  r,  et  cette  droite  A  ayant  une  direction  telle  que 
le  point  r  soit  le  point  milieu  de  la  corde  mm'. 

Cela  posé  : 

Menons  4*  par  les  droites  D  et  A  un  plan  P,  et  ST  par  les  droites  R  et  A  un 
plan  Q ,  et  enfin  3*  par  la  droite  R  un  plan  de  direction  arbitraire  X ,  et  coupant 
la  droite  D  en  un  point  s. 
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Le  plan  X  coupera  les  {dans  T  et  T'  suivant  deux  droites  a  et  G'  se  croisant  au 
point  8  et  passant  respectiTemeot  par  les  points  m  et  tn!. 

Le  plan  Q  coopéra  les  deax  plans  T  et  T' suivant  deux  droites  I  et  T  se  croisant 
an  point  d^  et  passant  respectivement  par  les  points  m  et  m^ 

Gela  posé  : 

Nous  pourrons  toujours  construire  dans  le  plan  Q  une  parabole  B  passant  par 
les  points  m  et  m'j  et  ayant  pour  tangentes  en  ces  points  les  droites  I  et  T  ;  la  droite 
A  sera  un  diamètre  de  la  parabole  B,  et  le  point x,  milieu  de  la  droite  rd,  sera 
un  point  de  celte  parabole  B ,  et  si  en  ce  point  x  on  mène  une  droite  R'  parallèle 
à  la  droite  R ,  elle  sera  tangente  en  ce  point  a;  à  la  parabole  B. 

Dans  le  plan  P  nous  pourrons  toujours  construire  une  parabole  H  ayant  la 
droite  Â  pour  diamètre  et  passant  par  le  point  Xy  et  ayant  en  ce  point  x  pour 
tangente  une  droite  IV  parallèle  à  la  droite  D. 

Cette  parabole  H  sera  coupée  par  le  plan  Z  en  deux  points  h  et  hf. 

Dans  le  plan  X  nous  pourrons  construire  une  ellipse  E  passant  par  le  point  h 
et  par  les  points  m  et  m' et  ayant  en  ces  points  les  droites  9  et  0'  pour  tangentes  ; 
cette  courbe  E  passera  forcément  par  le  point  h!. 

Gela  Tait  :  nous  savons  qu'il  existe  un  paraboloïde  elliptique  £  passant  par  les 
trois  sections  coniques ,  E  (ellipse) ,  B  et  H  (paraboles). 

Tous  les  plans  X,  X\  X^', qui  passeront  par  la  droite  R,  couperont  la 

surface  S  suivant  des  ellipses  E,  E',  E'^ excepté  le  plan  Q  qui  donnera  la 

parabole  B. 

Tous  les  plans  Y,  Y',  Y% qui  passeront  par  la  droite  D,  couperont  la 

surface  S  suivant  des  ellipses  U^U',  U'^ excepté  le  plan  P  qui  donnera  la 

parabole  H. 

Tous  les  plans  Z,  Z',  Z'^ qui  passeront  par  la  droite  A,  couperont  la  sur- 
faces suivant  des  paraboles  H,  H',  H'',  H''' 

561.  De  ce  qui  précède  on  déduit  les  trois  modes  suivants  et  principaux  de 
ffénéraiion  ou  de  consirucdon  d'un  paraboloïde  elliptique.  Ainsi  Ton  peut  engen- 
drer un  paraboloïde  elliptique  £  :  1*  par  une  suite  d'ellipses  telles  que  E,  E^  E'^,..* 
ayant  pour  directrices  les  deux  paraboles  B  et  H  ;  2^  par  une  suite  d'ellipses  telles 

que  Uy  Uy  \}"y ayant  pour  directrices  la  parabole  B  et  V ellipse  E;  et  3"*  par 

une  suite  de  paraboles  telles  que  H,  H^  H'^, ayant  pour  cbVeef rtce  Vellipse  E, 

et  ayant  pour  plan  tangent  commun  au  point  x  le  plan  déterminé  paries  droites 
R'  et  D'. 

Comme  cas  particuliers  on  peut  supposer  :  V  que  la  droite  A  soit  perpendicu- 
laire au  plan  X  de  l'ellipse  E  y  et  soit  dès  lors  en  même  temps  Taxe  infini  et  de  la 
parabole  B  et  de  la  parabole  H  ;  2*  que  la  droite  D  soit  transportée  à  l'infini,  alors 
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les  plans  Y,  Y^Y'', seront  tons  parallèles  entre  eax;  et  lorsqa'îk  saront 

parallèles  au  diamètre  A,  les  ellipses  U,  U^^UV*..*  deviendront  des  ptaraboiêi 
identiques  on  superposables  ;  dans  ce  cas ,  la  sorface  paraboloïde  est  engenib^ 
par  une  parabole  constante  de  forme  et  se  mouvant  parallèlement- à  elle-oiécne, 
un  de  ses  points  parcourant  une  seconde  parabole ,  ce  qui  donne  le  quatrième 
mode  principal  de  génératum  ou  de  amstruciicn  du  paraboloïde  elliptique;  et 

lorsque  les  plans  Y,  Y^,  Y^', couperont  le  diamètre  A,  alors  ils  donnwont  une 

suite  d'ellipses  U,  U',  U^', parallèles  entre  elles ,  semblables  et  semblablement 

placées. 

562.  Remarque.  En  vertu  de  ces  divers  modes  de  génération  du  paraboloïde 
elliptique,  on  a  donc,  entre  V ellipse  et  la  parabole,  les  quatre  combinaisons 
suivantes  : 

1"*  Ellipses  génératrices  avec  deux  paraboles  directrices. 

S""  Ellipses  génératrices  et  pour  directrices  une  eHipse  et  une  parabole. 

3""  Paraboles  génératrices  avec  une  ellipse  directrice. 

h!"  Paraboles  génératrices  avec  une  parabole  directrice. 

DES  PARABOLOÏDES  HYPERBOLIQUES. 

563.  Nous  avons  vu,  chapitre  XI,  que  si  Ton  faisait  mouvoir  une  droite  K  sur 
deux  droites  L  et  U  et  parallèlement  à  un  plan  P,  on  engendrait  une  surface 
gauche  S  et  que  cette  surface  était  doublement  réglée,  parce  que  si  Ton  faisait 
mouvoir  la  droite  L  sur  deux  positions  K  et  E'  de  la  droite  K ,  et  parallèlement 
au  plan  Q  construit  parallèlement  aux  droites  L  et  U,  on  engendrait  précisément 
la  même  surface  21  ;  cette  surface  £  est  dite ,  paraboloïde  hyperbolique. 

Dans  le  chapitre  XI  nous  avons  aussi  vu  ce  qui  suit  : 

Les  plans  directeurs  P  et  Q  se  couperont  suivant  une  droite  I ,  et  il  existera  tou- 
jours une  position  K,  dé  la  droite  K ,  telle  qu'elle  fera  un  angle  droit  avec  I  ;  de 
même  il  existera  toujours  une  position  L,  de  la  droite  L,  telle  qu'elle  fera  un 
angle  droit  avec  la  droite  I,  et  ces  deux  droites  K,  et  L.  seront  dans  un  plan  R 
perpendiculaire  à  la  droite  I  ;  et  ces  deux  droites  E.  et  L.  se  couperont  en  un 
point  s  qui  sera  dit  sommet  de  la  surface  2  ;  et  la  droite  Z  menée  par  le  point  s, 
parallèlement  à  la  droite  I ,  sera  dite  axe  de  la  surface  £  ;  et  si  l'on  projette  ortho- 
gonalement  les  génératrices  droites  E,  E',  E^',  etc. ,  dites  du  premier  système ,  et 
les  génératrices  droites  L,  L\  U\  etc.,  dites  du  second  système  j  sur  le  plan  R 
(pris  pour  plan  vertical  de  projection),  on  aura  des  droites  E%E'*', E^'*',  etc.,  qui 
seront  parallèles  entre  elles,  et  on  aura  aussi  des  droites  L*",  U%  L''%  etc.,  qui 
seront  parallèles  entre  elles. 
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Tonte»  les  droites  K,  K',  IL",  etc.,  projetées  oUtqmement  sur  le  plan  directeur  Q 
qui  leur  est  parallèle  (la  projection  s'effectuant  par  des  droites  parallèles  à  E,), 
donneroil  des  droites  L^,  L'*,  U\  etc.,  qui  se  couperont  au  point  k  en  lequel  la 
droite  K,  perce  le  plan  Q. 

Cela  posé  : 

561.  Faisons  mouvoir  la  surface  S  parallèlement  à  elle-même,  et  le  long  de 
Y  axe  Z.  Le  sommet  $  se  transportera  sur  Z  en  un  point  8%  et  la  surface  2  aura  pris 
la  position  2';  et  chacune  des  droites  Z\  1!\  V^  etc.,  parallèles  à  Z,  couperont  les 
surfaces  2  et  S'  en  deux  points  dont  la  distance  sera  égale  à  «y. 

Cela  posé  : 

Démontrons  que  si ,  en  un  point  m  de  la  surface  2 ,  nous  menons  un  plan  tan- 
gent T,  ce  plan  T  coupera  la  surface  £'  suivant  une  courbe  i  dont  le  point  m  sera 
le  centre. 

Par  le  point  m  passent  deux  génératrices  droites  de  systèmes  différents  ^  K  et  L; 
par  le  point  m  menons  une  droite  Z^  parallèle  à  la  droite  Z  et  par  suite  à  la  droite  I. 
Prenons  sur  la  droite  L  parallèle  au  plan  Q ,  un  point  T,  et  par  ce  point  menons 
la  génératrice  droite  K'  de  la  surface  2  ;  prenons  sur  la  droite  Z'  un  point  arbi- 
traire m\  nous  pourrons  toujours  construire  une  droite  J  passant  par  le  point  m\ 
s^appuyant  sur  la  droite  E'  et  parallèle  au  plan  T.  Cette  droite  J  coupera  la 
droite  E^  au  point  i\ 

Si ,  sur  la  droite  J ,  je  prends  un  point  i"  distant  du  point  m'  comme  Test  le 


point  a  y  en  sorte  que  Ton  ait  mV=mTy  je  dis  que  le  point  t"  sera  sur  la  surface  £  ; 
de  sorte  que  si  l'on  mène  par  le  point  i'^  une  génératrice  E'^  de  la  surface  Z,  elle 
coupera  la  droite  L  en  un  point  f ,  tel  que  Ton  aura  :  mV=^m(!^. 

Et  en  effet , 

Nous  savons  que  si  l'on  a  trois  droites  E,  E',  E',  non  parallèles  entre  elles,  mais 
parallèles  à  un  plan  P,  elles  sont  coupées  en  parties  proportionnelles  par  une  suite 
de  plans  Q,  (y,Q^  etc.,  parallèles  entre  eux. 

Si  donc  nous  considérons  les  deux  génératrices  droites  E  et  L  du  paraboloide  If 
qui  se  croisent  au  ppint  m,  et  si  l""  nous  prenons  sur  la  droite  L  deux  points  /'  et  l" 
également  distants  du  point  m ,  et  que  nous  construisions  les  génératrices  K'  et  E^ 
du  paraboloide  1  passant  respectivement  par  ces  points  /'  et  l"  ;  et  si ,  2""  nous  pre*- 
nous  sur  la  droite  E  deux  points  k'  et  k"  également  distants  du  point  m,  et  que 
nous  construisions  les  génératrices  II  et  U'  du  paraboloide  £  passant  respective- 
ment par  ces  points  k!  et  k\  les  quatre  dr<Âte8  ES  E^,  \J  et  \J\  détermineront  on 
quadrilatère  gauche. 

Les  sommets  de  ce  quadrilatère  seront  les  points,  t'  intersection  des  droites 
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K'  et  L\  i\  intersection  des  droites  V  et  K'',  i''  interaection  des  dmites  K""  et  L\ 
il'  intersection  des  droites  \f  et  K^ 

Les  points  f ,  l"y  k!^  kf^  sont  par  constniction  les  oHlieox  des  côtés  de  œ  quadri-* 
latère  gauche. 

Gela  posé  : 

Si  9  par  la  droite  K ,  nous  menons  un  plan  P,  parallèle  à  K^  ce  plan  sera  parai- 
lële  à  K^ 

Si,  par  la- droite  L 9  nous  menons  un  plan  Q,  parallèle  à  U,  il  sera  parai- 
lèle  à  L^ 

Les  deux  plans  P,  et  Q,  étant  respectivement  parallèles  aux  plans  directems  P 
et  Q y  se  couperont  suivant  la  droite  Z'  parallèle  à  la  droite  I. 

Cela  posé  : 

Menons  par  K^  et  K^'  les  plans  P/  et  P,^  parallèles  à  P,  ou  P,  menons  par  V  et  L^ 
les  plans  Q/  et  Q/  parallèles  à  Q.  ou  Q,  et  coupons  tout  le  système  par  un  plan  T 
perpendiculaire  à  la  droite  Z^  ce  plan  sera  dès  lors  perpendiculaire  aux  six 
plans  P.,P/,  P/'f  Q|f  Q/>Q/';  nous  obtiendrons  sur  le  plan  Y  un  parallélo- 
gramme qui  sera  sur  ce  plan  Y  la  projection  orthogonale  du  quadrilatère  gauche 
de  Tespace  {fig.  293).  Par  conséquent  la  droite  J  qui  unit  dans  l'espace  les 
points  i'  et  1"^  et  la  droite  1,  qui  unit  dans  Tespace  les  points  i\  et  T,  se  projet- 
teront suivant  des  droites  r  et  J,*"  qui  se  croiseront  au  centre  du  parallélogramme 
(î''î.V*î/0  projection  sur  le  plan  R  du  quadrilatère  gauche  (iX'i\''). 

Ainsi  les  droites  J  et  J, ,  qui  unissent  deux  à  deux  les  sommets  opposés  du  qua- 
drilatère gauche  intercepté  par  les  quatre  génératrices  K',  E^',  L\  Uj  du  parabo- 
loïde  £  y  s'appuient  sur  la  droite  Z\ 

Démontrons  maintenant  que  ces  deux  droites  J  et  J,  sont  parallèles  au  plan  T 
déterminé  par  les  deux  droites  K  et  L. 

La  droite  qui  uuit  les  points  H  et  k"  est  dans  le  plan  T  ;  or  ces  points  étant  les 
milieux  des  côtés  Ti/,  IV  ^^  triangle  (i't.V),  il  s'ensuit  que  Ja  droite  TF  on  J 
est  parallèle  à  la  droite  Pk"^  et  par  conséquent  au  plan  T. 

Ainsi ,  les  deux  droites  J  et  J,  sont  parallèles  au  plan  T ,  et  de  plus  elles  coupent 
la  droite  Z%  savoir  :  J  en  un  point  m',  et  ),  en  un  point  m/,  tels  que  Ton  a  : 

Cela  posé  : 

Si  par  le  point  mf  de  la  droite  Z'  nous  menons  un  plan  V  parallèle  au  plan  T,  ce 
plan  T'  coupera  la  surface  S  suivant  une  courbe  i  dont  le  point  m' sera  le  centre. 
Dès  lors  si  nous  faisons  glisser  la  surface  S  parallèlement  à  elle-même ,  et  le  long 
de  VaxeZ^  d'une  quantité  égale  à  mm\  le  point  m'  se  superposera  sur  le  point  m , 
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le plan  T'  se  superposera  sur  le  plan  T  et  la  sarface  1  prendra  la  position  S' ,  et 
le  plan  T  coupera  la  surface  S'  suivant  une  courbe  d'  qui  ne  sera  autre  que  la 
position  que  la  courbe  d  est  venue  occuper  dans  l'espace  après  le  mouvement  de 
translation  de  la  surface  £. 

Ainsi  il  est  démontré  que  le  plan  T  coupe  la  surface  S'  suivant  une  courbe  if  dont 
le  point  m  est  le  centre.  ^ 

Si  nous  coupons  les  deux  paraboloïdes  S  et  S'  par  un  plan  quelconque  X,  nous 
obtiendrons  deux  courbes  planes  g  et  g',  et  si ,  par  un  point  quelconque  m  de  g  « 
nous  menons  un  plan  T  tangent  à  la  surface  S ,  ce  plan  T  coupera  la  surface  S^  sui* 
vaut  une  courbe  Sf  dont  le  point  m  sera  le  centre ,  et  ce  plan  T  coupera  le  plan  X 
suivant  une  droite  9  tangente  en  m  à  la  courbe  g  ;  et  cette  droite  9  coupera  la 
courbe  g'  en  les  points  t  et  {'  qui  sont  précisément  ceux  en  lesquels  se  coupent  les 
courbes  g'  et  3';  on  aura  donc  :  mt=mi\ 

Par  conséquent ,  les  deux  courbes  g  et  g'  jouissent  de  la  propriété ,  savoir  : 
que  le  point  de  contact  m  d'une  tangente  9  à  la  courbe  g  est  le  milieu  de  la 
corde  a'  interceptée  sur  9  par  la  courbe  g'.  En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (n*"  342  bi$ 
et  suivants)  les  deux  courbes  g  et  g'  sont  donc  deux  sections  coniques,  concen- 
triques et  semblables. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

I.  Tout  plan,  quelle  que  soit  sa  direction,  coupe  un  paraboUMe  hyperbolique  suivant 
une  section  conique. 

IL  Une  droite  ne  peut  couper  un  paraboloide  hyperbolique  en  plus  de  deux  points. 

S65.  Démontrons  maintenant  que  les  sections  planes  d'un  paraboloïde  hyper* 
bolique  ne  peuvent  être  que  des  paraboles  ou  des  hyperboles. 

Si  Ton  prend  sur  une  génératrice  droite  L  d'un  paraboloïde  hyperbolique  1  un 
point  m ,  le  plan  tangent  T  en  ce  point  m  passe  par  la  génératrice  du  second  sys^ 
tème  K  qui  passe  par  ce  même  point  m. 

Or^  à  mesure  que  le  point  m  s'éloigne  sur  la  droite  L  du  sommet  s  du  parabo* 
loïde  S,  la  droite  K  tend  de  plus  en  plus  à  devenir  parallèle  au  plan  directeur  Q 
auquel  la  génératrice  L  est  elle-même  parallèle  ;  en  sorte  que  pour  le  point  m,  situé 
à  l'infini  sur  la  droite  L,  le  plan  tangent  T,  à  la  surface  S  est  parallèle  au  plan  Q* 

Cela  posé  : 

Tout  plan  sécant  X  ne  pourra  occuper  que  deux  positions  par  rapport  à  Vaxe  Z  ^ 
ou  i  "  être  parallèle  à  cet  axe ,  ou  2'  couper  cet  axe, 

1*  Le  plan  X  étant  parallèle  à  Vaxe  Z. 

Dans  ce  cas  il  existera  une  génératrice  du  système  K  et  une  génératrice  du 
système  L,  parallèles  au  plan  X,  mais  qui  seront  situées  à  l'infini. 

Lorsque  le  plan  X  sera  parallèle  à  l'un  des  plans  directeurs  P  ou  Q^  et  ainsi  le 

2*  PAETII.  44 
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plan  X  étant  parallèle  an  plan  P,  toutes  les  gtoératrioes  an  système  K  Ivi  seront 
parallèles,  et  la  section  de  la  sarface  1  par  le  plan  X  ne  sera  antre  qu'une  des 
génératrices  droites  du  système  K. 

De  même  si  le  plan  X  est  parallèle  au  plan  Q,  il  coupera  le  parabotoïde  1  sui-* 
▼ant  une  génératrice  droite  du  système  L. 

Lorsque  le  plan  X  coupe  les  deux  plans  directeurs  P  et  Q,  et  quMI  est  parallèle 
à  leur  intersection  I,  ou,  en  d'autres  termes,  qu'il  est  parallèle  à  Vaxe  Z,  il  est 
évident  qu'il  sera  parallèle  à  deux  génératrices  de  systèmes  différents ,  mais  situées 
à  rinfini,  car  la  génératrice  du  système  K  ou  du  système  L,  située  à  Tinfini,  esl 
parallèle  aux  deux  plans  directeurs  P  et  Q,  et  dès  lors  à  leur  intersection  I. 

Le  plan  X ,  dans  ce  cas ,  coupera  donc  la  surface  I  suivant  une  courbe  S  infinie. 

Mais  pour  le  point  situé  à  Tinfini  sur  la  courbe  S,  le  plan  tangent  T^  à  la  snr*- 
face  1  est  parallèle  à  Tun  des  plans  directeurs^  et  le  point  sitné  à  Tinfini  sur  la 
courbe  6  est  sur  nne  génératrice  située  à  Tinfini,  par  conséquent  le  plan  T,  est 
tout  entier  à  l'infini  ;  il  ne  peut  donc  couper  le  plan  X  que  suivant  nne  droite 
située  tout  entière  à  l'infini  ;  la  courbe  6  est  donc  une  parabole. 

8*  Le  pUm  X  campant  Caxe  Z. 

Dans  ce  cas,  le  plan  X  coupe  la  droite  I  intersection  des  deux  plans  ttirecieun 
P  et  0;  on  pourra  donc  toujours  construire  deux  génératrices  K  (du  système  K) 
et  L  (du  système  L)  parallèles  à  ce  plan  X ,  ces  droites  K  et  L  étant  situées  à 
distance  finie,  et  se  coupant  en  un  point  m,. 

Le  plan  X  coupera  donc  la  surface  2  suivant  une  conrbe  S  infinie ,  puisque  cette 
coorbe  aura  des  points  situés  à  l'infini  sur  les  droites  K  et  L. 

Or,  si  par  K,  nous  menons  un  plan  0  parallèle  an  plan  Q,  le  plan  9  sera  tan- 
gent à  la  surface  1  au  point  situé  à  l'infini  sur  K  ;  ce  plan  O  coupera  dès  lors  le 
j^an  X  suivant  nne  droite  9  tangente  à  l'infini  à  la  section  6. 

De  même,  si  par  L  nous  menons  un  plan  O,  parallèle  au  plan  P,  ce  plan  O, 
sera  tangent  au  paraboloïde  2  au  point  sitné  à  l'infini  sur  L,  ce  plan  9.  coupera 
donc  le  plan  X  suivant  nne  droite  0,  tangente  à  l'infini  à  la  section  S. 

La  courbe  6  ayant  deux  asymptotes  0  et  9, ,  et  étant  nne  section  conique,  ne 
sera  antre  qu'une  hyperbole. 

Et  comme  nous  avions  établi  précédemment  que  les  droites  E  et  L  étaient  paral- 
lèles au  plan  X,  on  voit  que  les  asymptotes  0  et  9,  de  l'hyperbole  S  sont  respective* 
ment  parallèles  à  ces  génératrices  de  systèmes  différenH  K  et  L. 

En  sorte  que  l'on  peut  énoncer  ce  qui  suit  : 

III.  Un  paraboloide  hîfperbolique  1  ne  peut  être  coupé  par  un  plan  X  que  stdtHmi 
des  paraboles  j  si  ce  plan  X  est  parallèle  à  taxe  1  de  la  surface  2,  ou  suivant  c(et 
hyperboles ,  si  ce  plan  X  coupe  l'axe  Z  de  la  surface  2. 
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Ei  dans  le  cas  où  la  section  est  wse  hyperbole ,  ks  asymptotes  de  ceUe  courbe  sont 
parallèles  aux  génératrices  de  systèmes  différents  qui  détermuent  tm  plan  qui  y  tangent 
à  la  surface  2,  est  parallèle  au  plan  sécant  X. 

566.  D'après  le  mode  de  génération  du  paraboloïde  hyperbolique  2,  la  forma 
de  cette  surface  est  telle  que  si  Ton  mène  en  son  sommet  s  le  plan  tangent  T,  œ 
pian,  qui  coupera  la  surface  suivant  les  deux  génératrices  droites  K.  6t  L,,  par- 
tagera la  surface  en  deux  parties ,  Tune  située  à  droite  et  Tautre  située  à  gauche 
par  rapport  à  ce  plan  T ,  et  de  telle  sorte  que  si ,  1  "*  Ton  mène  par  Vaxe  Z  une 
suite  de  plans  V,  Y,  \\  etc.,  compris  dans  Tun  A  des  deux  angles  X  et  X'  (supplé- 
mentaires) formés  par  les  droites  K,  et  L,,  ces  plans  couperont  la  surface  2  sui- 
vant des  paraboles  y,  y\  y\  etc.,  tournées  dans  un  sens,  et  que  si  2*  Ton  mène 
par  ce  même  axe  Z  une  suite  de  plans  Y,  t  V/,  Y/,  etc.,  compris  dans  le  second 
angle  X',  formés  par  les  droites  K,  et  L, ,  ces  plans  couperont  la  même  surface  2 
suivant  des  paraboles  7^ ,  y/,  7,%  etc.,  tournées  en  sens  opposé  par  rapport  aux 
premières  7,  /,  y^'y  etc. 

Et  si  Ton  conçoit  deux  plans  passant  respectivement  par  les  droites  K,  et  Z , 
L,  et  Z ,  et  que  Ton  coupe  la  surface  2  par  un  plan  P  perpendiculaire  à  Taxe  Z 
et  dès  lors  parallèle  au  plan  tangent  T,  œ  plan  P  coupera  les  plaDfi(K^yZ) 
et  (L, ,  Z)  suivant  des  droites  fi  et  9^  qui  comprendront  entre  elles  les  angles 
X  et  X'  (supplémentaires  Fun  de  l'autre )^  et  ce  même  plan  P  coupera  la  surface  2 
suivant  une  hyperbole  fi  qui  sera  comprise  entre  ses  asymptotes  0  et  fi'  dauB 
l'angle  X  et  son  opposé  au  sommet,  si  le  plan  P  est  À  gauche  du  plan  T,  et  au 
contraire  ,  dans  l'angle  X^  et  son  opposé  au  sommet ,  ù  le  plan  P  est  à  droite  du 
filaii  T. 

Cela  posé  : 

Si,  en  un  point  m  d'un  paraboloïde  hyperbolique  2,  on  mène  un  plan  tan- 
gent T,  ce  plan  coupera  la  surface  1  suivant  deux  génératrices  droites  K  et  L  de 
sysièmes  différents^  et  si,  par  le  point  m  on  mène  une  droite  Z'  parallèle  à  Vaxe  2 
de  la  surface  2,  et  que  par  cette  droite  Z'  et  chacune  des  droites  K  et  L  on  mène 
deux  plans  Q  et  Q'^  ils  seront  coupés  par  une  suite  de  plans  P, ,  P, ,  P, ,  etc. , 
parallèles  entre  eux  et  au  planT  suivant  des  droites  B,  et  9/,  6,  et  6/,  fi,  et  6,',  etc., 
qui  seront  les  asymptotes  des  sections  hyperboliques  €,,€,,  €3 ,  etc.,  données  dans 
la  esrface  2  par  les  plans  P,,  P,,  P^,  etc.,  ei  les  oeaires  o^^o^^  a,,  etc.,  de  ces 
courbes ,  seront  situés  sur  la  droite  Z\ 

le  dis  que  les  courbes  €,,€,,  €3 ,  etc. ,  sont  des  hyperboles  semblables  et  sem- 
blablement  placées,  en  admettant  que  les  pians  P,,  P,,  P«,  etc.,  sont  tous  situés 
d'un  même  côté  par  rapport  au  plan  T.  ^ 

Et  en  efiet: 
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Les  asymptotes  9,,  9,,  O,,  etc.,  sont  parallèles  à  la  droite  K,  les  asymptotes 
9/,  0/,  83',  etc.,  sont  parallèles  à  la  droite  L  :  par  conséquent  si  Ton  faisait  glisser 
parallèlement  à  eux-mêmes  les  plans  P^^Pj^etc.,  pour  les  superposer  sur  le 
plan  P, ,  les  points  o^yO^,  etc.,  viendraient  se  superposer  sur  le  point  o, ,  et  les 
droites  9,,  63,  etc.,  se  superposeraient  sur  9,,  les  courbes  6,,  63,  etc.,  prendraient 
les  positions  6/,  63',  etc.,  et  les  courbes  6,,  6/,  63^  etc.,  auraient  mêmes  asymp- 
totes 9.  et  9/;  elles  seraient  donc  semblables  et  concentriques  :  donc,  etc. 

Ainsi  Ton  peut  énoncer  ce  qui  suit  : 

IV.  Si  l'on  mène  um  plan  tangent  T  en  un  point  m  d'un  paraboldde  hyperbolique  2t 
et  si  l'on  coupe  cette  surface  1  par  une  suite  de  plans  parallèles  entre  eux  et  au  plan  T 
et  situés  tous  à  droite  ou  tous  à  gauche  j  par  rapport  à  ce  plan  T,  les  sections  seront  des 
hyperboles  semblables  et  semblablement  placées  ^  et  dont  les  centres  seront  situés  sur  la 
droite  TJ  qui ,  passant  par  le  point  m ,  sera  parallèle  à  l'axe  Zdela  surface  3. 

y.  Si  ron  prend  un  point  z  extérieur  à  un  paraboloïde  hyperbolique  1 ,  et  qu'on  le 
regarde  comme  te  sommet  d'un  cône  A  tangent  à  la  surface  1 ,  la  courbe  de  contact  d 
sera  toujours  une  hyperbole. 

Cela  posé  : 

Concevons  par  la  droite  Z'  un  plan  Y,  ce  plan  coupera  les  hyperboles 
6,  >  63,  63,  etc.,  en  les  points  b^  et  6/,  b^  et  6,',  é,  et  b^\  etc.,  et  les  droites 

^fiii  ^Aj  ^3^3?  ^*^-»  ^i*/>  ^ïV?  ^a^aS  ^'^'j  seront  parallèles  entre  elles;  et  comme 
les  hyperboles  S,,  €,,63,  etc.,  sont  semblables  et  semblablement  placées,  les  tan- 
gentes B,  en  6,  à  6, ,  B,  en  6,  à  6, ,  B,  en  b^  à  63 ,  etc.,  seront  parallèles  ;  toutes  ces 
droites  B, ,  B, ,  B, ,  etc.,  parallèles  entre  elles  et  au  plan  T,  seront  tangentes  à  la 
surface  2  et  formeront  un  cylindre  A ,  tangent  à  la  surface  S  suivant  la  para- 
bole d,  section  faite  dans  la  surface  1  par  le  plan  Y. 

On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

yi.  Si  Pon  fait  rouler  un  plan  Y  tangentiellement  à  un  paraboldide  hyperbolique  2  y 
ce  plan  Y  restant  pendant  son  mouvement  parallèle  à  une  droite  y  la  surface  enveloppe 
de  C espace  parcouru  par  le  plan  Y  sera  un  cylindre  ayant  pour  courbe  de  contact  avec 
la  surface  1  une  parabole  d ,  dont  l'axe  infini  sera  parallèle  à  l'axe  Z  de  la  surface  2. 

Et  réciproquement  : 

Si  l'on  fait  rouler  tangentiellement  sur  un  paraboldide  Ityperbolique  1  un  plan  Y,  de 
tnanière  que  le  point  de  contact  du  plan  Y  et  de  la  surface  2  parcoure  une  parabole , 
tracée  sur  cette  surface  2,  ta  surface  enveloppe  sera  un  cylindre  (*). 

(*)  Ce  théorème  nous  conduit  à  la  démonstration  d*uu  problème-plan  et  que  Ton  énonce  ainsi 
qu'il  suit  :  ^ 

Étant  données  sur  un  plan  P  deux  droites  Â  et  B  se  coupant  en  un  point  d,  prenons  sur  la  droite 
À  deux  points  arbitraires  a  et  a'  et  sur  la  droite  B  deux  points  aussi  arbitraires  6  et  b';  de  telle  sorte 
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567.  DémontroDS  maintenant  que  si  Ton  coupe  un  paraboloïde  hyperbolique  1 
par  une  suite  de  plans  parallèles  entre  eux  et  à  Vaxe  Z  de  la  surface  S ,  on  obtien- 
dra des  paraboles  identiques  ou  superposables. 

Nous  avons  fait  voir  (n**  381)  que  lorsqu'une  surface  S  était  engendrée  par  une 
courbe  C  qui  se  mouvait  parallèlement  à  elle-même  sans  changer  de  forme  ni  de 
grandeur ,  Ton  pouvait  envelopper  cette  surface  S  par  un  cylindre  A  tangent  à  cette 
surface  suivant  la  courbe  C;  et  qu'ainsi  désignant  par  C,  C,  C",  etc.  les  diverses 
positions  de  la  courbe  génératrice  C,  on  avait  les  cylindres  A,  A',  A",  etc.,  respec- 
tivement tangents  à  la  surface  2  suivant  les  courbes  C,  C,  C,  etc. 

Et  la  réciproque  est  également  vraie,  savoir  :  si  Ton  peut  construire  une  suite 
de  cylindres  A,  A',  A'^,  etc.  tangents  à  une  surface  2  suivant  des  courbes  C,  C, 
C",  etc.,  parallèles  entre  elles,  ces  courbes  C,  C\  C",  etc.,  seront  identiques  ou 
superposables. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

VIL  5î  Con  coupe  un  parabobnde  hyperbolique  1  par  une  suite  de  plans  parallèles 
entre  eux  et  à  Caxe  Z  de  la  surface  S»  l'on  aura  une  suite  de  paraboles  identiques  ou 
superposables. 

568.  On  démontrera  comme  pour  la  sphère  (en  employant  le  même  mode  de 


que  les  droites  aa'  et  bb'  seront  égales  ou  inégales  en  longueur;  de  telle  sorte  que  le  point  d  sera  en 
dehors  ou  en  dedans  des  points  a  et  a'  ou  b  et  b';  de  telle  sorte  que  les  lougueurs  ad  et  bd  seront 
égales  ou  inégales  entre  elles.  

Les  points  a  et  a\  b  et  b'  étant  placés  sur  les  droites  A  et  B,  divisons  la  droite  aa'  en  n  parties 
égales  et  divisons  aussi  la  droite  bb'  en  le  même  nombre  n  de  parties  égales  entre  elles,  unissons  les 
points  de  division  de  la  droite  A  avec  ceux  de  la  droite  B,  en  croisant  ou  ne  croisant  pas  les  lignes 
ainsi  que  Tindiquent  les  figures  294  et  295,  nous  obtiendrons  une  série  de  droites  qui,  par  leur 
intersection  deux  à  deux  (en  considérant  deux  droites  successives),  détermineront  un  polygone  dont 
les  côtés  seront  tous  tangents  à  une  môme  parabole. 

Et  en  effet  : 

Nous  savons  que  si  Ton  a  deux  droites  Ai  et  B^ ,  situées  dans  l'espace  (dont  A  et  B  seront  les  pro- 
jections orthogonales  sur  le  plan  P),  si  Ton  mène  une  série  de  plans  Q,  Q\  Q",  etc.,  parallèles  entre 
eux  et  coupant  ces  droites  A^  et  B^  ainsi  qu'il  suit  : 

Q  coupera  A^  en  un  point  a^  et  Bi  en  un  point  b^ 

Q'  •-  -  a/  -  6/ 

Q''  —  —  a/'  —  b," 

etc.  —  —  etc.  —  etc. 

Si  ron  mène  les  droites  unissant  les  points  homologues  a,  et  b^,  a/  et  6/,  etc. ,  on  aura  en  ces 
droites  a^bu  a\b\^  etc.,  les  génératrices  droites  (d'un  système)  d'un  paraboloïde  S;  et  considérant 
un  cylindre  A  tangent  à  la  surface  2,  ce  cylindre  A  ayant  ses  génératrices  droites  perpendiculaires 
au  plan  P,  comme  ce  cylindre  A  sera  tangent  à  la  surface  2  suivant  une  parabole  \,  il  sera  coupé 
par  le  plan  P  suivant  une  parabole  S  (laquelle  sera  la  projection  orthogonale  de  la  courbe  SJ. 

Le  cylindre  A,  comme  étant  tangent  à  la  surface  S,  aura  donc  pour  tangentes  les  diverses  gêné- 
ratrices  droites  a^ai\  b^b^\  etc.  de  la  surface  £;  dès  lors  il  est  évident  que  les  droites  a^a^,  b^b^,  etc., 
se  projetteront  sur  le  plan  P,  en  des  droites  tangentes  à  la  parabole  ^  projection  de  la  parabole  \. 
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démonstration),  que  si  Ton  a  deax  sections  planes  d*nn  paraboloïde  hyperboUqae 
86  coupant  en  deux  points  ou  n^ayaut  aucun  point  commun,  on  peut  les  envelopper 
par  deux  cônes,  et  que  si  ces  sections  ont  un  point  de  contact  on  ne  pent  lesenv^ 
lopper  que  par  un  seul  cône  ;  mais  il  faudra  que  les  sections  soient  tournées  dans 
.  le  même  sens  lorsqu'elles  seront  des  hyperboles. 

De  sorte  que  le  théorème  admet  une  restriction  pour  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique. 

569.  On  démontrera  comme  pour  la  sphère  (en  employant  le  même  mode  de 
démonstration),  que  si  un  cône  ou  un  cylindre  coupe  un  paraboloïde  hyperbolique 
2  suivant  une  section  conique,  il  recoupe  cette  surface  S  suivant  une  seconde  sec- 
tion conique. 

570.  Il  est  facile  de  démontrer  que  :  1*  lorsque  Tune  de&  polaires  réciproques 
perce  le  paraboloïde  hyperbolique  £,  l'autre  polaire  perce  aussi  cette  surface  2. 

Et  2"  lorsque  l'une  des  polaires  réciproques  ne  perce  pas  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique 2^  l'autre  polaire  ne  perce  pas  aussi  cette  surface  1. 

Et  3*"  lorsque  Tune  des  polaires  réciproques  touche  le  paraboloïde  S  en  an  point  m» 
l'autre  polaire  lui  est  tangente  en  ce  même  point  m. 

Et  i""  si  Ton  a  une  droite  D  perçant  la  surface  hyperboioïde  2  en  an  seul  point  m, 
alors  cette  droite  D  est  parallèle  à  l'axe  Z  de  la  surface  I,  et  elle  est  un  diamètre 
infini  de  la  surface. 

Cela  posé  : 

Si  l'on  mène  deux  génératrices  droites  G  et  K  d'un  paraboloïde  hyperbolique  S 
se  croisant  en  un  point  m  de  la  surface  £,  et  si  l'on  mène  par  le  point  m  une 
droite  D  parallèle  à  l'axe  infini  Z  de  la  surface  S,  les  deux  plans  (6,  D)  et  (K,  D) 
seront  tangents  à  cette  surface  S,  et  ils  seront  l'un  et  l'autre  parallèles  à  Taxe  Z. 
Le  premier  plan  (6,  D)  sera  parallèle  au  plan  directeur  P  des  génératrices  du 
système  G,  et  le  second  plan  (K,  D)  sera  parallèle  au  plan  directeur  Q  des  géné- 
ratrices du  système  K  ;  l'un  et  l'autre  de  ces  plans  sera  donc  asymptote  au  para- 
boloïde £,  la  polaire  D.  réciproque  de  la  polaire  D  sera  donc  tout  entière  située  à 
l'infini . 

Ce  qui  vient  d'être  énoncé  ci-dessus  est  facile  à  vérifier  ;  en  effet  : 

Soit  donnée  une  droite  D,  de  direction  arbitraire  par  rapport  à  un  paraboloïde 
hyperbolique  S;  désignons  par  s  le  sommet,  et  par  Z  Taxe  infini  de  la  surface  £  ; 
désignons  par  G  et  K  les  génératrices  droites  de  sysièmes  différents  se  croisant  au 
point  s. 

Les  deux  droites  G  et  E  comprennent  entre  elles  un  angle  a  et  un  angle  6  supplé- 
mentaire de  a. 

Supposons  un  plan  Y  passant  par  l'axe  Z  et  partageant  l'angle  a,  il  coopéra  la 
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surface  2  suivant  une  parabole  ij  et  supposcms  un  second  plan  Y'  passant  par  l*aM 
Z  et  partageant  Fan^  6»  il  coupera  la  surface  S  suivant  une  parabole  à\ 

Or,  nous  savons  que  les  paraboles  d  et  d^  seront  tournées  ea  sens  opposés.  Tune  i 
étant  en  dessous  du  plan  (G,  K),  Tautre  ^  étant  en  dessus  de  ce  même  plan  (6,  E). 

Gela  posé  : 

Si  nous  considérons  un  cylindre  A  tangent  à  la  surface  S,  et  dont  les  génératrieas 
soient  parallèles  à  la  droite  D,  ce  cylindre  A  touchera  la  surface  S  suivant  une  para- 
bole d*  dont  le  plan  contiendra  la  polaire  D^  réciproque  de  D. 

Et  il  est  évident  que  si  la  droite  D  perce  la  surface  2  en  deux  points^  la  droite  D, 
percera  aussi  la  surface  2  en  deux  points* 

n  est  encore  évident  que  si  la  droite  D  ne  rencontre  pas  la  surface  2,  la  droite  D, 
ne  rencontrera  pas  aussi  la  surface  £• 

D'ailleurs  on  peut  facilement  construire  la  droite  D,,  la  droite  D  étant  donnée 
de  position  et  quelle  que  soit  sa  position  dans  l'espace  par  rapport  au  paraboloïde 
hyperbolique  2  ;  car  il  suffit  de  mener  par  D  deux  plans  P  et  F  coupant  la  surface  2 
suivant  des  sections  coniques  C  et  C\  ces  deux  courbes  seront  enveloppées  par 
deux  cônes  dont  les  sommets  xeta/  détermineront  la  droite  D, .  Lorsque  les  som- 
mets X  et  a/  seront  à  l'infini,  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  les  deux  cônes  enve- 
loppant les  deux  courbes  G  et  C  se  réduiront  à  un  seul  cylindre  et  quelle  que  soit 
la  direction  des  plans  P  et  P\  alors  la  polaire  réciproqiLe  D,  sera  située  tout  entière 
à  l'infini;  or,  c'est  oe  qui  a  lieu  évidemment  lorsque  la  droite  D  est  parallèle  à 
Taxe  Z  de  la  surface  S. 

571 .  Nous  démontrerons,  comme  nous  Tavons  fait  pour  le  paraboloïde  elliptique, 
les  diverses  propriétés  qui  existent  pour  deux  paraboloïdes  hyperboliques  concen- 
triques et  semblables.  Les  énoncés  de  ces  propriétés  sont  les  mêmes  pour  l'un  et 
l'autre  paraMotde. 

On  doit  distinguer  deux  variétés  de  paraboloïde  hyperbolique  :  celui  pour  lequel 
les  plans  directeurs  se  coupent  sous  Tangle  droit,  la  surface  est  alors  dite  recUmgfi^ 
laire,  et  celui  pour  lequd  les  plans  directeurs  se  coupent  sous  un  angle  aigu  ou 
obtus,  alors  la  surface  est  dite  oblique. 

Des  ékvers  modes  de  génération  du  paraboltnde  hyperbolique  ^  par  des 

sections  coniques. 

572.  Premier  mode  de  génération.  Goncevons  deux  droites  D  et  R  non  situées  dans 
un  même  plan  et  faisant  entre  elles  un  angle  arbitraire,  et  une  troisième  droite  A 
s'appuyant  sur  les  deux  droites  D  et  R,  et  ayant  une  direction  d'ailleurs  arbitraire  ; 
désignons  par  c/  et  r  les  points  en  lesquels  la  droite  A  coupe  respectivement  les 
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droites  D  et  R;  désignons  par  P  le  plan  (D,  A),  par  Q  le  plan  (R,  A),  par  X  un  plan 
quelconque  passant  par  la  droite  D^  par  Y  un  plan  quelconque  passant  par  la  droite 
Ry  et  par  Z  un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  A. 

Gela  posé  : 

Prenons  sur  la  droite  R  deux  points  m  et  tnlj  équidistants  du  point  r,  et  prenons 
aussi  sur  la  droite  D  deux  points  n  et  n\  équidistants  du  point  d. 

Désignons  par  T  le  plan  (D,  m),  par  T' le  plan  (D,  m'),  par  0  le  plan  (R,  n),  et 
0'  le  plan  (R,  n'). 

Les  plans  T  et  T' seront  respectivement  coupés  par  le  plan  (A,  D),  ou  P,  suivant 
deux  droites  9  et  ^^ 

Cela  posé  : 

1  *"  Nous  pourrons  toujours  construire  dans  le  plan  Q  une  parabole  B  passant  par 
les  points  m  et  m'y  et  ayant  pour  tangentes  en  ces  points  les  droites  l  et  <';  cette 
parabole  aura  la  droite  A  pour  diamèire^  et  la  coupera  au  point  s  milieu  de  la 
droite  dr. 

2**  Nous  pourrons  toujours  construire  dans  le  plan  P  une  parabole  H  passant  par 
les  points  n  et  n\  et  ayant  pour  tangentes  en  ces  points  les  droites  0  et  6'  ;  cette  para- 
bole aura  la  droite  A  pour  diamètre j  et  la  coupera  au  même  point  s^  celui  en  lequel 
le  diamètre  A  est  coupé  par  la  parabole  B  (*). 

La  tangente  R'  à  la  parabole  B  pour  le  point  s  sera  parallèle  à  la  droite  R. 

La  tangente  D' à  la  parabole  H  pour  le  point  s  sera  parallèle  à  la  droite  D. 

Le  plan  (D',  R^  sera  donc  tangent  en  même  temps  aux  deux  paraboles  B  et  H»  et 
il  sera  parallèle  aux  deux  droites  R  et  D. 

Cela  posé  : 

Parmi  les  plans  X  passant  par  la  droite  D^  prenons  celui  qui  sera  parallèle  au 
plan  (ly,  R^)  f  et  traçons  dans  ce  plan  X  une  hyperbole  X  ayant  son  centre  au  point 
d^  et  pour  diamètre  transverse  la  droite  nn'y  et  pour  asymptotes  deux  droites  arbi- 
traires L.  et  L,  se  croisant  au  centre  d. 

Si  Ton  fait  tourner  le  plan  P  autour  de  la  droite  A  comme  axe  de  rotation,  ce 
plan  P  prendra  diverses  positions  Zy  Vy  1'"^,...  et  la  parabole  H  prendra ^  en 
changeant  de  forme,  les  positions  H',  H^',  B!"^....  dans  chacun  de  ces  plans  Z\  Z"j 
Z"\....  Chaque  forme  H^,  H'',  H"^,....  de  la  parabole  mobile  et  variable  H  seront 
faciles  à  déterminer,  car  pour  le  plan  Z',  par  exemple,  ce  plan  Z'  coupera  le  plan 
(D',  R')  suivant  une  droite  ^  et  Thyperbole  X  en  deux  points  /  et  /.,  et  la  parabole  H' 


n  Le  point  s  sera  le  milieu  de  la  droite  dr,  pour  Tune  ou  pour  Tautre  parabole  B  et  H,  parce  que  la 
80u&-tangeDte  est  double  de  Tabscisse  dans  la  parabole,  que  cette  parabole  soit  rapportée  à  des  axes 
rectangulaires  ou  à  des  axes  obliques. 
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passera  par  les  points  t  et  l^j  et  elle  aura  poar  tangente  au  point  s  la  droite  if  et 
pour  diamètre  la  droite  Â. 

La  parabole  H  prendra  donc  les  diverses  positions  indiquées,  ci-dessus,  sur  les 
divers  plans  Z  compris  entre  les  plans  (A,  LJ  et  (A,  L,),  chacun  de  ces  plans  Z 
coupant  en  deux  points  Thyperbole  X,  et  Ton  voit  qu'à  mesure  que  le  plan  Z 
approche  du  plan  (A,  LJ,  ou  du  plan  (A,  LJ,  la  parabole  H  tend  à  devenir  une 
ligne  droite.  Ainsi  parmi  les  paraboles  H',  H",  H''',.*--  ^^  ^^^^  deux  droites  H,  et  H,, 
tracées  dans  le  plan  (ly,  R')  et  parallèles  respectivement  aux  asymptotes  L,  et  L^  de 
rhyperbole  X,  et  lorsque  le  plan  Z  dépassera  le  plan  (A,  L,)  ou  le  plan  (A,  LJ, 
alors  il  ne  coupera  plus  l'hyperbole  X;  on  devra  donc,  pour  achever  la  surface, 
concevoir  que  par  la  droite  R  on  a  mené  un  plan  Y  parallèle  au  plan  (ly,  R')  et 
que  Ton  a  tracé  dans  ce  plan  Y  une  hyperbole  a'  ayant  son  centre  au  point  r,  pour 
diamètre  transverse  la  droite  mm\  et  pour  asymptotes  deux  droites  L/  et  L/,  se 
croisant  au  centre  r  et  parallèles  respectivement  aux  asymptotes  L,  et  L,  de  Thy- 
perbole  X* 

Alors  la  parabole  B,  en  se  déformant  pendant  qu'elle  tourne  autour  de  Taxe  A , 
engendrera  la  seconde  partie  de  la  surface. 

Il  est  évident  que,  par  ce  mode  de  génération,  on  obtiendra  un  paraboloïde 
hyperboliqiïfe. 

Dans  ce  mode  de  génération ,  on  a  pour  génératrices  des  paraboles  et  pour 
directrices  deux  hyperboles  inversement  semblables. 

573.  Second  mode  de  génération*  Tout  étant  disposé  ainsi  que  nous  l'avons  dit 
ci-dessus,  nous  pourrons  faire  tourner  le  plan  X  (qui  contient  l'hyperbole  X)  au- 
tour de  la  droite  D  ;  ce  plan  X  prendra  les  positions  X',  X'',  X'",.---  et  la  courbe  X 
prendra  les  positions  successives  Xj ,  X, ,  X,,....  dont  la  forme  sera  déterminée  de  la 
manière  suivante  : 

Prenant  la  parabole  H  et  une  seconde  position  H'  de  cette  courbe  H ,  on  considé- 
rera ces  deux  paraboles  H  et  H'  comme  directrices  du  mouvement  de  l'hyperbole 
génératrice  X.  Dès  lors  le  plan  X'  coupera,  V  la  courbe  H  aux  points  n  et  «',  et 
2*  la  courbe  H'  aux  points  n,  et  «/,  et  3*  la  droite  R  en  un  point  ?. 

L'hyperbole  X, ,  en  laquelle  se  transforme  l'hyperbole  X  en  passant  du  plan  X 
dans  le  plan  X',  passera  par  les  points  «,,  w/,  n ,  n\  et  elle  aura  pour  tangentes  en 
les  points  n  et  n'  les  droites  nr'  et  nV . 

On  déterminerait  de  la  même  manière  les  diverses  hyperboles  X,,  X,, Enfin 

lorsque  le  plan  X ,  après  avoir  tourné  autour  de  la  droite  D ,  et  pris  une  série  de 
positions  en  lesquelles  il  coupera  la  droite  A ,  viendra  passer  par  cette  droite  A , 
l'hyperbole  X  se  transformera  en  la  parabole  H. 
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Par  ce  mode  de  génération ,  on  construit  la  surface  en  son  entier  ;  il  diffère  donc 
du  précédent^  qui  ne  permet  de  construire  la  surface  que  par  moitié. 

Dansée  mode* de  génération  on  a  pour  génératrices  des  hyperboles  et  pour  direc" 
trices  des  paraboles. 

574.  Troisième  mode  de  génération.  Le  paraboloïde  hyperbolique  peut  être  en- 
gendré par  une  parabole  d  de  forme  invariable  se  mouvant  parallèlement  à  elle- 
même  ,  un  de  ses  points  parcourant  une  parabole  fixe  g  y  les  axes  infinis  des  deux 
paraboles  d  et  6  étant  parallèles  entre  eux  et  les  deux  paraboles  d  et  6  étant  tournés 
en  sens  inverse. 

Ainsi,  dans  ce  mode  de  génération ,  on  a  pour  génératrices  des  paraboles,  et 
i^ouv  directrice  une  parabole. 

575.  Quatrième  mode  de  génération.  Étant  tracée  sur  un  plan  X  une  hyperbole  X^ 
on  construit  une  corde  coupant  ses  deux  branches ,  Tune  en  un  point  n  et  l'autre 
en  un  point  n';  par  le  milieu  d  de  la  corde  nn^ y  on  mène  une  droite  A  de  direction 
arbitraire  par  rapport  au  plan  X  ;  on  prend  sur  la  droite  A  un  point  a  et  dans  le 
plan  (a ,  n^n'),  on  mène  par  le  point  a  une  droite  G  parallèle  à  la  corde  nn'  ;  ensuite 
on  trace  dans  le  plan  {a^  n^  n')  une  parabole  H  passant  par  les  points  n,  n'et  a  et 
ayant  pour  tangente  au  point  a  la  droite  9. 

Cela  fait,  on  fait  mouvoir  Thyperbole  X  parallèlement  à  elle-même;  elle  variera  de 
forme ,  mais  elle  restera  toujours  semblable  et  semblablement  placée  et  de  telle 
manière  que  ses  points  n  et  w'  décriront  la  parabole  H. 

Par  ce  mode  de  génération ,  on  ne  peut  construire  que  la  moitié  de  la  surface  ; 
pour  obtenir  la  seconde  moitié  il  faudrait  prendre  une  seconde  parabole  directrice 
&  tournée  en  sens  inverse  par  rapport  à  la  parabole  6  et  les  hyperboles  génératrices 
ï!  seraient  inversement  semblables  aux  hyperboles  X. 

Dans  ce  mode  de  génération,  on  a  pour  génératrices  des  hyperboles  et  pour 
directrice  une  parabole. 

DBS  HYPERBOLOÏMES  A  DEUX  NAPPES. 

576.  Traçons  dans  le  plan  vertical  une  hyperbole  H  (fig.  996)  et  prenons  le 
irfan  horizontal  de  projection  perpendiculaire  à  l'axe  transverse  de  cette  coarbe. 

Désignons  par  Z  cet  axe  transverse  et  par  A  et  A'  les  deux  asymptotes  de  la 
courbe  H,  lesquelles  droites  se  croisent  au  centrer. 

Cela  posé  : 

Faisons  tourner  la  courbe  H  (comme  courbe  méridienne)  autour  de  l'axe  Z,  elle 
engendrera  une  surface  de  révolution  2,  et  ses  asymptotes  engendreront  un  cône 
de  révolution  A  ayant  le  point  o  pour  sommet. 
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La  surface  2  est  composée  évidemment  *  de  doux  nappes  distinctes,  et  chacune 
d'eHes  est  infinie  dans  un  sens.  Cette  surface  1  a  reçu  le  nom  d'^liyperboldide  à  deux 
nappes  de  révolution ,  et  le  cône  A  est  dit  cône  asymptote  de  la  surface  1 ,  car  il  est 
évident  que,  puisque  les  assmptotes  A  et  A'  touchent  la  courbe  H  à  l'infini,  le 
côee  A  louchera  la  surface  1  suivant  deux  cercles  situés  à  l'infini ,  l'un  de  ces 
cercles  appartenant  à  l'une  des  nappes ,  l'autre  cercle  appartenante  l'autre  nappe 
de  la  surface  1. 

Cela  posé  : 

Prenons  un  point  x  sur  la  surface  1  et  faisons  passer  i*  par  l'axe  Z  et  le  points; 
un  plan  M  coupant  la  surface  suivant  un  méridien  H'  et  2*  par  le  point  x  un  plan  P 
perpendiculaire  à  l'axe  Z  et  coupant  la  surface  2  suivant  un  parallèle  3. 

Les  tangentes  au  point  a;,  savoir  :  9  à  H'  et  g  à  3  détermineront  un  plan  T  tan- 
gent au  point  :i:  à  la  surface  S. 

Or ,  le  plan  M  coupe  le  cône  A  suivant  deux  génératrices  droites  6  et  G' ,  asymp- 
totes de  l'hyperbole  méridienne  H'  ;  donc  9  coupe  G  et  G'  en  deux  points  g  et  g'  tels 
que  l'on  a  :  gx=g^x. 

Or,  le  plan  P  coupe  le  cône  A  suivant  un  cercle  C  concentrique  au  cercle  d, 
donc  l  coupe  C  en  deux  points  q  et  q'  tels  que  Ton  a  :  qx=^  q'x. 

Or ,  le  plan  T  coupe  le  cône  A  suivant  une  ellipse  E  dont  le  point  a:  sera  le  centre, 
car  les  deux  droites  qq'  et  gg'  sont  rectangulaires  entre  elles ,  et  si  l'on  construit 
les  tangentes  à  la  courbe  E  pour  les  points  g  et  g'  on  trouve  qu'elles  sont  horizon- 
tales; les  deux  droites  qq^  et  gg'  forment  donc  un  système  de  diamètres  conjugués 
rectangulaires  entre  eux,  elles  sont  donc  les  axes  de  l'ellipse  E. 

Dès  lors ,  si  dans  le  plan  T  on  mène  par  le  point  x  une  droite  quelconque  L,  elle 
coupera  l'ellipse  E  en  deux  points  /  et  /'  tels  que  l'on  aura  :  xl=xl^. 

Cela  posé  : 

Si  Ton  mène  un  plan  Q  de  direction  arbitraire ,  mais  coupant  la  surface  S  suivant 
une  courbe  6  et  le  cône  A  suivant  une  section  conique  S, ,  il  sera  facile  de  démon- 
trer que  les  courbes  S  et  6,  sont  concentriques  et  semblables  et  que  6  n'est  autre 
qu'une  section  conique  ;  et  en  effet  : 

Si  par  un  point  x  de  la  courbe  ê  on  mène  un  plan  T  tangent  à  la  surface  S ,  il 
coupera  le  plan  Q  suivant  une  droite  L,  laquelle  percera  la  section  conique  6  ^ 
en  deux  points  /  et  T,  tels  que  l'on  aura  (en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus) 
xl=^x(.  Et  cela  aura  lieu  pour  tous  les  points  x  de  la  courbe  S. 

La  courbe  6,  qui  est  inconnue,  est  intérieure  par  rapport  à  la  section  conique  6,. 
Mais  il  a  été  démontré  (n°  3i2  bis^  i°)  que  lorsque  l'on  avait  deux  courbes  telles 
que  6  et  6^ ,  elles  étaient  deux  sections  coniques  concentriques  et  semblables. 

Ainei ,  on  peut  énoncer  ce  qui  suit  : 
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h  Tout  plan  y  quelle  que  soit  sa  direction ,  coupe  un  hyperboloide  à  deux  nappes  et  de 
révolution  suivant  une  section  conique ,  qui  peut  être  ou  une  ellipse  ou  une  parabole  ou 
une  hyperbole ,  suivant  la  direction  du  plan  sécant  par  rapport  au  cône  asymptote  de  la 
surface  hyperbolmde. 

II.  Une  droite  peut  percer  un  hyperboloide  à  deux  nappes  et  de  révolution  en  un  ou 
deux  points  y  mais  elle  ne  peut  le  rencontrer  en  plus  de  deux  points. 

Menons  par  le  centre  o  de  Thyperboloïde  à  deux  nappes  et  de  révolution  £  une 
droite  D  coupant  cette  surface  y,  en  deux  points  d  et  d';  le  point  c(  sera  sur  l'une 
des  nappes  et  le  point  d^  sera  sur  la  seconde  nappe. 

Par  Taxe  Z  de  révolution  et  la  droite  D  nous  ferons  passer  un  plan  P  coupant 
la  surface  2  suivant  une  hyperbole  méridienne  H ,  et  ce  même  plan  P  coupera  le 
cône  asymptote  A  suivant  deux  génératrices  droites  G  et  G'  qui  seront  les  asymp- 
totes de  la  courbe  H,  laquelle  aura  le  point  o  (centre  de  la  surface  2)  pour  son  centre. 

La  droite  D  percera  l'hyperbole  H  en  les  points  d  et  d\ 

Cela  posé  : 

Par  la  droite  D  faisons  passer  une  infinité  de  plans  R ,  R%  R'' ,  etc. ,  ils  couperont 
la  surface  S  suivant  des  sections  coniques  a ,  a  ,  a  %  etc.,  qui  seront  toutes  des 
hyperboles  en  vertu  des  positions  que  les  plans  R  ^  R%  R'%  etc. ,  affectent  par  rap* 
port  au  cône  asymptote  A  ;  puisque  chacun  de  ses  plans  coupe  le  cône  A  suivant 
deux  génératrices  droites. 

Construisons  au  point  d  un  plan  0  tangent  à  la  surface  1 ,  ce  plan  G  sera  coupé 
par  les  plans  R,  R',  R",  etc. ,  suivant  des  droites  9,  9',  9",  etc.,  qui  seront  res- 
pectivement tangentes  aux  courbes  a ,  «  ,  a" ,  etc. ,  et  au  point  d. 

Construisons  au  point  d'  un  plan  0,  tangent  à  la  surface  2,  ce  plan  0,  sera 
coupé  par  les  plans  R,R\R",  etc.,  suivant  des  droites  9^,  9/,  9,^,  etc.,  qui 
seront  respectivement  tangentes  aux  courbes  ay  a  ,  a" ,  et  au  point  d\ 

Or,  comme  la  surface  S  est  de  révolution,  les  plans  0  et  0,  seront  perpendicu- 
laires au  plan  méridien  P;  et  comme  la  droite  D  est  un  diamètre  de  l'hyperbole 
méridienne  H ,  il  s'ensuit  que  les  plans  0  et  0,  sont  parallèles.  Dès  lors ,  les  hy- 
perboles de  section  a,  «',  a'' ,  etc. ,  auront  toutes  le  point  o  pour  centre  et  la  droite 
Don  drf'  pour  diamètre  commun. 

Cela  posé  : 

Prenons  le  plan  méridien  P  pour  plan  vertical  de  projection ,  et  projetons  ortho* 
gonalement  sur  ce  plan  P  les  courbes  a^ay  a\  etc. ,  nous  obtiendrons  les  hyper- 
boles a  ,  a '^ ,  a"*' ,  etc. ,  qui  auront  la  droite  dd^  pour  diamètre  commun ,  et  qui 
auront  en  d  et  d*  pour  tangentes  communes  les  droites  parallèles  entre  elles  X  et  \ 
intersection  du  plan  P  par  les  plans  0  et  0,.  Or,  si  l'on  mène  une  droite  Y  paral- 
lèle à  X,  elle  coupera  respectivement  les  courbes  a  .  «"',  a"",  etc. ,  en  les  points 
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m*,  m'%  m"%  etc. ,  qui  seront  les  projections  des  points  m ,  m',  in",  etc. ,  situés 
sur  les  hyperboles  a,  «',  ol\  etc.,  et  tous  ces  points  m,  m',  m",  etc. ,  seront  sur  la 
section  conique  y  intersection  de  la  surface  2  par  le  plan  X  perpendiculaire  au 
plan  Py  et  dont  V  est  la  trace  verticale  ;  et  évidemment  le  plan  X  est  parallèle  aux 
plans  0  (  t  0,. 

Or,  Ton  sait  :  1®  que  les  tangentes  $",  ^""j  $"'',  etc.  ,  menées  respectivement  aux 
points  m*',  m'*',  m"^,  etc. ,  des  courbes  a'',  a'"",  «''*',  etc. ,  se  coupent  en  un  même  point  s 
situé  sur  le  diamètre  D  qui  est  lui-même  situé  sur  le  plan  P  (n*  346  ter) ,  par  consé- 
quent les  droites  |,  |',  $",  etc.,  qui  seront  les  tangentes  aux  courbes  de  l'espace 
ajo!,  a\  etc.  pour  les  points  m,  m',  m'',  etc.,  se  couperont  en  ce  point  «,  etc.,  etc.  ; 
2*  que  si  l'on  mène  une  seconde  droite  V"'  parallèle  à  V^  et  coupant  les  courbes 
a",  a'",  a"%  etc.,  en  les  points  n*',  n'*",  n"*',  etc.,  les  points  w,  n',  w",  etc.,  de  l'espace 
seront  sur  une  section  conique  y  intersection  du  plan  X'  et  de  la  surface  2  ;  en 
sorte  que  les  deux  courbes  y  et  /  seront  des  sections  parallèles  de  la  surface  S ,  et 
les  droites 3%  3'%  d'"",  etc.,  qui  uniront  les  points  m''  et  n%  m'*'  etn'%  m'"'  et  n"*',  etc., 
iront  se  couper  en  un  même  point  x,  de  la  droite  D;  dès  lors,  les  droites  de 
l'espace  3,  Sfyd"j  etc.,  qui  uniront  deux  à  deux  les  points  m  et  n,  m'  et  «', 
m"  et  n",  etc.,  iront  se  couper  en  ce  même  point  z^. 

Les  droites  ^,  ^^  l",  etc.,  forment  donc  un  cône  K  tangent  à  la  surface  £  suivant 
la  section  conique  y. 

Les  droites  3,  3',  3",  etc.,  forment  donc  un  cône  K,  qui  coupe  la  surface  S  sui- 
vant deux  sections  coniques  parallèles  entre  elles ,  y  et  /. 

Si  Ton  a  une  suite  de  plans  X,  X',  X",  etc.,  parallèles  entre  eux  et  au  plan  0, 
et  dès  lors  perpendiculaires  au  plan  P,  ces  plans  couperont  la  surface  1  suivant 
des  sections  coniques  semblables  et  semblablement  placées  y,  /,  y",  etc. 

Ces  courbes  y,  y',  y",  etc.,  couperont  l'hyperbole  méridienne  H  en  des  points 
A,  A',  A",  etc.,  pour  lesquels  les  plans  Q,Q',  Q^  etc.,  tangents  à  la  surface  2 
seront  perpendiculaires  au  plan  méridien  P  ;  dès  lors ,  les  tangentes  aux  courbes 
y, y', y",  ctc,  en  CCS  points  A,  /i',  A",  etc.,  seront  perpendiculaires  au  plan  P;  dès 
lors,  si  Ton  fait  mouvoir  le  plan  Q  tangentiellement  à  la  surface  S,  son  point  de 
contact  h  parcourant  la  courbe  H,  la  surface  développable  î>,  enveloppe  de 
l'espace  parcouru  par  ce  plan  Q  sera  un  cylindre  ayant  l'hyperbole  méridienne  H 
pour  section  droite. 

577.  D'après  ce  qui  précède,  on  peut  énoncer  ce  qui  suit  : 

in.  5î  l'on  prend  un  point  z  hors  de  Vhyperboloide  à  deux  nappes  et  de  révolution  S, 
et  qu^on  le  regarde  comme  le  sommet  d'un  cône  K  tangent  à  la  surface  2,  la  courbe  de 
contact  y  sera  une  courbe  plane ,  et  dès  lors  une  section  conique. 
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1*^  Si  le  point  z  est  dans  V intérieur  du  cône  asymptote  A ,  la  courbe  de  contact  y  sera 
tme  ellipse; 

2*  Si  le  point  z  est  sur  le  cône  asymptote ,  la  courbe  y  sera  une  parabole  ; 
3*  Si  le  point  z  est  hors  du  cône  asymptote ,  la  courbe  y  sera  une  hyperbole. 

IV.  Si  l'on  fait  mouvoir  un  plan  0  tangentiellement  à  une  surface  hyperboloide  à 
deux  nappes  et  de  révolution  £ ,  et  parallèlement  à  une  droite  B ,  la  courbe  de  contact 
sera  une  hyperbole  diamétrale ,  et  le  problème  ne  sera  possible  qu^ autant  qu'en  menant 
par  le  centre  o  de  la  surface  1^  ouïe  sommet  o  du  cône  asytnptote  A,  une  droite  B'  parai* 
lèle  à  B,  cette  droite  B'  sera  située  dans  l'intérieur  du  cône'^. 

V.  Une  suite  de  plans  parallèles  coupent  C hyperboloide  à  deux  nappes  et  de  révolu-^ 
tian  suivant  des  sections  coniques  semblables  et  semblablement  placées. 

En  vertu  de  ce  qui  a  été  démontré  touchant  deux  sections  coniques,  concen- 
triques et  semblables,  et  semblablement  placées,  on  peut  énoncer  ce  qui  suit  : 

VI.  Si  l'on  a  deux  hyperboldides  à  deux  nappes  et  de  révolution  1  et  l'  ayant  même 
axe  de  rotation  Z  et  concentriques  et  semblables;  si  Con  mène  un  plan  T  tangent  en  un 
point  m  à  la  surface  intérieure  1 ,  ce  plan  T  coupera  la  surface  extérieure  1'  suivant 
une  section  conique  y  dont  le  point  m  sera  le  centre. 

Si  l'on  fait  rouler  sur  la  courbe  y  un  plan  tangent  à  la  surface  2',  ce  plan  engendrera, 
un  cône  K  dont  le  sommet  z  sera  sur  une  troisième  surface  2"  qui  sera  un  hyper- 
boloïde  à  deux  nappes  et  de  révolution  concentrique  et  semblable  aux  deux  premiers 
1  et  1\ 

Si  Con  a  deux  hyperboldides  à  deux  nappes  et  de  révolution  2"  et  2'  concentriques 
et  semblables ,  et  si  l'on  considère  chaque  point  z  de  la  surface  2"  comme  le  sommet 
d^un  cône  K  tangent  à  la  surface  intérieure  S'  suivant  une  section  conique  y,  la  surface 
enveloppe  de  tous  les  plans  des  courbes  y  sera  un  troisième  hyperboloide  à  deux  nappes 
et  de  révolution  2 ,  concentrique  et  semblable  aux  deux  premiers  2'  et  2". 

On  peut  appliquer  à  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  et  de  révolution,  et  cela 
mol  à  mot,  la  démonstration  qui  a  été  donnée  pour  la  sphère  au  sujet  des 
polaires  réciproques;  il  suffit  de  changer  le  mot  cercle  en  le  mot  section  conique. 

On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

VII.  Si  par  une  droite  D  extérieure  à  un  hyperboloide  à  deux  nappes  et  de  révolu- 
tion S,  on  mène  deux  plans  T  et  V  tangents  aux  points  m  et  m',  la  droite  D'  qui  unit 
les  points  de  contact  m  et  m'  est  la  polaire  réciprrjque  de  la  droite  D. 

Les  points  m  et  m'  seront  sur  un,'  même  nappe  de  la  surface  1,  si  la  droite  D  coupe 
le  cône  asymptote  A;  ces  points  m  et  m'  seront,  l'un  sur  une  des  nappes  et  Contre  sur  ta 
seconde  nappe  de  la  surface  S,  si  la  droite  D  ne  rencontre  pas  le  cône  A. 

578.  Toutes  les  propriétés  que  nous  avons  reconnues  exister  pour  l'ellipsoïde  de 
révolution  et  le  paraboldide  de  révolution,  subsistent  pour  V hyperboloide  à  deux 
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na^peê  et  de  révolution;  et  tout  ce  qui  a  été  établi  rigoareusement  ci-dessu&, 
permettra  de  les  démontrer  (ces  propriétés)  ou  de  les  déduire  comme  eanÊé* 
quences  ;  et  il  ne  sera  pas  difficile  de  reconnaître  les  modifications  que  doit  faire 
apporter  dans  le»  énoncés  la  forme  particulière  de  Thyperboloïde  à  deux  naj^s. 

Transformation  de  rhyperboloide  à  deux  nappes  et  de  révolution  en  tm  hyperboMde 

à  deux  nappes  et  à  trois  axes  inégaux. 

579.  Concevons  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  et  de  révolution  S  dont  Taxe 
de  rotation  Z  soit  vertical. 

Prenons  pour  plan  vertical  de  projection,  un  plan  passant  par  Taxe  Z  et  pour 
plan  horizontal  de  projection ,  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  Z. 

Le  plan  vertical  coupera  la  surface!  {fig.  296)  suivant  une  hyperbole  méri- 
dienne H  y  et  le  cône  asymptote  A  suivant  deux  génératrices  droites  G  et  G'.  Le 
plan  horizontal  coupera  la  surface  2  suivant  un  cercle  C  et  le  cône  A  suivant  un 
cercle  C  ;  ces  deux  cercles  C  et  C  seront  concentriques  et  auront  le  point  Z*  pour 
centre  commun. 

Cela  posé  : 

Traçons  dans  le  plan  horizontal  une  ellipse  E  concentrique  au  carde  C  et  ayant 
le  diamètre  aa'  de  ee  eercle  C  pour  Tun  de  ses  axes. 

L'ellipse  E  sera  la  transformée  cylindrique  du  cercle  C,  de  sorte  qae  pour 


même  abscisse  qm!" ,  les  ordonnées  mnf  et  m, m''  seront  dans  un  rapport  constant. 

Si  par  Taxe  Z  on  fait  passer  un  plan  X,  ce  plan  coupera  la  surfece  de  révoliH 
tion  1  suivant  une  hyperbole  méridienne  H^  qui  «se  projettera  >8ur  le^plan  vettîml 
de  projection  en  une  hyperbole  H'". 

On  transformera  cylindriquement  le  plan  X  en  un  plan  X,  passant  par  Taxe  Z, 
etrhyperboleH'  en  une  «hyperbole  H/  située  dans  le  plan'X^;  et  eette  courbe  H/ sera 
dès  lors  la  section  faite  par  le  plan  X,  dans  le  cylindre  $  ayant  H'*  pour  section 
droite. 

En  menant  par  Taxe  Z  une  suite  de  plans  X ,  X',  X^,  etc.,  ils  couperont  la 
surface  de  révolution  S  suivant  des  hyperboles  .B[,H^,  H%  etc.,  et. ces  plans  se 
transformeront  cylindriquement  en  des  plans  diamétraux  (passant  tous. par  Taxe. Z) 
X,,  X/,  X/',  etc.,  sur  lesquels  seront  les  hyperboles  H,,iH,f,  H/f,  etc.,  transf^r^ 
mées  cylindriques  des  diverses  courbes  méridienaes  H,  E',  H^',  etc.,  de  la  wr- 
face  2. 

Toutes  ces  hyperboles  H^,H/,  H/',  etc.,  détermineront  une  surface  2,  com- 
posée de  deux  nappes  séparées  entre  elles  comme  pour  la  surAice  2.  Et  il  est  dèB 
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lors  évident  que  tout  plan  passant  par  l'axe  Z  coupera  la  surface  ^;  suivant  une 
hyperbole,  et  que  tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  Z  coupera  cette  surface  2, 
suivant  une  ellipse. 

Et  il  est  encore  évident,  en  vertu  du  mode  de  transformation  cylindrique  em- 
ployé, que  les  sections  faites  dans  la  surface  2,  par  des  plans  perpendiculaires 
à  Taxe  Z  seront  des  ellipses  semblables  et  semblablement  placées.  Cette  surface  2, 
a  reçu  le  nom  d* hyperboloïde  à  deux  nappes  et  à  trois  axes  inégaux. 

Il  est,  en  outre,  évident  que  toutes  les  propriétés  que  nous  avons  reconnues 
exister  pour  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  et  de  révolution  2,  passeront  au  moyen 
du  mode  de  transformation  cylindrique  sur  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  et  à  trois 
axes  inégaux  l^.  Ainsi,  V hyperboloïde  à  deux  nappes  et  à  trois  axes  inégaux  jouit 
des  mêmes  propriétés  que  Vellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  et  que  le  parabotoîde 
elliptique ,  sauf  les  modifications  que  la  forme  de  chacune  des  surfaces  peut  et  doit 
y  apporter,  modifications  qu'il  est  facile  de  reconnaître. 

Ainsi,  en  se  servant  du  même  mode  de  démonstration  que  celui  employé  pour 
la  sphère ,  nous  démontrerons  avec  facilité  que  : 

I  "^  Si  un  cône  coupe  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  et  à  trois  axes  inégaux  suivant 
une  section  conique ,  il  recoupe  cette  surface  suivant  une  seconde  section  conique; 

2^  Deux  sections  planes  d'un  hyperboloïde  à  deux  nappes  et  à  trois  axes  inégaux , 
peuvent  toujours  être  enveloppées  par  deux  cônes ,  si  les  sections  planes  ne  se  coupent 
pas  ou  se  coupent  en  deux  points j  et  par  un  seul  cône  si  les  deux  sections  planes  ont  un 
point  de  contact  ;  et  cette  propriété  subsiste ,  les  deux  sections  planes  étant  situées  en 
même  temps  sur  une  sexde  des  deux  nappes  de  Chyperbokfidej  ou  Pune  des  sections 
planes  étant  sur  Vune  des  deux  nappes^  C autre  section  plane  étant  sur  C autre  nappe  de 
VhgperboUade. 

Des  trois  axes  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  et  non  de  révolution. 

580.  Nous  avons  dit  ci-dessus  que  la  surface  S^  avait  été  nommée,  â  trois  axes 
inégaux;  cherchons  ces  axes. 

II  est  évident  que  si  Ton  emploie  le  même  mode  de  transformation  cylindrique , 
qui  nous  a  servi  à  transformer  l'hyperboloïde  de  révolution  en  un  hyperboloïde 
non  de  révolution  ,  on  transformera  le  cône  de  révolution  A  asymptote  à  Thyper- 
boloïde  de  révolution  2  en  un  cône  oblique  (non  de  révolution)  A,  qui  sera  asymp- 
tote à  l'hyperboloïde  2,. 

Les  deux  surfaces  A,  et  2.  seront  telles  que  si  on  les  coupe  par  un  plan  Q 
perpendiculaire  à  Vaxe  Z,  l'on  obtiendra  deux  ellipses  concentriques  et  semblables 
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et  semblablement  placées ,  et  dont  le  centre  sera  au  point  q  en  leqael  le  plan  Q 
coupe  Taxe  Z. 

Or,  lorsque  nous  avons  (n""  374  ter)  cherché  les  axes  d'un  cône  oblique,  nous 
avons  déterminé ,  par  ces  axes  combinés  deux  à  deux ,  trois  plans  qui  étaient  rec- 
tangulaires entre  eux,  et  qui  étaient  de  plus  des  plans  conjugués^  chacun  d'eux 
coupant ,  rectangulairement  et  en  parties  égales ,  les  cordes  parallèles  à  Vaxe  par 
lequel  il  ne  passait  pas. 

Dès  lors,  on  voit  que  Thyperboloïde  l^  aura  pour  systèmes  de  plans  diamétraux 
conjugués  tous  ceux  de  son  cône  asymptote  A,. 

Dès  lors,  aussi,  on  voit  que  Thyperboloïde  2,  n'aura  qu'un  système  de  plans  dia- 
métraux conjugués  rectangulaires  entre  eux  et  qui  sera  précisément  celui  de  son 
cône  asymptote  A.. 

On  peut  donc  énoncer  ce  qui  suit  : 

i*  Un  hyperbobide  à  deux  nappes  et  non  de  révolution  a  une  infinité  de  systèmes  de 
plans  diamétraux  conjugués  et  un  seul  système  de  plans  diamétraux  principaux  ou  rec" 
Umgukùres  entre  eux  ; 

2"  Ayant  déterminé  le  cône  asymptote  (Cun  hyperbolcUde  à  deux  nappes,  on  détermi" 
nera  les  trois  axes  rectangulaires  entre  eux  de  ce  cône,  et  l'on  aura  la  direction  des  trois 
axes  rectangulaires  entre  eux  de  C hyperbolcUde  à  deux  nappes. 

Déterminons  maintenant  la  longueur  des  axes  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes 
et  non  de  révolution. 

L'axe  Z  coupe  la  surface  hyperboloïde  S.  en  les  deux  points  d  et  cf  {fig.  297). 

Un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  Z  coupe  la  surface  2,  suivant  une  ellipse  E,  et  le 
cône  asymptote  A.  suivant  une  ellipse  E.,  et  ces  deux  courbes  E  et  E.  sont  concen- 
triques et  semblables  et  semblablement  placées. 

Si  par  le  point  d  on  mène  un  plan  0  perpendiculaire  à  l'axe  Z,  il  sera  tangent  en 
cf  à  la  surface  £,  (en  vertu  du  mode  de  transformations  cylindriques  qui  nous  a  fait 
passer  de  l'hyperboloïde  de  révolution  2  à  la  surface  non  de  révolution  2.)  et  cou- 
pera le  cône  A,  suivant  une  ellipse  E'  semblable  et  semblablement  placée,  par  rap- 
port à  l'ellipse  E,. 

Cela  posé  ; 

Si  par  l'axe  Z  on  fait  passer  un  plan  quelconque,  il  coupera  la  surface  S,  sui- 
vant une  hyperbole,  et  le  cône  A,  suivant  deux  génératrices  droites  qui  (en  vertu 
du  mode  de  transformation  employé  pour  passer  des  surfaces  de  révolution  2  et  A 
aux  surfaces  non  de  révolution  £,  et  AJ  seront  les  asymptotes  de  cette  hyperbole 
de  section. 

Or,  on  sait,  que  si  au  sommet  d  d'une  hyperbole  on  mène  une  tangente  0 
à  cette  courbe  et  coupant  une  des  asymptotes  en  un  point  n,  en  désignant  par  o 

T  PÀiTDi.  40 
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le  ceirtrd  de  la  coui4)ey  les  droites  od  et  dn  donnent  les  longnevre  des  demi-axai  èè 
l'hyperbole. 

Dès  lors,  si  par  Taxe  Z  on  mène  un  plan  X  coupant  Thyperfooloîde  Z,  suivant  nne 
hyperbole  H  et  la  courbe  E'  en  un  point  a',  les  demi-axes  de  la  courbe  H  serooi 
^aux  à  od  et  daf. 

Et  si  Ton  conçoit  un  cylindre  ayant  FeUipse  E'  pour  section  droite  et  ayant  dès 
lors  ses  géuératrices  droites  parallèles  à  Taxe  Z,  ce  cylindre  sera  coupé  par  un  plan 
P  passant  par  le  centre  o  de  la  surface  2,  (ou  le  sommet  o  du  cône  asymptote  A,)  et 
mené  perpendiculairement  à  Taxe  Z,  .suivant  une  ellipse  d  identique  à  l'ellipse  W; 
le  plan  X  coupera  l'ellipse  i  en  un  point  p,  et  dès  lors  les  demi-axes  de  Thyperbole 
H  seront  op  et  orf,  le  point  o  étant  le  centre  de  cette  courbe  H. 

On  voit  donc  que  toutes  les  hyperboles  H,  situées  dans  les  divers  plans  X, 
qui  passent  par  l'axe  Z,  ont  un  même  centre  o  et  un  demi-axe  commun  et  trans- 
verse oJj  et  que  le  second  axe  qui  est  non  transverse  varie  comme  les  diamètres  de 
l'ellipse  J. 

Si  l'on  conçoit  les  axes  A  et  B  de  l'ellipse  3,  les  trois  plans  (A,  Z),  (1J,  Z)et 
(A,  B)  seront  les  plans  diamétraux  principaux  de  Ta  surface  Z.,  et  ce  sotft  les  axes  de 
Tellipse  d  et  la  droite  dd^  située  sur  Z,  qui  sont  dits  les  axes  de  Iliyperboloïde  2;  ;  et 
les  points  d  et  d'  en  sont  dits  les  sommets. 


Bes  seciions  oircukdreê  de  rhyperMoUe  à  dêum  mifpes  eê  à  ircù  axes  inégaux. 

881.  L'hyperboloïde  non  de  révolution  et  à  deux  nappes  2,  est  toujorns  ccnipé 
par  un  plan  quelconque  P^uivant  une  section  conique  E  qui  est  concentrique^  et 
semblable  et  semblablement  placé  à  la  section  conique  E,  obtenue  dans  son  cÔne 
asymptote  A,  par  le  même  plan  P. 

Or  nous  savons  qu'un  cône  oblique  A^  peut  être  coupé  par  un  plan  et  son 
deux  directions  contraires,  suivant  des  cercles;  dès  lors,  il  est  évident  que  les 
plans  qui  donneront  des  sections  circulaires  dans  le  cône  asymptote  A,,  donneroirt 
aussi  des  sections  circulaires  dans  Thyperboloïde  à  deux  nappes  et  à  trois  axes  iné- 
gaux 2,. 

Ainsi,  il  est  démontré  que  :  Niyperbotaïde  à  deux  nappes  et  à  trois  axes  inégaux 
jouit  de  la  propriété  d'avoir  des  sections  circulaires  et  qvlon  peut  tes  déterminer  JacHe^ 
ment  au  moyen  de  son  cône  asymptote. 

De  plus ,  il  est  démontré  que  :  les  plans  des  sections  circulaires  de  Thyperèe^ 
lotde  à  deux  nappes  et  à  trois  axes  inégaux  sont  parallèles  à  taxe  moyen  de  cette 
surface. 
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Des  divers  modes  de  génération  dont  est  susceptible  Chyperbolmde  à  detix  nappes 

et  à  trois  axes  inégaux. 

582.  Ce  qui  a  été  dit  au  sujet  des  polaires  réciproques^  nous  permet  de  voir  sor* 
le-cbamp  que  Ton  pourra  engendrer  chaque  nappe  de  Thyperboloïde  à  deux  nappes 
oomme  nous  avons  engendré  le  paraboloïde  elliptique,  et  qu'il  suffira  de  remplacer 
les  paraboles  considérées  soit  conaine  des  génératrices j  ou  soit  comme  des  directrices 
dans  le  paraboloïde  elliptique,  par  des  hyperbolesy  pour  obtenir  iliyperboloïde  à 
deux  nappes. 

Ainsi,  on  aura  deux  modes  principaux  de  génération  cm  de  constructionj  savoir  : 
1*  par  des  ellipses  génératrices  se  mouvant  sur  une  hyperbole  directrice;  2°  par  des 
hyperboles  génératrices  se  mouvant  sur  une  ellipse  directrice^ 

Dans  le  premier  cas^  chaque  ellipse  coupera  en  deux  points  la  même  branche  de 
l'hyperbole. 

Dans  le  deuxième  cas,  chaque  hyperbole  coupera  Tellipse  en  deux  points  et  par 
une  seule  de  ses  branches. 

OBS  HTPEBBOLOÏJ>BS   ▲  UNE   NAPPE. 

583.  Nous  avons  vu,  dans  le  chapitre  onzième,  que  si  Ton  faisait  mouvoir  «ne 
droite  sur  trois  droites,  on  engendrait  une  surface  1  qui,  l""  était  doublement  lé- 
l^lée;  2°  avait  un  centre  o;  S""  ce  centre  o  était  le  sommet  d'un  cône  A  intérieur  à  la 
surface  2  et  ayant  pour  directrice  ou  b(/se  une  section  conique ,  et  qu'il  était  tel  que 
chacune  de  ses  génératrices  droites  G  était  parallèle  à  deux  génératrices  droites  et 
é»  systèmes  différents  K  et  L  de  la  surface  2,  la  première  génératrice  K  appartenant 
au  premier  systètne  de  génération  en  lignes  droites,  la  seconde  génératrice  L 
appartenant  au  second  système  de  génération  en  lignes  droites  de  la  surface  2;  4*"  le 
plan  T  tangent  au  cône  A  suivant  la  génératrice  G  coupait  la  surGace  2  suivant  les 
droites  K  et  L  et  était  un  plan  asymptote  de  cette  surface  £  ;  S''  tout  plan  P  coupait 
)a  surface  2  et  le  cône  A  suivant  des  sections  coniques,  concentriques  et  semblables 
et  semblablement  placées. 

La  surface  S  a  reçu  le  nom  d'hyperboloïde  à  une  nappe  et  à  trois  axes  inégaux. 

Cela  posé  : 

Le  cône  A  étant  un  cône  oblique  non  de  révolution ,  nous  pourrons  toujours 
déterminer  ses  axes  X,  Y,  Z  (n""*  374  bis  et  suivants),,  et  en  menant  un  plan  P  per- 
{Modiculaire  à  l'axe  Z,  miua  aurons  pour  section  dans  le  cône  A  une  ellipse  Ë,  et 
[pnr  sectioB  dans  la  surface  2.  une  ellipse  £',  et  les  courbes  £  et  £'  seront  sem* 
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blables  et  semblablement  placées,  et  auront  pour  centre  commun  le  point  p  en 
lequel  Taxe  Z  est  coupé  par  leur  plan  P. 

Si  Ton  mène  par  Taxe  Z  un  plan  Q,  ce  plan  coupera  le  cône  A  suivant  deux 

génératrices  droites  G  et  G'  (et  les  angles  Z,G,  et  Z,G'  seront  égaux,  puisque  la 
droite  Z  est  un  des  axes  du  cône  A),  et  si  nous  menons  deux  plans  tangents  T 
et  T' au  cône  A,  le  premier  par  la  droite  G  et  le  second  par  la  droite  G',  le  plan  T 
coupera  Thyperboloïde  1  suivant  deux  génératrices  droites  K  et  L,  et  le  plan  T' 
coupera  aussi  l'hyperboloïde  £  suivant  deux  génératrices  droites  K'etL'.  Les  droites 
K  et  U,  K'  et  L  se  couperont  respectivement  en  les  points  /'  et  /,  comme  étant  des 
génératrices  de  systèmes  différents. 

La  droite  //'  passera  par  le  centre  o  de  la  surface  1  ou  le  sommet  o  du  cône 
asymptole  A;  le  plan  0^  passant  par  E  et  L'  et  tangent  au  point  /  à  la  surface  S,  et 
le  plan  0'  passant  par  K'  et  L  et  tangent  au  point  /'  à  la  surface  2,  seront  parallèles 
entre  eux  et  au  plan  Q. 

Si  Ton  mène  par  le  centre  o  de  la  surface  £,  ou  sommet  o  du  cône  A,  un  plan  R 
perpendiculaire  à  Taxe  Z,  ce  plan  R,  qui  ne  sera  autre  que  le  plan  diamétral 
principal  (X,  Y)  du  cône  A,  sera  perpendiculaire  aux  trois  plans  0,  0'  et  Q,  et 
coupera  la  surface  1  suivant  une  ellipse  i  qui  aura  le  point  o  pour  centre;  et  puis- 
que le  plan  0  est  perpendiculaire  au  plan  R,  les  droites  K  et  V  seront  projetées 
orthogonalement  par  le  plan  0  sur  ce  plan  R  suivant  une  seule  et  même  tangente  0 
à  la  courbe  d  ;  par  la  même  raison,  les  droites  K^  et  L  se  projetteront  orthogonale* 
ment  sur  le  plan  R  suivant  une  droite  6'  (intersection  des  plans  0^  et  R)  qui  sera 
tangente  à  la  courbe  d;  et  comme  évidemment  la  surface  2  est  symétrique  par 
rapport  aux  trois  plans  diamétraux  principaux  (X,  Z),  (Y,  Z),  (X,  Y)  de  son 
cône  asymptote  A,  et  que  ces  plans  sont  en  même  temps  les  plans  diamétraux 
conjugués  et  principaux  de  la  surface  2,  il  s'ensuit  que  les  points  /  et  l'  sont 
nécessairement  sur  Tellipse  d  et  ne  sont  autres  que  les  points  de  contact  des  droites 
9  et  B'  a^ec  cette  ellipse  d.  Mais  la  chose  est  évidente  en  remarquant  que  les  deux 
plans  T  et  T'  se  coupent  nécessairement  suivant  une  droite  I  perpendiculaire  à 
Taxe  Z  (puisque  les  génératrices  G  et  G'  sont  dans  un  plan  Q  passant  par  Taxe  Z 
du  cône  A),  et  cette  droite  I  ne  sera  autre  que  U\ 

Cela  posé  : 

Si  l'on  coupe  la  surface  2  par  une  suite  de  plans  perpendiculaires  à  l'axe  Z,  on 
aura  une  suite  d'ellipses  semblables  et  semblablement  placées  d,  y,  d",  etc.,  dont 
les  centres  seront  sur  l'axe  Z;  on  peut  dès  lors  considérer  la  surface  S  comme  engen* 
drée  par  la  droite  K  se  mouvant  en  s'appuyant  sur  trois  de  ces  ellipses;  or,  comme 
nous  avons  vu  ci-dessus  que  la  droite  K  était  projetée  orthogonalement  sur  le  plan 
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R  (qui  doDoe  d  pour  section)  suivant  une  droite  6  tangente  à  cette  courbe  d  au  point  /, 
on  voit  que  tous  les  points  de  la  droite  E  autres  que  le  point  /  décriront  des  ellipses 
plus  grandes  que  i. 

C'est  ce  qui  a  fait  donner  à  la  courbe  d,  le  nom  d'ellipse  de  gorge  de  Thyperbo- 
loïde  à  une  nappe. 

Construction  des  trois  axes  de  t hyperboloide  à  une  nappe  et  non  de  révolution. 

584.  Menons  par  Taxe  Z  un  plan  P,  ce  plan  coupera  Thyperboloïde  à  une  nappe 
2  suivant  une  courbe  a  composée  de  deux  branches  infinies  et  le  cône  asymptote  A 
suivant  deux  génératrices  droites  G  et  6\ 

Démontrons  que  la  courbe  a  est  une  hyperbole. 

Par  un  point  x  de  la  courbe  a  nous  pourrons  mener  une  suite  de  plan  X,  X\ 
X'^ ,  etc.  y  coupant  respectivement  le  cône  A  et  la  surface  2  suivant  des  ellipses  S , 
6' ,  &^ ,  etc. ,  et  6, ,  6/,  6/',  etc. ,  les  courbes  6  et  6, ,  6'  et  6/,  etc. ,  seront  concen- 
triques et  semblables  et  semblablement  placées  ;  le  plan  P  coupera  les  plans  X ,  X', 
X^%  etc. ,  suivant  des  droites  L,  L%  U  j  etc. ,  et  ces  droites  couperont  les  courbes 
Sf  6^  etc. ,  et  6, ,  6/,  etc. ,  chacune  en  deux  points,  ainsi  : 

La  droite  L  coupera  6  aux  points  a  et  6  et  6,  aux  points  x  et  b^ 

—  L'      —     6'       —         a!  et  6'  et  6/        —        a:  et  b/ 
_        L"     —    6"       —        a"  et  b"  et  6/'       —        a:  et  6/' 

—  etc. 

Les  points  a  et  6 ,  a^  et  6' ,  a^'  et  b" ,  etc. ,  seront  situés  respectivement  sur  les 
droites  G  et  G';  rappelons -nous  qu'il  a  été  démontré  (n*"  326 ,  11"";  que  si  Ton 
avait  deux  droites  G  et  G'  situées  dans  un  plan  P,  et  si  l'on  prenait  sur  ce  plan  P 
un  point  x,  et  si  par  ce  point  x  on  menait  une  suite  de  droites  L,  L^L^',  etc. , 
coupant  respectivement  les  droites  G  et  G'  aux  points  a  et  6 ,  a'  et  6',  a"  et  b^\  etc.  ; 
puis  si  l'on  portait  sur  L,  A6,=ax;  sur  L',  A'6/=a'x;  etc.,  les  points  4,,  4/, 
b" ,  etc. ,  déterminaient  une  hyperbole  passant  par  le  point  x  et  ayant  les  droites 
G  et  G'  pour  asymptotes. 

Or,  les  courbes  6  et  6,,  6'  et  g/,  etc. ,  étant  des  sections  coniques  concentriques 
et  semblables ,  il  s'ensuit  que  les  parties  interceptées  par  elles  sur  les  droites  L , 
L%  Uy  etc. ,  sont  égales,  on  a  donc  :bb^=axt  bb/=^a!xy  etc. ,  donc,  etc. 

Cela  posé  : 

Démontrons  que  ayant  mené  par  le  centre  o  de  la  surface  hyperboloide  1 ,  ou 
le  sommet  o  du  cône  asymptote  A ,  un  plan  P  perpendiculaire  à  Taxe  Z,  lequel  plan 
coupe  la  surface  1  suivant  une  ellipse  i  (qui  est  l'ellipse  de  gorge) ,  si  l'on  conçoit 
un  cylindre  B  ayant  pour  section  droite  cette  ellipse  d  et  ayant  dès  lors  ses  généra- 
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trices  droites  parallèles  à  Taxe  Z^  démontroDs,  dis-je,  que  ce  cylindre  B  coupera 
Time  et  Taulre  des  nappes  du  côoe  A ,  savoir  :  la  première  aappe  suivaat  uae  dlips» 
if  identique  à  d,  et  la  seconde  nappe  suivant  une  ellipse  i"  aussi  idenlique  à  i. 

Et  en  effet  :  deux  ellipses  semblables  et  semblablemefii  placées  sont  identiques 
si  leurs  dianïèlres  parallèles  sont  égaux. 

Or,  remarquant  que  les  deux  courbes  planes  ôet  J'  ont  chacune  leur  centre  sur 
Taxe  Z,  si  nous  menons  par  l'axe  Z  un  plan  Y,  lequel  coupera  d  en  un  point  de\.V 
en  un  point  d' ,  la  droite  rfrf'  sera  parallèle  à  Taxe  Z ,  puisque  dd'  sera  une  génératrice 
droite  du  cylindre  B  ;  on  aura  donc  en  désignant  par  o  et  oMes  ceatres  des  coarbes 
3  et  d' ,  od = od'  ;  donc ,  etc. 

Cela  posé  :  le  plan  Y  passant  par  Taxe  Z  coupera  la  surface  hyperboioïde  2  soî-^ 
vaut  une  hyperbole  a  et  le  cône  asymptote  A  suivant  deux  génératrices  droites  6  et 
G'  asymptotes  de  la  courbe  a. 

Le  point  d  sera  le  sommet  de  Thyperbole  a  et  dd'  sera  égal  au  demi-axe  aon 
transverse  de  cette  hyperbole  a  et  son  axe  transverse  sera  précisément  ovi=^dd'. 

Dès  lors ,  il  est  évident  que  les  divers  plans  Y ,  Y',  Y" ,  etc. ,  passaot  par  Taxe  Z 
couperont  la  surface  hyperboioïde  2 ,  suivant  des  hyperboles  *,«,«'%  elc. ,  ayant 
même  axe  non  transverse  oo'  et  dont  les  demi-axes  transverses  od,  etc. ,  seront  les 
divers  demi-diamètres  de  Tellipse  de  goi^  d. 

On  peut  donc  concevoir  la  surface  hyperboioïde  à  une  nappe  2  comme  engen- 
drée par  une  hyperbole  a  tournant  autour  de  son  axe  non  transverse,  son  sommet 
parcourant  une  ellipse  d,  et  cette  courbe  a  variant  de  forme  à  chaque  instant  de 
son  mouvement,  de  manière  à  ce  que  son  axe  transverse  varie  comme  les  dia- 
mètres de  Tellipse  d ,  son  axe  non  transverse  restant  constant. 

Cela  posé  : 

Le  cylindre  B  coupera  évidemment  le  cône  Ùl  suivant  deux  ellipses  if  ei  if 
identiques  et  parallèles  à  d ,  les  plans  Q'  de  la  courbe  if  et  Q^'  de  la  conrbe  d^ 
couperont  Taxe  Z ,  le  premier  au  point  (/  et  le  second  au  point  o'^  et  Ton  aura  : 
oo'  =-  oo''. 

On  donne  le  nom  d'axes  de  Thyperboloïde  à  une  nappe  2,  aux  deux  axes  de 
Tellipse  de  gorge  i  (qui  sont  les  axes  transverses  de  la  surface  2),  et  à  ofo"  (qui 
est  Taxe  non  transverse  de  la  surface  2). 

Et  si  Ton  désigne  par  X  et  Y  la  direction  des  axes^  de  l'ellipse  de  gorge  iy  lea 
plans  (X,  Y),  (Y,  Z),  (X,  Z)  seront  les  plans  diamétraux  conjugués  et  principaux 
de  l'hyperboloîde  2  et  de  son  cône  asymptote  A. 
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Des  diverses  variétés  des  hyperboldides  à  une  nappe  et  de  révolution. 

€85.  L'ellipse  de  ftfr^e  dpeat  être  un  cercle,  alors  la  surface  2  et  son  oèiie 
asymptote  À  sont  des  surfaces  de  révolatioii  ayant  Taxe  Z  pour  axe  commun  de 
rotation. 

I"*  L'hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolutiOQ  est  dit  aplati ,  lorsque  le  4emi- 
aiigle  an  sonimet  du  cène  asymptote  est  plus  grand  qu'un  angle  demi -droit; 

2^  Uhyperboloïde  à  use  nappe  et  de  révolution  est  dit  allongé ,  lorsque  le  demi- 
angle  au  sommet  du  cône  asymptote  est  plus  petit  qu'un  angle  demi-droit  ; 

S""  L'hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  est  dii  équilatéral y  lorsque  ie 
demi-angle  au  sommet  du  cône  asynrptote  est  égal  à  un  angle  demi-droit. 

Toutes  les  propriétés  que  nous  avons  reconnues  exister  pour  l'hyperboloïde  à 
deux  nappes  et  de  révolution,  subsistent  pour  Thyperboloïde  à  une  nappe  et4ke 
révolution  ;  on  les  démontrera  facilement  par  les  mêmes  considérations  géométriqu&ê. 

Seulement,  on  doit  remarquer  que  certaines  propriétés  n'existeront  qu'avec  des 
modifications  qui  dépendront  évidemment  de  la  forme  de  la  surface ,  et  dès  lors 
parce  qu'elle  n'a  qu*cme  naf^pe  au  lieu  de  deux ,  et  qu'elle  enveloppe  son  cône 
asymptote  au  lieu  d'en  être  enveloppée  ;  ainsi  : 

L  Si  un  point  z  pris  dans  l'espace  est  regardé  conmie  le  sommet  d'un  oàne  A 
tangent  k  l'hyperboloïde  £,  surCace  à  une  nappe  et  de  révolution^  la  o<Mirbe  de 
contact  d  sera  toujours  plane,  et  dès  lors  cette  «^urbe  sera  tme  section  conique; 
mais  : 

V  Si  le  point  z  est  extérieur  à  la  «orface  X  4a  courbe  d  sera  tme  InfpeiMe  ImtP- 
née  dans  le  même  sens  que  l'hyperbole  méridienne  de  la  surfeoe  2  ; 

^  Si  le  point  z  est  intérieur  à  la  surface  S,  mais  situé  entre >oeMe  surface  2  et 
son  cône  asymptote  A,  la  courbe  9  sera  une  hyperbole  taornée  an  sens  iuverse  de 
l'hyperbole  méridienne  de  la  snrfece  2; 

S""  Si  le  point  z  est  sur  la  surface  conkfue  et  asymptcrte  Â ,  la  i)ourlie  i  «era  ^ne 
parabole  ; 

4*  Si  le  point  %  est  dans  Tinténeor  dn  oène  asymptote  A ,  la  coarbe  d  «era  tine 
^eltrpse. 

H.  Si  Ton  mèae  le  plan  T  langent  en  un  point  «#aa  kyperbolevde  A  «newrppe 
•t  de  révolution  1 ,  ce  plan  T  coupe  cette  surface  2  suvant  decix  génératrices  droites 
K  et  L  de  systèmes  différents. 

Si  entre  le  centre  o  de  la  surface  2  et  le  jp\«m  T,  on  mène  un  ^plao  T^  parallèle 
à  T,  il  coupe  la  surface  2  suivant  une  hyperbole  ec\  dont  les  asymptotes  K'  et  L' 
sont  parallèles  à  K  et  L ,  et  les  branches  de  la  courbe  a!  sont  tournées  dans  le 
même  sens  que  l'hyperbole  méridienne. 
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Si  an  delà  du  plan  T  par  rapport  au  centre  o  de  la  surface  S ,  on  mène  un  plan 
T^  parallèle  au  plan  T ,  ce  plan  T^'  coupera  la  surface  2  suivant  une  hyperbole  a 
dont  les  asymptotes  K''  et  U  seront  parallèles  à  K  et  L ,  mais  les  branches  de  cette 
courbe  <x!^  seront  tournées  en  sens  opposé  par  rapport  à  l'hyperbole  méridienne  de 
la  surface  2. 

Il  s'ensuit  donc ,  que  les  sections  parallèles  de  Thyperboloïde  à  une  nappe  ne 
sont  pas  toujours  des  courbes  semblables  et  semblablement  placées  ;  cela  n'a  lieu 
que  pour  les  sections  elliptiques  j  mais  pour  les  sections  hyperboliques ,  la  chose  n'a 
lieu  que  pour  des  plans  parallèles  situés  d'un  même  côté  par  rapport  au  plan  tan- 
gent qui  leur  est  parallèle ,  et  pour  les  sections  paraboliques ,  cela  n'a  lieu  que 
pour  des  plans  coupant  une  seule  des  deux  nappes  du  cône  asymptote  A. 

586.  Dès  lors  9  par  deux  sections  coniques  d'une  surface  hyperboloïde  à  une 
nappe ,  on  ne  pourra  pas  toujours  faire  passer  un  cône  ;  le  problème  ne  sera  pos- 
sible que  dans  les  cas  suivants  : 

On  pourra  faire  passer  deux  cônes  : 

4  ""  Par  deux  ellipses  qui  se  coupent  ou  ne  se  coupent  pas  ; 

2*  Par  une  ellipse  et  une  parabole  qui  se  coupent  ou  ne  se  coupent  pas  ; 

3"*  Par  une  ellipse  et  une  hyperbole ,  si  l'ellipse  ne  coupe  pas  l'hyperbole  ou  coupe 
une  de  ses  branches  en  deux  points  ; 

4*  Par  une  parabole  ou  une  hyperbole ,  si  la  parabole  ne  coupe  pas  l'hyperbole 
ou  coupe  une  de  ses  branches  en  deux  points  ; 

6""  Par  deux  hyperboles  tournées  dans  le  même  sens ,  et  dont  deux  branches  se 
coupent  en  deux  points  ou  ne  se  coupent  pas. 

On  pourra  faire  passer  un  seul  cône  : 

1"^  Par  deux  ellipses  tangentes  l'une  à  l'autre; 

âr  Par  deux  paraboles  tangentes  l'une  à  l'autre  ; 

3*  Par  une  ellipse  et  une  parabole  tangentes  par  un  point  ; 

4*  Par  une  ellipse  et  une  hyperbole  tangentes  par  un  point  ; 

S*  Par  une  parabole  et  une  hyperbole  tangentes  en  un  point  ; 

6""  Par  deux  hyperboles  tournées  dans  le  même  sens  et  tangentes  par  un  point  ; 

7*  Par  deux  paraboles  tournées  dans  le  même  sens  ou  en  sens  opposé;  dans  le 
premier  cas,  les  deux  paraboles  seront  situées  sur  la  même  nappe  du  cône;  dans 
le  deuxième  cas ,  elles  seront  situées ,  l'une  sur  la  nappe  inférieure  et  Tautre  sur  la 
nappe  supérieure  du  cône. 

Mais ,  on  ne  pourra  pas  faire  passer  un  cône  par  deux  hyperboles  tournées  en 
sens  opposés. 
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Des  polaires  réciproques  de  F hyperbolaide  à  une  nappe  et  de  révolution. 

587.  Si  Ton  a  une  droite  D  et  on  hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  2, 
si  Ton  mène  par  la  droite  D  deux  plans  P  et  F  coupant  la  surrace  1  suivant  deux 
sections  coniques  C  et  G',  on  pourra  toujours  envelopper  ces  deux  courbes  par 
deux  cônes  dont  les  sommets  a; et  j/  détermineront  une  droite  D,.  Les  droites  D  etD, 
sont  dites  po/nîre^  réciproques^  parce  qa^elles  jouissent  de  cette  propriété,  savoir  :  si 
jMir  la  droite  D  on  mène  nne  série  de  plans  P,  P',  P",  P*',.,..  coupant  Thyperboloïde 
à  une  nappe  2  suivant  les  sections  coniques  G,  G',  G^',  G"V*-*  les  sommets  des 
cônes  tangents  à  la  surface  1  suivant  chacune  de  ces  courbes  et  les  sommets 
des    cônes  enveloppant  deux  à  deux  ces  courbes ,  sont  tous  distribués  sur  la 
droite  D^  et  réciproquement^  si  par  la  droite  D,  on  fait  passer  une  série  de  plans  P^, 
P/,  P/',  P/'',..-.  coupant  rhyperboloïde  S  suivant  les  courbes  G,,  G/,  G/',  G/V-- 
les  sommets  des  cônes  tangents  à  la  surface  2  suivant  chacune  de  ces  courbes,  et 
les  sommets  des  cônes  enveloppant  deux  à  deux  ces  courbes  sont  tous  distribués 
sur  la  droite  D« 

Et  en  effet,  nous  avons  démontré,  chapitre  sixième,  que  si  Ton  avait  trois  sec- 
tions coniques  G,  G',  G^,  dont  les  plans  se  coupaient  suivant  une  même  droite  D,  et 
si  les  courbes  G  et  G',  G  et  G^',  étaient  sur  des  cônes  A'  et  A'^,  les  sommets  xf  et  x'^  de 
ces  cônes  déterminaient  une  droite  D,  sur  laquelle  se  trouvait  le  sommet  x  du  cône 
enveloppant  les  courbes  G'  et  G'^ 

Si  donc  on  a  quatre  courbes  G,  G',  G",  G'",  situées  sur  rhyperboloïde  2,  et  dont 
les  plans  passent  par  la  même  droite  D,  comme  ces  courbes  sont  nécessairement 
enveloppées  deux  à  deux  par  un  cône,  il  s'ensuit  que  Ton  aura  : 

Le  cône  A  enveloppant  G  et  G'  et  ayant  pour  sommet  un  point  x 
A'         —         Cet  C'  —  —  af 

A'^        —         G  et  G'"  —  —  af 

A,         —         G' et  G"  —  —       ^       X, 

A/       —         G'etG'^  —  —  x/ 

A/'       —         G"  et  G'"  —  —  x," 

Et  si  Ton  prend  un  point  y  sur  la  droite  D  et  qu'on  le  regarde  comme  le  sommet 
d'un  cône  B  tangent  à  la  surface  2,  le  plan  Q  de  la  courbe  de  contact  coupera  les 
quatre  courbes,  G,  G',  G",  G'^,  savoir  : 

La  courbe  G  en  les  points  a   et  6 
_      C        —  a!  et  6' 

_      e       —  a"  et  b' 

_      C'^       _  ««et  *"' 

s**  PAlITiB.  47 
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Et  ses  points  pourront  être  unis  deux  à  deax  par  des  draites  qui  seront  toutes 
situées  dans  le  plan  Q. 
Or  il  est  évident  : 

que  le  plan  {y^  aa')  sera  tangent  au  cône  A  survadt  la  géDérotrioe  aal 

—  [y,  aa")  —  à'  —  mi' 

—  etc*  —  ete.  —  étc» 
Ainsi  tous  les  sommets  x,  a/,  x"j...  des  cônes  A,  A',  A%.*.  seront  sur  le  |daii  Q; 

en  prenant  sur  la  droite  D  qu  autre  point  g\  on  trouverait  que  tous  les  êcfmta^ 
Xf  x%  x^\...  soDt  sur  le  plan  Q\  plan  de  la  courbe  de  contact  d^iin  cône  B^  tangeat 
à  la  surface  2  et  ayant  le  point  y'  pour  sommet,  et  dès  kyrs  tous  les  «omnaets  x^ 
a/j  x"y...  sont  sur  la  droite  D^  intersection  des  plans  Q  et  Q'. 

Le  théorème  relatif  aux  polaires  réciproques  étant  démontré  en  général,  voyons 
quelle  modification  il  subit  suivant  la  position  particulière  que  la  droite  D  ocoupe 
dans  Tespace ,  par  rapport  à  la  sur&ce  hyperboloïde  À  une  nappe  et  de  révota- 
tion  1. 

1*"  Si  la  droite  D  perce  Thyperboloïde  1  en  deux  points  p  et  p'^  on  «nra  detK 
génératrices  droites  de  systèmes  différenls  G  et  K  (appartenant  à  la  snrfaoe  2)  qui 
passeront  par  le  point  p^  et  nous  aurons  de  môme  deux  génératrices  droàles  G'  6t  K^ 
passant  par  le  point  p'. 

Les  droites  G  et  K'  se  couperont  en  un  point  p^. 

Les  droites  G'  et  K  se  couperont  en  un  point  p/. 

£t  la  droite  D^,  qui  unira  les  points |i,  et  p\\  sera  la  polaire  réciproque  de  D. 

2""  Si  la  droite  D  ne  perce  Thyperboloïde  Iqu'encin  point  m,  on  aura  deux  gêné-, 
ratrices  G  et  K  se  croisant  en  ce  point* 

Puisque  la  droite  G  ne  perce  l'hyperboloïde  qu'en  un  point,  elle  est  parallèle  à 
une  génératrice  droite  du  cône  asymptote,  elle  est  donc  parallèle  à  un  plan  R, 
asymptote  de  l'hyperboloïde  2;  ce  plan  R  coupera  la  surface  2  suivant  deux  géné- 
ratrices droites  G'  et  K'  parallèles  entre  elles  et  à  la  droite  D. 

Les  droites  G'  et  K  se  couperont  en  un  point  n; 

Les  droites  G  et  K'  se  couperont  en  un  point  «'  ; 

Et  la  droite  nn'  ou  D,  sera  la  polaire  réciproque  de  D. 

Or  il  est  évident  que  la  droite  D,  sera  située  dans  le  plan  asymptote  R. 

3*  Si  la  droite!)  ne  perce  pas'la  sufface  2,  sa  polaire  réciproque  D,  ne  rencontrera 
pas  la  surface  2. 

4'  Si  la  droite  D  touche  la  surface  2  en  un  point  m,  sa  polaire  réciproque!),  touche 
la  surface  2  au  même  point  m. 

Dans  ce  cas  les  deux  polaires  réciproques  D  et  D,  sont  dans  un  même  plan  T, 
tangent  au  point  m  à  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 


—  377  - 

iUiiii^^  avadt  donaé  à  ces  deax  droite»  le  aom  de  kmgenles  conjuguée». 

588.  On  pourra  toujours,  ea employant  la  trwÊsfiannaikm  cgUndrùfne^  tvaosform^r 
«a  hyberboloîde  à  une  nappe  et  de  révolution  en  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  à 
trois  axes  inégaux,  et  cela  de  la  même  manière  que  nous  avons  transformé  Thyper* 
boloïde  à  deux  nappes  et  de  révolution  en  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  et  à  trois 
axes  inégaux  (et  à  ce  sujet  il  suffît  de  comparer  entire  elles  les  fig.  396  et  298  ;  la 
première  est  relative  à  la  transform^ion  de  Fhyperboloîde  à  deux  nappes  et  de 
révolutioa  en  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  et  à  trois  axes  inégaux,  et  la  secondei 
est  relative  à  la  transformation  de  T  hyperboloïde  à  une  nappe  et  de  révolution  ea 
msk  hyperboloïde  à  une  nappe  et  à  trois  axes  inégaux). 

Toutes  les  propriétés  qui  existent  pour  Thyperboloïde  de  révolution  et  à 
une  nappe  ,  existent  donc  pour  Thyperboloïde  à  une  nappe  et  à  trois  axea 
inégaux. 

Pour  déterminer  les  trois  axes  de  Tbyperboloïde  à  une  nappe  et  non  de  révo- 
lution, on  pourra  employer  une  construction  analogue  à  celle  que  nous  avons 
employée  lorsqu'il  s'est  agi  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  et  non  de  révolution  ; 
Ma  ce  sujet  on  peut  comparer  entre  elles  les  j!^.  $197  et  299. 

th$  sections  drculaires  de  f  hyperbolinde  à  une  nappe  et  à  trois  axes  inégaux. 

589.  Le  cône  asymptote  A  et  l'hyperboloïde  2  étant  coupés  par  un  plan  suivant 
des  sections  coniques,  concentriques  et  semblables  et  sembiablement  placées,  et 
quelle  que  soit  la  direction  du  plan  sécant  lorsque  les  sections  sont  des  ellipses  (le 
théorème  n'étant  en  défaut  que  dans  le  cas  où  les  sections  sont  des  hyperboles)^  il 
s'ensuit  que  les  plans  des  sections  drcutarres  du  cône  oblique  A  seront  en  même 
temps  les  plans  des  sections  circulaires  de  Thyperboloïde  2  à  une  nappe  et  à  trois 
axes  in^ux. 

Des  divers  modes  de  génération  par  des  sections  coniques  dofU  est  suscepiibU 

C  hyperboloïde  à  une  nappe  et  à  trois  oxeÂ  inégaux^ 

500.  Ce  que  nous  avons  dit  touchant  les  polaires  réeiproqu^i  nous  montre  que 
Ton  peut  engendrer  l'hyperboloïde  à  une  nappe  conune  l'hyperboloïde  à  deux  nappes, 
ei  ainsi  : 

I  *  Au  moyen  d'ellipses  gémérairiceê  et  d'une  hyperbole  dwectxice. 

V  An  moyen  d'hyperboles  géuéruuekeis  et  d'une  ellipse  direeirice^ 

Dans  le  premier  cas ,  chaque  ellipse  génératrice  aura  deux  peints  CMdttfiM  $Mm 
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rhyperbole  directrice ^  mais  Tan  de  ces  points  étant  sar  l'une  des  branches,  et 
Tantre  de  ces  points  étant  sur  l'autre  branche  de  Thyperbole. 

Dans  le  deuxième  cas  j  chaque  hyperbole  génératrice  aora  denx  points  communs 
avec  Tellipse  directrice^  mais  Tnn  de  ces  points  appartiendra  à  la  première  branche, 
et  l'autre  de  ces  points  appartiendra  à  la  seconde  branche  de  Thyperbole. 

Et  en  se  rappelant  ce  qui  a  été  dit  touchant  Thyperbololde  à  deux  nappes ,  on 
voit  que  les  modes  de  génération  ou  de  construction  pour  Tun  et  l'autre  des  deux 
hyperboloïdes  (à  une  nappe  et  à  deux  nappes)  ne  diffèrent  entre  eux  que  parce 
que  ces  deux  points  sont^  pour  l'une  des  surfaces,  situés  ensemble  sur  une  même 
branche  de  l'hyperbole,  et  que,  pour  l'autre  des  surfaces,  ces  deux  points  sont 
séparés  et  situés  l'un  sur  une  branche,  et  l'autre  sur  l'autre  branche  de  l'hy- 
perbole. 

Nomenclature  des  surfaces  qui  peuvent  être  coupées  par  un  plan  et  quelle  que  soU  sa 

direction  suivant  une  section  conique. 

591 .  Nous  venons  d'étudier  quelques-unes  des  propriétés  géométriques  dont 
jouissent  les  cinq  surfaces  connues  sous  le  nom  d'ellipsoïde ,  de  paraboloïde  ellip* 
tique,  de  paraboloïde  hyperbolique,  d'hyperboloïde  à  deux  nappes  et  d'hyperbo- 
loïde  à  une  nappe.  On  a  démontré  par  V analyse  qu'il  n'existait  que  ces  cinq  surfaces 
(en  mettant  de  côté  le  cône  et  les  trois  cylindres  à  base  section  conique)  qui  jouis* 
saient  de  la  propriété  d'être  coupées  par  un  plan ,  et  quelle  que  soit  sa  direction 
suivant  une  section  conique ,  voyons  si  la  méthode  des  projections  ne  pourrait  pas 
nous  conduire  à  la  démonstration  du  même  théorème,  et  ainsi  si,  par  le  rat^nne* 
ment  géométrique  seul,  et  en  nous  appuyant  sur  ce  que  nous  avons  dit  touchant 
les  cinq  surfaces  étudiées  ci-dessus,  nous  ne  pourrons  pas  démontrer  rigoureuse^ 
ment  qu'en  effet  il  n'existe  que  ces  cinq  surfaces  (en  mettant  de  côté  le  cône  et  les 
trois  cylindres  à  base  section  conique,  que  nous  avons  étudiés. dans  le  cha- 
pitre YIII)  qui  puissent  être  coupées  par  un  plan ,  et  quelle  que  soit  sa  direction 
suivant  une  section  conique. 

Pour  qu'une  surface  2  puisse  être  coupée  par  un  plan  P  quelconque  suivant  une 
section  conique  G,  il  faut  que  cette  surface  n*ait  qu'un  seul  centre  o,  et  en  effet  : 

Si  la  surface  2  avait  plusieurs  centres  o,  o\  o" j...  on  pourrait  unir  deux  à  deux 
ces  centres  par  une  droite;  je  désigne  l'une  de  ces  droites  (o,  o')  par  exemple, 
par  D.  Par  la  droite  D  faisons  passer  une  série  de  plans  Q,  Q'»  Q"»--  chacun  de 
ces  plans  coupera  la  surface  1  suivant  une  courbe,  et  l'on  aura  ainsi  les  sections 
C,  C,  G",...  et  chacune  de  ces  courbes  aura  nécessairement  deux  centres  qui  se- 
ront les  points  o  et  o'. 


r 
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La  surface  2  ne  serait  donc  pas  coupée  par  un  plan  quelconque  suivant  une 
section  conique,  la  surface  1  ne  peut  donc  avoir  qu^un  seul  centre. 

Cela  posé  : 

La  surface  2,  ayant  un  seul  centre  o,  ne  pourra  affecter  que  trois  formes  dis- 
tinctes ,  et  en  effet  :  si  par  le  centre  o  nous  menons  nn  plan  quelconque  Q ,  ce  plan 
coupera  la  surface  1  suivant  une  ellipse  E  ou  suivant  une  hyperbole  H ,  puisque 
parmi  les  sections  coniques ,  Fellipse  et  Thyperbole  sont  les  seules  courbes  ayant 
un  centre. 

,  Le  plan  Q  pourra  prendre  autour  du  point  o  toutes  les  positions  imaginables, 
et  il  ne  pourra  évidemment  arriver  que  les  trois  choses  suivantes  : 

1*  Quelle  que  soit  la  position  du  plan  Q,  la  section  sera  toujours  une  ellipse; 

2*  Quelle  que  soit  la  position  du  plan  Q,  la  section  sera  toujours  une  hyperbole. 

3*  Pour  certaines  positions  du  plan  Q,  la  section  sera  une  ellipse^  et  pour 
d'autres  positions  du  plan  Q,  la  section  sera  une  hyperbole. 

On  voit  donc  que,  dans  le  premier  cas ^  on  aura  des  surfaces  ayant  la  forme 
d'un  ellipsoïde. 

Dans  le  deuxième  caSj  on  aura  des  surfaces  ayant  la  forme  d'un  kyperboUnde  à 
deux  nappes. 

Et  dans  le  troisième  cas  y  on  aura  des  surfaces  ayant  la  forme  d'un  hyperbolmde 
à  une  nappe. 

Examinons  le  premier  cas. 

Comme  la  surface  £  doit  être  coupée  par  tout  plan  P  passant  par  le  centre  o 
suivant  une  section  conique,  cette  surface  ne  pourra  être  coupée  que  suivant  une 
ellipse  j  puisque  la  forme  qu  elle  affecte  est  celle  d'un  ellipsaidey  et  ainsi  cette  sur- 
face devra  pouvoir  être  engendrée  par  une  ellipse  génératrice  se  mouvant  sur  une 
ellipse  directrice;  c'est  précisément  le  mode  de  génération  qui  nous  a  donné  la 
surface  connue  sous  le  nom  d'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

Examinons  le  deuxième  cas. 

Nous  pourrons  toujours  couper  l'une  des  deux  nappes  de  la  surface  2  par  an 
plan  y  de  manière  à  obtenir  une  ellipse;  cette  surface  pourra  donc  être  engendrée 
par  une  hyperbole  génératrice  et  une  ellipse  directrice  ^  une  seule  branche  de 
l'hyperbole  génératrice  s'appuyant  sur  Tellipse  directrice  ;  et  c'est  précisément  le 
mode  de  génération  qui  nous  a  donné  la  surface  connue  sous  le  nom  d'hyperbo- 
loïde  à  deux  nappes. 

Examinons  le  troisième  cas. 

Nous  pourrons  toujours  couper  la  surface  par  un  plan  suivant  une  ellipse , 
nous  aurons  donc  une  hyperbole  génératrice  et  une  ellipse  directrice ,  mais  chaque 
branche  de  l'hyperbole  génératrice  s'appuiera  sur  l'ellipse  directrice ,  et  c'est  ce 
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mode  de  génération  qui  nous  a  donné  la  suriace  comme  sou»  le  nom  d'hyperibo- 
loïde  à  une  nappe. 

Or,  dans  le  cas  d'une  surface  ayant  un  seul  centre  ^  nous  venons  de  conibiiier  de 
toutes  les  manières  possibles  les  deux,  section»  coniques  ayant  on  centre ,  et  nous 
ne  trouvons  que  trois  formes  de  surfaces  possibles  et  ayant  des  modes  de  généra- 
tion identiques  à  ceux  reconnus  précédemment  exister  pour  Tdlîpsoïde  et  les 
deux  hyperboloïdes  ;  n'en  doit-on  pas  conclure  que  ces  trois  sorfaces  sont  les 
seules  surfaces  ayant  un  seul  centre ,  qui  puissent  être  coupées  par  un  plan  et 
quelle  que  soit  sa  direction  suivant  une  section  conique  ? 

Une  surface  S  peut  avoir  un  seul  centre,  mais  ce  centre  psvt  être  situé  à  rm" 
fini  ;  dans  ce  cas ,  pour  que  la  surface  2  soit  coupée  par  tout  plan  suivant  une 

section  conique ,  il  faut  évidemment  qu'une  série  de  plans  P,  F,  F', passant 

par  une  même  droite  D ,  coupe  cette  surface  2  suivant  des  paraboles  i,  if^^, 

ayant  respectivement  leur  axe  infini  parallèle  à  la  droite  D. 

Mais  les  paraboles  d^Sf^S^^ pourront  affecter  les  unes  par  rapport  aux 

autres  des  positions  différentes,  et  ainsi  :  i""  certaines  courbes  d,  d^,  i>\.....  seront 
tournées  dans  un  sens,  et  certaines  autres  d. ,  d/,  d/\^....  seront  tournées  en  sens 

opposé;  ou  2"  toutes  les  courbes  3,  y,  3", et  3,,  a/,  d,\ seront  townésn 

dn  même  côté. 

Dès  lors  il  est  évident  que  dans  le  premier  cas  la  surface  2  est  composée  de 
deux  parties,  donjt  Tune  aura  son  centre  situé  à  l'infini  à  éraile  sur  la  droite  D, 
et  dont  l'autre  aura  son  centre  situé  à  Tinfini,  mais  d  gauche  ^  sur  la  même 

droite  D. 

Et,  dans  ce  cas,  un  plan  dirigé  de  manière  à  couper  la  droite  D  devant  donner 
pour  section  dans  la  surface  2  une  section  conique,  on  ne  pourra  obtenir  qu'une 

hyperbole. 

On  doit  donc  avoir,  dans*  ce  premier  cas^  une  surface  2  ayant  la  forme  d'un 
paraboloïde  hyperbolique ,  et  comme  cette  surface  2  aura  ponr  mode  de  génération 
une  parabole  génératrice  s'appuyant  sur  une  hyperbole  directrice ,  on  doit  en  con- 
diire  que  cette  surface  2  ne  sera  autre  que  le  paraboloïde  hyperbolique. 

Il  est  de  même  évident ,  dans  le  deuaàème  cas ,  qu'en  vertu  de  ce  que  la  surface  £ 
ti*a  qu'un  centre  situé  à  l'inini  sur  la  droite  D,  tout  plan  oblique  à  la  droite  D 
coupera  cette  surface  2  suivant  une  ellipse ,  et  que  dès  lors  son  mode  de  généra- 
tion sera  donné  par  une  parabole  génératrice  s'appuyant  sur  une  ellipse  directrice , 
ce  qui  nous  donne  le  paraboloïde  elliptique. 

Ainsi  il  se  trouve  démontré  qu'il  n'existe  que  neiçf  surfaces  du  second  ordre 
ou  du  deuxième  degré,  savoir  :  le  cône  k  base  section  coniqne^  les  trois 
cylindres  {parabolique j  etliptiqne  et  ktfperbQlique),  l'ellipsoïde,  les  deux  para- 
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bokA'dee  (elUfftkitie  et  bf/perhoUque)  et  les  deux  hyperboloïdeft  (k  me  mçpe^k 
cf^tio:  nappes). 

DE    QUELQUES    PROPRlÉSOfiB  JMtf T  idUIMBNr  DBUX  «ffT VAGEJ»   «U  SBGOW  MWS  »   JUOa«ODE 

CES    SURFiiCES    &ONT   COMBIIUteS   XVJ^  Â   DBUX. 

Ô92.  Z>0tia;  gwrface^  du  second  &r(ke  ^  coupant  mivaut  une  courbe  composée  de- 
deux  branches  f  se  Pune  des  branches  {ou  courbe  d*wtrée)  eal  plane  ^  Sauêre  branche 
(ou  courbe  de  sortie  )  esi  ausù  plane. 

Si  deux  surfaces  du  second  ordre  2  et  2^  se  coupant  (d'abord)  suivant  une  sep- 
tion  conique  C,  se  recoupent  (ensuite)  suivant  une  seconde  courbe  C,  jcette 
seconde  courbe  G'  n'est  autre  qu'une  section  conique. 

Et  eu  effet  : 

Prenons  trois  points  arbitraires  m,  m',  iw",  sur  la  courbe  C;  ces  trois  points 
détermineront  un  plan  P^  lequel  coupera  :  1  Ma  surface  2  suivant  une  section 
conique  B,  et  2*"  la  surface  1'  suivant  une  section  conique  B';  ainsi,  les  deux 
sections  coniques  B  et  B'  sont  dans  un  même  plan  P  et  ont  en  commun  trois  points 
m  y  m\  m". 

Cela  posé  : 

Nous  pourrons  toujours  envelopper,  1*  les  deux  sections  coniques  C  et  B  par 
un  cône  A,  et  les  deux  sections  coniques  C  et  B'  par  un  cône  A'. 

Les  deux  cônes  A  et  A'  auront  donc  en  commun  leur  base  qui  est  la  section 
conique  €  et  les  trois  points  m ,  m',  mf^,  et  comme  ils  doivent  se  recouper  (en  vertu 
de  ce  qu'ils  ont  déjà  une  section  conique  C  commune)  suivant  une  seconde  section 
conique  X ,  cette  section  conique  X  passera  par  les  trois  points  m ,  m',  m^,  c*  sera 
dès  lors  située  dans  le  plan  P. 

Or  le?  courbes  X  et  B  étant  des  sections  faites  dans  le  cône  A  par  un  même 
plan  P ,  se  confondent  en  une  «eule  et  même  courbe. 

Or  tes  courbes  X  et  V  étant  aussi  des  secthms  faites  dans  le  cône  A'  par  H  miéme 
plan  P ,  se  confondent  en  une  seule  et  même  courbe. 

Ainsi  les  trois  sections  coniques  X,  B  et  B'  ne  ^ont  qu'une  seule  jet  môme 
courbe. 

Ainsi  par  la  section  conique  C  et  les  trois  points  m ,  nt  et  m'',  on  peut  toujours 
faire  passer  un  cône  coupant  l'une  et  l'autre  surface  2.  et  S',  suivant  ua^  même 
«ection  conique  X  ayant  pour  plan  te  plan  (m,  m',  m"). 

Les  deux  surfaces  2  et  S' ayant  en  commun  une  qourbe  plane  C  et  les  trois  points 
m,  m',  m''  (situés  hors  du  plan  de  cette  courbe  G),  se  coupent  donc  suivant  une 
seconde  section   conique  X  passant  par  les   trois  points  m,m',  fla'^;  ainai  la 
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courbe  C  (de  sortie)  n*est  autre  et  ne  peut  être  autre  que  la  sectioD  conique  X. 
Donc,  etc.,  etc.  (*). 

593.  Deux  surfaces  du  second  ordre  étant  enveloppées  par  un  même  cône  y  ne 
peuvent  s  entrecouper  que  suivant  une  ou  deux  sections  coniques. 

Si  deax  surraces  du  second  ordre  2  et  1'  sont  tellement  placées  dans  Fespace, 
Tune  par  rapport  h  l'autre ,  qu'elles  soient  enveloppées  par  un  même  cône  A, 
elles  ne  pourront  s'entrecouper  que  suivant  des  sections  coniques.  Mais  la  réci- 
proque n'a  pas  lieu.  Ainsi  deux  surfaces  du  second  ordre  S  et  1'  peuvent  s'entre- 
couper suivant  une  ou  deux  sections  coniques  y  sans  pour  cela  pouvoir  être  enve- 
loppées Tune  et  l'autre  par  le  mémecônlB. 

Désignons  par  d  le  sommet  du  côoe  A  enveloppant,  et  par  C  la  section  conique 
qui  est  la  coube  de  contact  de  ce  cône  A  et  de  la  surface  2,  et  par  G'  la  section 
conique  qui  est  aussi  la  courbe  de  contact  de  ce  même  cône  A  et  de  la  seconde 
surface  l\  Les  plans  des  deux  courbes  G  et  G'  se  couperont  suivant  une  droite  I  ; 
je  dis  que  les  plans  des  sections  coniques,  suivant  lesquelles  s'entrecouperont  les 
deux  surfaces  1  et  l\  passeront  par  la  droite  I. 

Pour  démontrer  ce  théorème  important  (ou  cette  propriété  remarquable)  concer- 
nant deux  surfaces  du  second  ordre ,  nous  sommes  obligé  de  considérer  d'abord 
les  propriétés  de  relation  de  position  dont  jouissent  deux  sections  coniques  situées 
sur  un  même  plan  et  ayant  des  tangentes  communes. 

Des  propriétés  géométriques  et  des  relations  de  position  dont  jouissent  deux  sections 
coniques  situées  sur  un  même  plan ,  et  ayant  une ,  ou  deux ,  ou  trois ,  ou  quatre 
tangentes  communes  {**). 

594.  Goncevons  deux  sections  coniques  G  et  G',  situées  sur  un  plan,  et  telles 
qu'on  puisse  leur  mener,  l""  deux  tangentes  communes  extérieures  0  et  9,  se  cou- 
pant en  un  point  p ,  et  2"*  deux  tangentes  communes  intérieures  6'  et  8/  se  coupant 
en  un  point  p'. 


n  Voyez,  dans  le  Complément  de  géométrit  descriptive ,  le  mémoire  qui  a  pour  titre  :  Propriétés 
des  courbes  du  second  degré  considérées  dans  Cespace,  mémoire  qui  a  été  publié  pour  la  première  fois 
dans  la  Correspondance  mathématique  et  physique  des  Pays-Bas  (  Vol.  III,  n*  3). 

(**)  Je  suppose,  pour  tout  ce  qui  va  suivre ,  que  Ton  a  présent  à  Posprit  tout  ce  qui  est  relatif, 
!•  à  Vépure  de  la  section  du  cône  par  un  plan;  et  2«  à  Vépure  de  Tintersection  de  deux  cônes 
ou  de  l  intersection  d*un  cône  et  d*un  cylindre ,  et  qu*ain8i  on  se  rappelle  le  mode  de  construc- 
tion employé  pour  déterminer  un  point  de  la  courbe  de  section  ou  dlntersection  et  pour  déter- 
miner la  tangente  en  ce  point 
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Désignons  les  points  de  contact  des  courbes  et  des  tangentes  de  la  manière 
suivante  : 

0    touchera  G  au  point  e  et  G'  au  point  e' 

B  —  e  —  e' 

9'  —  i  —  i' 

9/  -  i.  - 

Gela  posé  : 
Je  dis  que  les  propriétés  suivantes  existent  : 

V  Les  deux  cordes  ee^  et  ee/ étant  prolongées,  se  couperont  en  un  point  ç,  et 

les  deux  cordes  tt.  et  t't/  étant  prolongées,  se  couperont  en  le  même  point  q. 

H"  Si  par  le  point  q  on  mène  deux  tangentes  6  et  6,  à  la  courbe  G,  et  6'  et  6/  à 
la  courbe  G',  les  quatre  points  de  contact  seront  sur  une  droite  Q  passant  par  les 
points  p  et  p\ 

3*  Si  par  le  point  p  on  mène  une  suite  de  droites  Y,  Y',  Y", coupant  chacune 

des  deux  sections  coniques  G  et  G'  en  deux  points ,  les  quatre  tangentes  construites 
pour  ces  points  aux  courbes  G  et  G',  se  couperont  deux  à  deux  en  six  points , 

dont  deux  seront ,  Tun  sur  la  corde  de  contact  ee,  et  Tautre  sur  la  corde  de 

contact  eV, ,  et  dont  les  quatre  autres  seront  distribués  deux  à  deux  sur  deux 
droites  E  et  I  ;  Tune  de  ces  droites  E  sera  extérieure  aux  deux  courbes  G  et  C^ 
Vautre  droite  I  sera  intérieure  à  ces  courbes  G  et  G'  et  ces  deux  droites  I  et  E  pas- 
seront par  le  point  q. 

i""  Si  par  le  point  p'  on  mène  une  suite  de  droites  X,  X',  X'' coupant  cha* 

cune  les  deux  sections  coniques  G  et  G'  en  deux  points ,  les  quatre  tangentes 
construites  pour  ces  points  aux  courbes  G  et  G'  se  couperont  deux  à  deux  en  six 

points,  dont  deux  seront,  Tun  sur  la  corde  de  contact  tt,  et  Tautre  sur  la  corde 

de  contact  tV, ,  et  dont  les  quatre  autres  seront  distribués  deux  à  deux  sur  les 
deux  mêmes  droites  E  et  I  (dont  il  a  été  parlé  ci-dessus). 

Nous  allons  établir  Texistence  de  ces  diverses  propriétés ,  en  ne  nous  servant 
que  de  la  méthode  des  projections  oriliogonales . 

PasMiBR  CAS.  Les  sections  coniques  G  et  C  étant  extérieures  tune  à  Vautre  et 
tCayant  aucun  point  commun* 

595.  Soient  données  sur  un  plan ,  que  nous  prendrons  pour  plan  horizontal  de 
projection,  deux  sections  coniques  G  et  G'  (fig.  300),  telles  qu'elles  n'aient  aucun 
point  en  commun ,  et  qu'étant  extérieures  Tune  à  l'autre ,  on  puisse  leur  mener 
deux  tangentes  communes  et  extérieures  B  et  9,  se  coupant  en  un  point  p,  et  deux 
tangentes  communes  et  intérieures  B'  et  0/  se  coupant  en  un  point  p\ 

V  PAATIB.  48 
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Cm  iangerfle»  Umoheront  les  o^unbes  C  et  €'  cbacnoe  en  an  point,  et  amsi 
on  aura  : 

9    touchant  la  courbe  G  au  point  e 

—  -^  C       —      ef 
9,   touchant  la  courbe  G  au  point  e, 

—  -  C        -       e,' 
9'    touchant  la  courbe  G  au  point  t 

—  --  G'       —      t' 
9/  touchant  la  courbe  G  au  point  î, 

—  —  C       —      i/  

Désignons  respectivement  par  P,  P,,  P',  P/,  les  cordes  de  contact  ee^j  lî,,  e'e/,  î'i/ 

ces  cordes  étant  supposées  indéfiniment  prolongées. 

On  voit  de  suite  que  pour  la  courbe  G  :  IMe  point  p  est  pâle  et  la  droite  P 
polaire  y  2"  le  point  p'  est  pôle  et  la  droite  P,  polaire;  que  pour  la  courbe  G'  : 
<•  le  point  p  est  pôle  et  la  droite  F  polaire  ^  2"*  le  point  p'  esl  pâle  et  la  droite  P/ 
polaire. 

Ainsi  les  deux  courbes  G  et  G'  sont  liées  l'une  à  l'autre  par  deux  pôhs  p  et  p', 
qui  sont  communs  aux  deux  courbes,  et  chacune  de  ces  deux  courbes  ia  tine 
polaire  distincte,  chacune  de  ces  polaires  correspondant  à  l'ini  des  de«x  p61es 
communs  p  et  p^ 

Gela  posé: 

Imaginons  par  le  point  p  une  verticale  Z ,  et  prenons  sur  c^tte  droite  Z  vai  poinl 
Miiilraire  «,  et  considérons  ce  point  s  comme  le  sommet  d'im  odne  A  ayant  pour 
bme'ou  4raoe  ^horizontale  la  section  conique  G. 

inMigmcms  >eBsuite  un  cylindre  vertical  (G^)  aysRUt  ses  génératrices  dnûtes 
par^lèles  kZ^  et  ayant  pour  base  ou  trace  liorizontale  (  et  en  mâme  temps  pour 
section  droite  )  la  section  conique  G^ 

Les  deux  surfaces  A  et  (G^  se  couperont  suivant  deux  courbes  planes  (sections 
coniques)  G,  et  G,  qui  se  projetteront  horizontalement  et  orthogonalement  suivant 
la  courbe  G',  puisque  évidemment  ces  deux  surfaces  ont  deux  plans  tangents 
communs  (lesquels  sont  verticaux ,  puisqu'ils  passent  tous  deux  par  la  droite  Z) 
et  dortt  leslraees  horizontales  ne  sont  autres  que  les  tangentes  extérieures  9  et  B,  ; 
et  de  plus  ces  deux  plans,  que  je  désignerai  par  0  et  ©, ,  touchent  1**  le  cône  A , 
swoir  :  le  pvêmier  Clivant  la  génératrice  droite  se  -et  le  second  suivant  la  géné- 
ratrice (dnMte  M/;  ils  toucheront  2^  le  cylindre  (G^)  soivatft  deux  génératrices 
dnsîtes  K*6t  K,  ^ni  sont  verticales  et  qui  percent  le  plan  horizontal  de  projection 
aux  points  <e'«t'e/. 

Gela  posé  : 
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Les  droites  K  et  wem  coupent  en  uo  point  e^',  et  tes  droite»  K,  et  ae^  se  co«- 
pent  en  an  point  e/;  et  ees  deux  points  ont  respectivement  pour  projections  faoriy 
zontales  les  points  e'  et  e\. 

Ces  points  e"  et  e/'  sont  évidemment  ceux  en  lesqnels  se*  coupent  les  deux 
courbes  C,  et  C, ,  et  la  droite  ef^e/'  (qui  prolongée  sera  désignée  par  S)  sera  Tînler- 
section  des  deux  plans  (C,)  et  (C,)  des  courbes  C,  et  C,  ;  et  il  est  évident  que  le 
plan  (S ,  P) ,  qui  contient  les  génératrices  droites  se  et  se^  du  cône  A  et  te  plan  (F) 
qui  sera  vertical  et  qui  contient  les  génératrices  droites  K  et  K,  du  cylindre  (C)  y 
se  coupent  suivant  la  droite  S. 

Dès  lors  il  est  évident  que  les  trois  droites  S,  P  et  F  viennent  se  couper  en  un 
même  point  </,  qui  sera  la  trace  horizontale  de  la  droite  S. 

Dès  lors  encore  les  plans  (C,)  et  (C  J  couperont  le  plan  lK>rizontal  de  projection 
suivant  des  droites  I  et  E ,  qui  devront  passer  par  le  point  q. 

Cela  posé  : 

Si  du  point  q  on  mène  deux  tangentes  6  et  6,  à  la  courbe  C,  leurs^  points  de  con- 
tact b  et  6,  et  le  point  p  seront  en  ligne  droite  ;  et  en  effet  :  les  droites  sb  et  sb^ 
seront  des  génératrices  droites  du  cône  A ,  les  pians  B  et  B,  tangents  à  ce  cône  A 
suivant  ses  génératrices  sb  et  ab^  j  auront  respectivement  ptmc  traces  horizontales 
les  tangentes  6  et  6,  ;  ces  deux  plans  tangents  B  et  B,  se  couperont  suivant  la 
droite  sq  j  et  devront  contenir  les  tangentes  en  chacun  des  quatre  points  en  lles*- 
quels  les  courbes  C,  et  C,  coupent  les  génératrices  droites  sb  et  sb^ ,  et  ces  tan- 
gentes se  projetteront  horizontalement  suivant  des  tangentes  6'  et  6/  à  la  courbe  C. 
Dès  lors  puisque  ces  tangentes  aux  courbes  C,  et  G,  se  projettent  deux  à  deux 
suivant  une  seule  droite,  il  s'ensuit  que  leurs  points  de  contact  avec  les  courbes  C^ 
et  C,  sont  deux  à  deux  sur  une  verticale ,  et  ainsi  sur  une  génératrice  droite  du 
cylindre  (C).  On  aura  donc  deux  génératrices  droites,  l'une  K'  projetant  deux 
points  (situés ,  l'un  sur  la  courbe  C,  et  l'autre  sur  la  courbe  CJ  en  le  point  b^  con^ 
tact  de  la  courbe  C  avec  sa  tangente  6^;  et  l'autre  K/  projetant  deux  autres  points 
(situés,  l'un  sur  la  courbe  C,  et  l'autre  sur  la  courbe  C,)  en  le  point  6/  contact  de 
la  courbe  C  avec  sa  tangente  è\.  Et  ainsi  il  se  trouve  démontré  que  les  deux  géné^ 
ratrices  droites  sb  et  sb^  sont  dans  un  même  plan  vertical  passant  par  le  sommets 
du  cône  A  et  parles  deux  génératrices  droites  E'  et  K/  du  cyKndre  (C). 

Nous  pouvons  donc  afSrmer  que  les  trois  points  6 ,  fr.  et  p  sont  en  Kgne  droite. 

Cela  posé  : 

Puisque  les  droites  T  et  E  passent  par  le  point  q^  ainsi  que  les  tangentes  g  et  6, , 
il  s'ensuit  que  tes  tangentes  6'  et  S/  passeront  aussi  par  ce  mâme  point  q^  puis- 
qu'efîes  sont  les  projections  horizontales  des  droites  suivant  lesquelles  les  plans 
tangents  B  et  B,  sont  coupés  par  les  plans  (G,)  et  (€J.  Ainsi  tes  cinq  points 
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b,b^y  b\  bl  (contact  des  tangentes  6,  6, ,  g'  et  6/,  menées  du  point  q  aux  deux 
courbes  G  et  C)  et  le  point  p  sont  sur  une  droite  que  j'ai  déjà  désignée  ci-dessus 
par  Q. 

Et  il  est  évident  que  le  point  q  est  un  ip6ie  commun  aux  deux  courbes  G  et  G^, 
et  que  la  droite  Q  est  polaire  commune  à  ces  deux  mêmes  sections  coniques  G  et  G'« 

Cela  posé  : 

Examinons  comment  les  droites  I  et  E  sont  liées  aux  courbes  G  et  G^ 

Menons  par  le  point  p  une  droite  Y  coupant  la  courbe  G  aux  points  m  et  n,  et  la 
courbe  G'  aux  points  m!  et  nf  ;  construisons  les  tangentes  en  ces  points  et  respec- 
tivement aux  courbes  G  et  G^  on  aura  les  quatre  tangentes ,  savoir  :  M  au  point  m , 
N  au  point  n.  M'  au  point  m%  N'  au  point  n'y  et  ces  droites  se  couperont  deux  à 
deux  en  six  points  Xjxl^yjtjfjl^  /^ 

Les  points  /  et  /'  seront  évidemment  situés ,  le  premier  sur  la  droite  P  polaire 
de  la  courbe  G  pour  le  pôle  p ,  et  le  second  sur  la  droite  P'  polaire  de  la  courbe  G' 
pour  le  même  pôle  p. 

Gela  posé  : 

Je  dis  que  les  quatre  autres  points  seront  situés ,  savoir  :  deux  y  x  eix^  sur  la 
droite  E  ;  et  deux ,  y  et  y'  sur  la  droite  I  ;  et  en  effet  : 

Les  génératrices  droites  sm  et  sn  du  cône  A  seront  situées  dans  un  plan  sécant 
vertical  ayant  la  droite  Y  pour  trace  horizontale. 

Ges  droites  sm  et  sn  couperont  les  courbes  G^  et  G, ,  chacune  en  deux  points,  en 
sorte  que  Ton  aura  quatre  points  qui  se  projetteront  horizontalement  et  deux  à 
deux  en  les  points  m'  et  rJ  sur  la  courbe  G'. 

Les  tangentes  M'  et  N'  à  la  courbe  G'  en  ces  points  w!  et  n'  seront  donc  les  pro- 
jections horizontales  des  quatre  tangentes  menées  en  les  quatre  points  des  courbes 
G,  et  G,  ;  ces  droites  M' et  N'  seront  donc  les  projections  des  intersections  des  plans 
(GJ  et  (C,)  avec  les  plans  (M)  et  (N)  tangents  au  cône  A  suivant  les  génératrices 
sm  et  sn ,  ces  plans  (M)  et  (N)  ayant  respectivement  pour  trace  horizontale  les  droites 
M  et  N  ;  dès  lors  il  est  évident  que  les  points  a:  et  a/,  y  et  y'  seront  situés  sur  les 
droites  E  et  I,  traces  horizontales  des  plans  (G,)  et  (GJ. 

Ge  que  nous  venons  de  dire  en  considérant  le  point  p ,  nous  pourrons  le  dire 
en  considérant  le  point  p\  Ainsi  nous  pourrons  imaginer  par  le  point  p'  une  verti- 
cale Z'  et  prendre  sur  Z'  un  point  ^  arbitraire ,  et  regarder  ce  point  s'  comme  le 
sommet  d*un  cône  A^  ayant  la  courbe  G  pour  base  ou  trace  horizontale  ;  puis  con- 
sidérer la  courbe  G'  comme  la  section  droite  d'un  cylindre  vertical  (G')  ;  les  deux 
surfaces  A'  et  (G')  ayant  deux  plans  tangents  communs,  se  couperont  suivant  deux 
courbes  planes  G/  et  G/,  et  nous  retrouverons  toutes  les  propriétés  ci-dessus  expo- 
sées; nous  aurions  donc  un  point  ç'  homologue  du  points/,  une  droite <y  homo- 
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togue  de  la  droite  Q ,  des  droites  F  et  E'  respectivement  homologues  des  droites 
I  et  E  y  et  il  faut  démontrer  que  les  points  q  et  q^  ne  sont  qu'un  seul  et  même  point , 
et  que  chaque  groupe  des  droites  Q  et  Q^,  I  et  l\  E  et  E',  n'est  aussi  qu'une  seule 
et  même  droite  Q,  I  et  E. 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  nous  ferons  remarquer  que  nous  savons , 
que  lorsque  deux  sections  coniques  sont  situées  sur  un  cône ,  si  ces  sections  coni- 
ques n'ont  aucun  point  commun ,  on  peut  toujours  les  envelopper  par  un  second 
cône.  Ainsi  en  considérant  la  courbe  C  et  la  courbe  C,  que  nous  savons  être  situées 
sur  le  cône- A  qui  a  son  sommet  placé  sur  la  droite  Z  passant  par  le  point  p,  nous 
pourront  faire  rouler  un  plan  tangentiellement  à  ces  deux  courbes  G  et  C,  mais 
intérieurement,  et  nous  obtiendrons  pour  enveloppe  de  l'espace  parcouru  par 
ce  plan  le  second  cône  enveloppant  les  deux  courbes  C  et  C,  ;  mais  il  est  évident 
que  j  parmi  toutes  les  positions  que  peut  prendre  dans  l'espace  le  plan  mobile  y 
considéré  en  chacune  de  ses  positions  comme  une  enveloppée ,  il  y  en  aura  deux  où 
il  sera  vertical ,  et  où  il  aura  dès  lors  pour  trace  horizontale  les  tangentes  inté- 
rieures 6'  et  e/  aux  deux  courbes  C  et  C.  Le  sommet  s/  du  second  cône  A/  sera 
donc  situé  sur  la  verticale  Z'  passant  par  le  point  p^ 

Dès  lors ,  en  considérant  le  point  p' ,  ainsi  que  nous  avons  considéré  le  point  p  y 
nous  voyons  que  les  droites  I  et  V  se  confondent  en  une  seule  et  même  droite. 

Mais  nous  aurions  pu  combiner  la  courbe  C  avec  la  courbe  G, ,  et  nous  aurions 
trouvé  un  second  cône  A/  ayant  encore  son  sommet  sj  situé  sur  la  droite  Z^ ,  et 
dès  lors  nous  aurions  établi  que  les  droites  E  et  E'  se  confondent. 

Il  se  trouve  donc  démontré  que  la  considération  du  point  p  ou  du  point  p'  con- 
duit toujours  aux  trois  mêmes  droites  Q ,  I  et  E. 

Gela  posé ,  si  nous  désignons  par R  la  droite  qp ,  par  R'  la  droite  çp' ,  par  r,  r^^ 
r',  r/  les  points  d'intersection  des  droites  P,  P, ,  F,  P/  avec  la  droite  Q,  nous 
pourrons  établir  la  nomenclature  des  divers  systèmes  polaires ,  qui  lient  l'une  à 
l'autre  deux  sections  coniques  G  et  G^,  qui,  situées  dans  un  même  plan,  ont  deux 
tangentes  communes  intérieures  et  deux  tangentes  communes  extérieures. 

Gette  nomenclature  peut  être  établie  ainsi  qu'il  suit  : 

1*  Un  système  complet,  composé  d'un  pâle  q  et  de  la  polaire  Q  (système  polaire 
commun  unique). 

2*  Deux  systèmes  composés ,  l'un  du  pâle  p  et  des  polaires  P  et  P' ,  et  l'autre  du 
pâle  p'  et  des  polaires  P,  et  P/  (pôle  unique  conjuguant  deux  polaires  séparées). 

3*  Deux  systèmes  composés ,  Tun  de-  la  polaire  R  et  des  pôles  r  et  r',  et  l'autre 
de  la  polaire  B!  et  des  pôles  r,  et  r/  (polaire  unique  conjuguant  deux  pôles  séparés). 

Pour  la  courbe  G  (dans  les  deux  systèmes  polaires)  ,  les  polaires  P,  et  R',  P  et  R 
passent  respectivement  l'une  par  le  pâle  de  l'autre. 
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^ar  la  courbe  C  (dans  les  deux  systèmes  polaires) ,  les  polaires V^'  et  R',  F  et 
R  passent  respectivement  Tune  par  le  pôle  de  Tautre. 

Deuxième  cas.  Les  deux  sections  coniques  G  et  C  étant  extérieure»  ei  ayant  tm 
peinl  de  contact. 

506,  Les  deux  sections  coniques  C  et  C  peuvent  être  extérieures  Tune  à  l'autre 
et  avoir  un  point  de  contact  ;  dans  ce  cas  elles  pourront  avoir  trois  tangentes  cona- 
munes.  Examinons  quelles  sont  les  modifications  que  subissent  dans  ce  cas  les  pro- 
priétés  polaires  qui  lient  Tune  à  l'autre  les  deux  sections  coniques. 

Il  suffit  de  jeter  les  yeux  sur  la  fig.  304  et  de  la  comparer  à  la  fi^.  300  pré- 
cédente ,  pour  voir  de  suite  que  les  droites  tangentes  9\  9/ ,  6, ,  6' ,  ainsi  que  les 
polaires  R',  P,,  P/  de  la /y.  300  se  confondent  sur  la  fig.  301  en  la  seule  droite!, 
et  que  par  conséquent  les  points  A,,  *',  r, ,  r/  se  superposent  sur  le  point  p'  qui , 
dans  la  fig.  301  ^  devient  le  point  de  contact  des  deux  sections  coniques  don- 

C  et  a. 


Troisième  cas.  Les  deux  courbes  C  et  C  se  coupant  en  deux  points. 

597.  Les  deux  sections  coniques  G  et  G'  peuvent  se  couper  en  deux  pomia  et 
avoir  deux  tangentes  communes  extérieures. 

Dans  ce  cas,  les  tangentes  intérieures  9'  et  9/  n^existent  plus,  ainsi  que  les 
points  r,  et  r/  et  les  polaires  P  et  P/. 

Démontrons  que,  pour  ce  cas  particulier  (fig.  302),  les  droites  I  et  R'  se  con- 
fondent. Si  l'on  regarde  la  courbe  G  comme  la  base  ou  trace  horizontale  d*un  cône 
À  ayant  son  sommet  s  situé  sur  une  verticale  Z  passant  par  le  poiflit  p ,  et  si  Ton 
regarde  la  courbe  G'  comme  la  base  et  section  droite  d'un  cylindre  vertical  (C) , 
tes  deux  sarfaees  A  et  (C^)  se  couperont  suivant  deux  courbes  planes  C,  et  G, , 
puisqu'eUes  ont  deux  plans  tangents  communs  et  verticaux ,  dont  les  traces  hori- 
zontales ne  sont  autres  que  les  tangentes  commîmes  et  extérieures-  9  et  9,.  Or 
comme  la  courbe  G'  coupe  la  courbe  G  aux  deux  points  a  et  s' ,  il  s'ensuH  que  le 
plan  de  l'une  des  deux  courbes  G,  et  G,  aura  pour  trace  horizontate  te  corde  z%' 
pix>)ongée ,  ainsi  la  droite  zz'  n'est  autre  que  L  Gette  droite  I  coupe  la  droite  Q  en 
un  point  p'  que  je  dis  jouer  ici  le  même  rôle  que  le  point  p'  de  la /y.  (301)  précé- 
dtonte ,  c'est-à-dire  que  ce  point  p'  est  la  projection  horizontale  des  sommets  de 
cônes  qui ,  ayant  la  courbe  G  pour  base ,  seraient  coupés  par  le  eyfindre  (C  )  sui- 
vant une  courbe  plane  C,  projetée  en  G'. 

Et  en  ettet  : 

Nous  savons  q«e  par  âeux  courbes  G  et  G,  qui  ont  deux  points  d^intersection 
z  et  z'  ou  une  corde  commune  »b'  ,  on  peut  toujours  faire  passer  deux  cônes  À  et  A', 
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qui  ont  deux  fiaos  UMOigeots  commcms  (T)  et  (T'),  en  les  points  z  et  z'  extrémités 
de  la  corde  a^  oooMBMuie'aux  deux  sectioas  coniques  C  «et  C^.. 

Or  paisque  nous  suf^aaas  que  la  ceuii)e  C  est  sur  le  plaa  horizontal  de  pro- 
jeotioB^  les  tM^eAtes  T  et  T^  pour  les  points  s  et  x!  seront  les  toaces  horizontales 
des  plans  langests  (T)  et  (T'),  et  ces  plans  (T)  et  (T)  seront  déterminés  de  posi* 
tîon  daes  Teopaoe  par  les  tangentes  aux  mêmes  poiats  2  et  is^  ji  ia  courbe  C,  dont  C 
est  la  ptPOjectioB  horizontale. 

Si  donc  par  le  point  i,  «n  lei|U6l  «e  oeiqpeat  Jes  tangeiites  T  et  T'  (point  i  qui  est 
évidemment  sur  la  droite  Q) ,  on  fadt  passer  une  droite  D  située  dans  le  plan  vertical 
passant  par  Q ,  cette  droite  D  coopeca  Ja  verticale  Z  passant  par  le  point  p  en  un 
point  8j  et  la  verticale  Z'  passant  par  le  point  j/  en  un  point  «%  et  si  Ton  considère 
ces  points  s  et  s'  comme  les  sooNnets  Tespectâfs  de  deux  oànes  A  et  A^  ayant  la 
courbe  G  pour  base  cooiaiune ,  oes  deux  cônes  se  recouperont  dès  lors  et  néces* 
sairement  suivant  une  seconde  courbe  plane  €,  dont  la  trace  horizontale  de  son 
plan  ne  sera  autre  que  la  droite  l. 

•Quelle  que  sok  la  direction  de  la  droite  D,  pourvu  qu'elle  s'a(ppuie  toujours  sur 
les  droites  Z  et  Z' ,  et  qu'elle  passe  toujours  par  le  point  i,  les  points  s^  et  </  4iue 
Ton  obtiendra  pour  une  autre  position  D,  de  cette  droite  D,  seront  les  sommets 
de  deux  nouveaux  cônes  A,  et  A/,  qui,  ayant  toujours  pour  base  commune  la 
courbe  C,  se  recouperont  toujours  et  nécessairement  suivanft  une  coui^be  plane  €/ 
Aofift  la  trace  horizontale  de^son  plaoD  Bera  toujours  la  droite  L 

Démontrons  maiirtenafit  que  les  courbes  C, ,  C/,.^  «e  projetteraot  toujours  ho- 
rizontalement suivant  to  courbe  G',  ou,  en  d'autres  termes ^  «fue  oes  dtversee 
oourbes  planes  €,,  C /,....  seront  situées  sur  le  cylindre  verâoal  (C)  ayant  ia  sec- 
tion conique  G'  pour  section  droite. 

Puisqu'en  faisant  varier  la  position  de  ia  droite  D ,  on  obtient  une  série  de 
courbes  <G,  dont  les  plans  passent  tous  par  la  drcdte  I,  il  suffit  rdé  démontrer  qu'un 
plan  quelconque  passant  par  la  droite  I,  coupera  toujours  un  certain  cône  ayavt 
son  sommet  sur  la  droite  Z^  suivant  une  courbe  se  projetant  suivant  C  ;  ou,  en 
d^autres  fermes ,  îl  si^t  de  démontrer  que  la  courbe  C  et  une  cemrbe  C,  ayant  la 
courbe  G'  pour  projection  (le  plan  de  cette  courbe  G,  passant  par  Ja  droite  i),  sottt 
toujours  enveloppées  par  un  cône  ayant  son  sommet  sur  la  droite  Z. 

Or  la  courbe  G,  aura  son  plan  (G,)  déterminé  par  •sa  trace  horizontale  1,  et  par 
par  un  point  de  Tespace;  prenons  pour  ce  point  un  point  e''  ayant  pour  projec- 
tion horizontale  le  point  e'  ;  la  droite  ee^'  coupera  la  verticale  Z  en  un  point  s  qui 
sera  le  sommet  du  cône  A  ayant  la  courbe  G  pour  base  et  étant  coupé  par  le  pim 
{e^\  I)  suivant  une  section  conique  G,, 

Gette  section  conique  G,  passera  par  les  points  z,  z'  et  e'';  sa  prqjection  horizon* 
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taie  passera  donc  par  les  points  2,  z'  et  e' ;  et  comme  le  plan  vertical,  qui  a  pour 
trace  horizontale  la  tangente  6,  est  tangent  au  cône  A  suivant  la  génératrice 
droite  ee%  il  s'ensuit  que  la  projection  horizontale  de  la  courbe  G,  devra  être  tan- 
gente en  e'  à  la  droite  6;  de  plus,  la  courbe  C,  devra  se  projeter  horizontalement 
suivant  une  courbe  tangente  à  la  droite  9, ,  puisque  cette  droite  6,  est  la  trace 
horizontale  d'un  second  plan  vertical  et  tangent  au  cône  A  ;  la  projection  horizon- 
tale de  la  courbe  C.  doit  donc  passer  par  les  trois  points  s,  J,  e'j  et  être  tangente 
aux  droites  6  et  6. ,  elle  ne  peut  donc  être  autre  que  la  courbe  C^  puisque  cette 
courbe  G  satisfait  aux  cinq  mêmes  conditions.  Donc ,  etc. 

Et  comme  nous  pouvons  arbitrairement  choisir  Tune  des  deux  courbes  C  et  C, 
pour  la  base  du  cône  sur  laquelle  se  trouvera  placée  la  courbe  C,  il  s'ensuit  que  si 
aux  points  z  et  z',  nous  menons  à  la  courbe  G^  les  tangentes  0  et  G'  qui  se  coupe- 
ront en  un  point  t  situé  sur  la  droite  Q,  nous  pourrons  faire  passer  par  ce  point  t 
une  droite  B  coupant  les  verticales  Z  et  Z'  en  des  points  d  et  (t  qui  seront  les  som- 
mets de  deux  cônes  X  et  y!  ayant  la  courbe  G'  pour  base  commune ,  et  se  coupant 
suivant  une  seconde  courbe  plane  dont  la  projection  horizontale  sera  la  courbe  G , 
et  le  plan  de  cette  seconde  section  passera  par  la  droite  I. 

Quatrième  cas.  Les  deux  sections  coniques  G  et  G  ayant  un  point  de  contact  et 
deux  points  d^ intersection. 

598.  Traçons  sur  le  point  horizontal  de  projection  deux  sections  coniques  G  et 
G'  se  coupant  en  deux  points  z  et  z'  et  se  touchant  en  un  point  b^.  Ges  deux  courbes 
pourront  être  telles  qu'elles  aient  trois  tangentes  communes  (^)  {fig.  303),  savoir  : 
la  tangente  au  point  6, ,  et  les  deux  tangentes  extérieures  6  et  G,  touchant  la  courbe 
G  aux  points  e  et  e. ,  et  la  courbe  G'  aux  points  e!  et  ^/. 

Les  trois  tangentes  communes  se  coupent  en  les  points  p'y  p"^  p'",  et  ces  trois 
points  sont  les  sommets  d'un  triangle  circonscrit  aux  deux  courbes  données  G 
et  G'. 

Gela  posé  : 

Le  point  p  peut  être  regardé  comme  la  projection  horizontale  et  orthogonale  du 
sommet  d'un  cône  A  ayant  la  courbe  G  pour  base,  et  la  courbe  G'  peut  être  re- 
gardée comme  la  base  ou  section  droite  d'un  cylindre  vertical  (G^)  ;  or ,  puisque 
évidemment  ces  deux  surfaces  A  et  (G')  ont  deux  plans  tangents  communs ,  verti- 

(*)  Nous  verrons  plus  loin ,  lorsque  nous  examinerons  le  cas  où  deux  sections  coniques  se  coupent 
en  quatre  points,  que  ces  sections  coniques  peuvent  élre  telles  qu'elles  aient  quatre  ou  trois  ou  aucune 
tangentes  communes,  car  le  nombre  des  tangentes  communes  ne  dépend  pas  du  nombre  des  points 
communs  entre  les  deux  sections  coniques,  mais  des  positions  quWectent  l'une  par  rapport  à  l'autre 
les  deux  sections  coniques. 
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eaux  et  ayant  pour  traces  horizontales  les  tangentes  6  et  6. ,  ces  deax  surfaces  A 
et  (C^  se  couperont  suivant  deux  courbes  planes  G,  et  G,  ayant  la  courbe  G'  pour 
projection  horizontale ,  et  il  est  évident  que  la  corde  zt!  prolongée  sera  la  trace  du 
pian  de  la  courbe  G. ,  et  que  la  tangente  au  point  6,  sera  la  trace  du  plan  de  la 
seconde  courbe  G,. 

Dès  lors  ces  droites  ne  seront  autres  que  les  droites  désignées  ci-dessus  par  I 
et  E  et  se  coupant  au  point  q  ;  et  si  Ton  mène  du  point  q  des  tangentes  6  et  &  aux 
courbes  G  et  G',  les  points  de  contact  b  et  b'  seront  en  ligne  droite  avec  le  point  b,  ^ 
et  ainsi  la  droite  Q  sera  déterminée. 

Il  est  évident  qne^  ni  le  point  k  (en  lequel  les  droites  Q  et  zz^  se  coupent)  ni  le 
point  de  contact  b^  des  deux  courbes  G  et  G'  ne  peut  être  considéré  comme  la  pro- 
jection horizontale  du  sommet  d'un  cône  A'  ayant  G  pour  base,  et  coupant  le  cy- 
lindre (G')  suivant  une  courbe  plane  projetée  en  G' ,  car  il  est  évident  pour  ceux 
qui  sont  habitués  à  lire  dans  l'espace ,  que,  pour  que  le  point  A:  put  être  le  som- 
met d'un  tel  cône,  il  faudrait  que  la  courbe  G'  ne  fût  pas  tangente  à  la  courbe  G, 
et  que  pour  que  le  point  6,  fût  le  sommet  d'un  tel  cône ,  il  faudrait  que  la  courbe 
G'  fût  enveloppée  par  la  courbe  G,  ou  enveloppât  cette  courbe  G. 

Ainsi  le  point  p'  n'existe  pas  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe. 

Mais  il  existe  deux  nouveaux  points  qui  jouent  le  même  rôle  que  le  point  p ,  ce 
sont  les  points  p"  et  p'". 

Ainsi  le  point  p"  peut  être  considéré  comme  la  projection  du  sommet  d'un  cône 
A'^  ayant  la  courbe  G  pour  base ,  et  qui  sera  coupé  par  le  cylindre  (G')  suivant 
deux  courbes  planes  G/'  et  G/^  projetées  horizontalement  en  G',  et  cela  parce  que 
les  deux  surfaces  A"  et  (G')  ont  deux  plans  tangents  communs ,  verticaux  et  ayant 
pour  traces  les  tangentes  0  et  qb^» 

Il  est  évident  que  les  traces  horizontales  des  plans  de  ces  deux  courbes  G/'  et 
G/'  se  confondront  en  une  seule  droite  qui  ne  sera  autre  que  qz^ ,  en  sorte  que 
celte  droite  sera  en  même  temps  pour  le  point  p"  les  deux  droites  I"  et  E". 

Par  les  mêmes  raisons,  la  droite  z^b^  jouera,  par  rapport  au  point  p'^\  le  rôle 
des  droites  F  et  E"\  et  le  point  6,  sera  un  second  point  q'  jouant  le  même  rôle 
que  le  point  9,  et  la  droite  qb^  sera  une  droite  Q' jouant,  par  rapport  au  point  ç^,  le 
même  rôle  que  la  droite  Q  par  rapport  au  point  q. 

GiNQUiÈME  CAS.  Lôs  dcux  sections  coniques  G  et  C  n'ayant  qu'un  seul  point  de  con- 
tact et  s  enveloppant  Cune  Cauire. 

599.  Soient  tracées  sur  le  plan  horizontal  deux  sections  coniques  G  et  G^ 

{fig»  304),  n'ayant  en  commun  qu*un  seul  point  de  contact  p,  s'enveloppant  l'une 

l'autre  et  n'ayant  dès  lors  qu'une  seule  tangente  commune.  Nous  pourrons  re- 
2*  PÀ&Tn.  49 
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garder  le  point  p  comme  la  projection  orthogonale  da  sonmet  d'un  c6Qe  À  ayant 
la  conrbe  C  pour  base ,  et  nous  pourrons*con8idérer  la  courbe  C  comme  la  base  ou 
section  droite  d'un  cylindre  vertical  (C^.  Démontrons  qae  les  deux  snrfaces  se 
coupent  toujours  suivant  une  oourbe  plane  C.. 

Les  deux  surfaces  A  et  (G^  ont  pour  génératrice  de  contact  la  droite  rerticale  Z 
passant  par  le  point  p,  on  doit  donc  considérer  cefi  deux  surfaces  A  et  {G)  comme 
se  coupant  déjà  suivant  une  courbe  plane  C,  (qui  n'est  autre  que  la  droite  Z)  et 
dont  le  plan  sera  le  plan  tangent  (I)  commun  à  ces  deux  surfaces;  ce  plan  (1)  aura 
pour  trace  horizontale  la  droite  I  tangente  commune  en  p  aux  deux  courbes  don- 
nées C  et  C. 

Puisque  les  deux  surfaces  A  et  (C')ont  déjà  une  section  plane  C,  commune , 
elles  doivent  se  recouper  suivant  une  seconde  courbe  plane  C,  :  par  conséquent, 
si,  par  la  droite  Z,  on  mène  une  suite  de  plans  verticaux  (Y)....,  ils  couperont  la 
surface  conique  A  suivant  des  génératrices  droites  G....  lesquelles  couperont  la 
courbe  C,  en  des  points  y....  et  la  courbe  C  en  des  points  tu..»,  et  les  tangentes  à 
la  courbe  C,  pour  les  points  y. . .  •  et  les  tangentes  à  la  courbe  C  pour  les  points  m.... 
se  couperont  en  des  points  op....  qui  seront  sur  la  droite  £  trace  horizontale  du 
plan  (C,)  de  la  courbe  C,. 

Il  suffit  donc  9  pour  déterminer  cette  droite  E ,  de  mener  par  le  point  p  une  suite 
de  droites  Y,  Y',....  coupant  C  en  les  points  m',  m/,....  et  coupant  la  courbe  C 
aux  points  m.  m,,....  et  de  construire  les  tangentes  m^x,  m/x\....  à  la  conrbe  CJ 
pour  les  points  m',  m/,.-.,  et  les  tangentes  ma:,  m,a;V'-'  à  la  oourbe  G  pour  les 
points  m  ftn^.»..  Les  tangentes  m'x  et  tnx  se  couperont  en  un  point  a:,  les  tangentes 
m/a/  et  m^x^  se  couperont  en  un  point  x'  et  ainsi  de  suite,  et  les  divers  points 
Xjx\....  seront  sur  une  droite  E  qui  coupera  la  droite  I  en  un  point  q ,  tel  que  si  de 
ce  point  q  on  mène  deux  tangentes  6  à  G  et  g'  à  G',  les  deux  points  de  contacta  et  b* 
seront  avec  le  point  p  en  ligne  droite ,  et  la  droite  bl/p  sera  précisément  la  droite  Q. 

Sixième  cas.  Les  deux  sections  coniques  C  et  C  n'ayant  aucun  point  commun  ^  et 
étant  intérieures  l'une  par  rapport  à  C  autre. 

600.  Étant  données  deux  sections  coniques  G  et  G' satisfaisant  à  la  condition  de 
s'envelopper  Tune  Tautre ,  on  voit  de  suite  que  si  Ton  prend  dans  l'espace  un  point 
«,  et  qu'on  le  regarde  comme  le  sommet  commun  à  deux  cônes  $  et  $'  ayant  pour 
base,  le  premier  la  courbe  G,  et  le  second  la  courbe  G',  ces  deux  cônes  devront 
aussi  s'envelopper  l'un  l'autre ,  et  que  dès  lors  on  pourra  toujours  les  couper  par 
un  plan ,  de  manière  à  avoir  pour  section  deux  ellipses,  dont  l'une  sera  intérieure 
par  rapport  à  l'autre;  de  plus,  il  est  évident  que  l'on  pourra  toujours  choisir  fa 
position  du  point  s  et  diriger  le  plan  sécant ,  de  manière  que  l'une  des  sections. 
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soit  im  cercle  B^  et  qoe  Tautre  section  soit  ane  ellipde  A ,  intérieure  on  extérieure 
au  cercle  B. 

Il  nous  suffit  donc  d'examiner  ce  qui  doit  arriver  pour  un  cercle  B  et  une  ellipse 
A  enveloppée  par  le  cercle  B,  pour  avoir  résolu  la  question  dans  toute  sa  généralité, 
et  ainsi  quelles  que  soient  les  sections  coniques  C  et  G. 

Si  au  lieu  d'avoir  un  cercle  B  et  une  ellipse  A ,  on  avait  deux  cercles  B^  et  A\ 
intérieurs  Tun  à  Tautre,  alors  il  serait  facile  de  déterminer  leur  pôle  unique  et 
leur  polaire  unique  j  car  la  polaire  serait  Yaxe  de  similitude  y  et  le  pôle  serait  le 
centre  de  similitude. 

Et  au  moyen  des  projections  y  on  détermine  de  suite  cet  axe  et  ce  centre. 

Car  d'abord  l'axe  de  similitude  S  (fig.  305),  passe  évidemment  par  les  centres 
^'  et  (/  des  deux  cercles  B'  et  A' ,  et  si  l'on  prend  pour  ligne  de  terre  la  droite  S  il 
suffira  de  déterminer  la  position  (sur  le  plan  vertical  de  projection)  du  sommet  s 
d'un  cône  A,  qui,  ayant  le  cercle  B'  pour  base,  serait  coupé  par  un  cylindre  ver- 
tical et  de  révolution  (A')  ayant  le  cercle  A'  pour  base ,  suivant  une  courbe  plane 
A/.  Or  il  est  évident  que,  puisque  tout  plan  horizontal  coupera  le  cône  A  suivant 
un  cercle  et  le  cylindre  (A')  aussi  suivant  un  cercle,  il  est  évident,  dis-je,  que  les 
deux  surfaces  A  et  (A')  se  couperont  suivant  deux  cercles  horizontaux.  Pour  déter- 
miner le  sommet  s ,  il  suffira  donc  de  mener  par  les  points  ^  et  l""  (en  lesquels  la 
droite  S  perce  le  cercle  A')  des  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre  et  de  mener  mm 
parallèle  A/**  à  cette  ligne  de  terre,  les  points  /  et  T  étant  unis  aux  points  i  et  f 
(en  lesquels  la  droite  S  perce  le  cercle  B'),  on  aura  deux  droites  qui  se  couperont 
en  un  point  »,  et  abaissant  de  ce  point  g  une  perpendiculaire  sur  la  droite  S,  on 
aura  en  ^  le  pôle  ou  centre  de  similitude  des  deux  cercles  A'  et  B'. 

Mais  si  Ton  a  deux  ellipses  a  et  g  concentriques ,  il  ne  pourra  arriver  que  deux 
cas  :  ou  4  ""  ces  deux  ellipses  seront  semblables  et  semblablement  placées ,  ou  2'  elles 
ne  seront  pas  semblables,  ou,  étant  semblables,  elle  ne  seront  pas  semblablement 
placées. 

Dans  le  premier  ck»,  les  deax  conrbes  oc  et  S  auront  évidemment  une  infinité  de 
systèmes  de  diamètres  conjugués,  superposés  en  direction. 

Dans  le  deuxième  cas  y  les  deux  courbes  a  et  6  n'auront  qu'Hun  seul  système  de 
diamètres  cotijogués  superposés  en  direction  ;  et  en  effet ,  supposons  que  Tellipse 
%  soit  intérieure  à  Tellipse  6,  nous  pourrons  construire  une  infinité  d'ellipses  a', 
<x",«...  concentriques  et  semblables  à  l'ellipse  a ,  et  il  est  évident  que,  parmi  toutes 
ces  ellipses,  il  y  en  aura  ooe  «,  qui  sera  tangente  en  deux  points  k  l'ellipse  6,  et 
ces  deux  points  seront  les  extrémités  d'un  diamètre  d  commun  aux  ellipses  a,  et 
6;  dès  k>r»il  est  évident  qoe  le  eenjugné  d/  de  d  pour  TeUipse  « .  aura  la  même  di- 
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rectioD  que  le  conjugué  d!  de  d  pour  l'ellipse  6  ;  par  conséquent  le  système  des 
diamètres  d  et  d'  de  la  courbe  6  se  superposera  avec  Tun  des  systèmes  de 
diamètres  conjugués  de  Tellipse  a. 

Cela  posé  : 

Ayant  deux  ellipses  concentriques  et  semblablement  placées  a  et  6,  si  Ton 
conçoit  dans  Tespace  un  point  s  pris  pour  sommet  commun  à  deux  cônes  ayant 
respectivement  pour  base  les  courbes  a  et  6 ,  si  un  plan  coupe  Tun  de  ces  cônes 
suivant  un  cercle,  il  coupera  le  second  suivant  une  ellipse,  et  si  Ton  a  denx  el- 
lipses simplement  concentriques ,  le  plan  qui  coupera  Tun  des  cônes  suivant  un 
cercle  coupera  encore  le  second  cône  suivant  une  ellipse.  Mais  il  est  évident  que, 
dans  les  deux  cas ,  le  cercle  et  Tellipse  ne  pourront  pas  avoir  entre  eux  les  mêmes 
relations  polaires.  On  voit  donc  que ,  si  Ton  a  un  cercle  B  et  une  ellipse  A  inté- 
rieurs l'un  à  l'autre ,  il  ne  serait  pas  convenable  de  ramener  le  problème  à  la  solu- 
tion du  problème  si  simple ,  mais  si  particulier,  de  la  recherche  du  pôle  de  simi* 
litude  de  deux  cercles ,  et  de  plus  on  voit  très-bien  que  Ton  se  trouve  traiter ,  dans 
toute  sa  généralité ,  la  question  polaire  relative  à  deux  sections  coniques  intérieures 
Tune  à  l'autre,  en  examinant  le  cas  simple  d'un, cercle  et  d'une  ellipse  intérieure  à 
ce  cercle. 

De  plus ,  ce  qui  précède  nous  fait  voir  que  nous  pouvons  passer  de  ce  qui  existe 
polairement  pour  deux  ellipses  simplement  concentriques,  à  ce  qui  doit  être  po- 
lairement  entre  deux  ellipses ,  ou  entre  un  cercle  et  une  ellipse  (intérieures  Tune  à 
Tautre,  et  non  concentriques)  et  que  les  propriétés  polaires  y  auxquelles  nous  arri- 
verons par  ce  moyen ,  auront  toute  la  généralité  possible. 

Or,  si  nous  considérons  deux  ellipses  seulement  concentriques,  et  ayant  dès 
lors  un  seul  système  de  diamètres  conjugués  superposés  en  direction,  et  pour 
rendre  lafig*  306  plus  simple,  nous  supposons  que  le  système  soit  celui  des  axesj 
nous  voyons  que  les  deux  courbes  sont  telles  qu'on  peut  circonscrire  à  chacune 
d'elles  un  parallélogramme ,  ou ,  d'après  la  fig.  306 ,  un  rectangle ,  et  que  ces 
deux  parallélogrammes  ou  rectangles  ont  leurs  côtés  respectivement  parallèles , 
mais  que  leurs  diagonales  ne  se  superposent  pas  en  direction. 

Désignons  par  o  le  centre  commun  aux  deux  ellipses  a  et  6  ;  par  m  et  n ,  p  et  ^ , 
les  extrémités  des  axes  mn  et  pq  de  l'ellipse  a;  par  m'  et  n%  p'  et  q'  les  extrémiiés 
des  axes  înV  et  pY  de  l'ellipse  6;  par  M,  N,  P,  Q,  M',  N',  F,  Q',  les  côtés  des 
parallélogrammes  ou  rectangles  circonscrits,  en  supposant  ces  côtés  indéfiniment 
prolongés  ;  par  x  et  a;, ,  y  et  y^  les  extrémités  des  diagonales  xx^  et  yy,  du  paral- 
lélogramme ou  rectangle  circonscrit  à  l'ellipse  a;  par  x'  etx/i  y'  et  y/  les  extré- 
mités des  diagonales  xfx/  et  y'y/  du  parallélogramme  ou  rectangle  circonscrit  à 
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Tellipse  g;  parX,  Y,  X^,  Y%  les  diagonales  elles-mêmes ,  en  les  supposant  pro- 
longées indéfiniment  ;  par  S  et  T  les  axes  prolongés. 

Cela  posé  : 

Prenons  dans  l'espace  un  point  Sj  et  regardons  ce  point  comme  le  sommet  com* 
mun  à  deux  cônes  A  et  A'  ayant  respectivement  pour  bases  les  courbes  a  et  6 ,  et 
de  pins  y  par  chacune  des  droites  du  sysième  plan  et  par  le  point  s  faisons  passer  un 
plan;  nous  désignerons  par  (M),  (N),....  les  plans  passant  par  le  point  s  et  les 
droites  M,  N,..., 

Les  couples  de  plans  qui  passeront  par  des  droites  qui  sont  parallèles  entre 
elles  sur  le  système  plan  (sur  le  plan  des  courbes  a  et  g) ,  se  couperont  suivant  une 
droite  qui  passera  par  le  point  s  et  qui  sera  parallèle  aux  droites  parallèles  entre 

« 

elles  et  situées  dans  le  plan  (a,  è),  et  par  conséquent  qui  sera  parallèle  au  plan 
des  bases  a  et  S. 

Menons  donc  par  le  point  s  un  plan  y  parallèle  au  plan  des  bases  a  et  6 ,  nous 
aurons  des  droites  S,,  T, ,  M, ,  N, ,  P, ,  Q, ,  X,  ^  Y, ,  X/,  Y/,  respectivement  pa- 
rallèles aux  droites  situées  dans  le  plan  des  bases. 

Coupons  tout  le  système  conique  par  un  plan  quelconque  X ,  nous  obtiendrons 
sur  ce  plan  deux  ellipses  a!  et  6^ ,  sections  faites  par  ce  plan  X  dans  les  cônes  A  et 
A' ,  et  une  droite  R ,  intersection  de  ce  plan  X  avec  le  plan  y ,  et  les  droites  M, ,  N, , . . . 
couperont  cette  droite  R  en  des  points  par  lesquels  passeront  respectivement  les 
intersections  des  divers  plans  (M) ,  (N) ,....  par  le  plan  X. 

Nous  aurons  donc  la  fig.  306  bis  y  qui  nous  montre  que  les  deux  courbes  a  et 
o'  intérieures  Tune  à  l'autre ,  sont  liées  Tune  à  Tautre  par  un  triangle  polaire  dont 
les  sommets  sont  respectivement  les  pôles  des  côtés  opposés  qui  en  sont  les  polaires ^ 
Tun  des  côlés  prolongé  de  ce  triangle  étant  la  droite  R  :  en  sorte  que  les  deux 
courbes  a  et  S'ont  trois  systèmes  polaires  en  commun ,  chaque  système  étant  com- 
posé d'un  pôle  unique  et  d'une  polaire  unique. 

Si ,  au  contraire ,  nous  avions  considéré  deux  ellipses  «  et  6 ,  concentriques  ^ 
semblables  et  semblablement  placées  (fig.  307) ,  on  aurait  pu  circonscrire  à  cha- 
cune de  ces  courbes  une  infinité  de  systèmes  de  parallélogrammes  ayant  leurs 
côtés  respectivement  parallèles  et  leurs <]iagonales  étant  superposées  en  direction, 
et  Ton  obtiendrait  sur  le  plan  X  la  fig,  307  bis ,  qui  nous  montre  que,  dans  ce  cas , 
les  courbes  a  et  &  ont  une  infinité  de  systèmes  polaires  communs ,  ou  une  infinité 
de  triangles  polaires  communs  ayant  tous  un  sommet  commun ,  qui  est  le  pôle  de  la 
droite  R ,  sur  laquelle  sont  placées  les  bases  de  tous  ces  triangles. 

Ainsi ,  il  se  trouve  démontré  que  lorsque  l'on  a  deux  sections  coniques  C  et  C, 
intérieures  Tune  à  l'autre ,  elles  seront  toujours  liées  l'une  à  l'autre  par  l'un  des 
systèmes  polaires  représentés  par  les  fig.  306  bis  et  307  bis. 
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Lorsque  l'on  a  deux  comices  a  et  6'  liée$  entre  elles  comme  elles  le  sont  sur  la 
fig.  307  bis ,  en  menant  par  le  point  s  une  droite  D  de  direction  arUtraire  dans 
Fespace ,  deux  cônes  A  et  A'  ayant  leurs  sommets  d  et  d'  situés  arbitrairement  sur 
cette  droite  D  et  ayant  pour  base ,  le  premier  la  courbe  a'  ,  et  le  second  la  courbe  6', 
s'entrecouperont  suivant  deux  courbes  planes  dont  les  plans  passeront  par  la 
droite  R;  en  sorte  que  cette  droite  R  joue  le  m^e  rôle  que  les  droites  I  et  Ë  de  la 
fig.  300.  Et  cela  est  évident,  puisque  les  points  conjugués  l  et  u,  i'  et  u'^....  sont 
tous  distribués  sur  la  droite  R. 

Mais  si ,  par  le  point  s  de  la  fig.  306  bis  j  on  menait  une  droite  D  de  direction 
arbitraire  dans  l'espace ,  les  cônes  A  et  A'  ne  s'entrecouperaient  pas  suivant  deux 
com-bes  planes,  et  cela  est  évident  en  considérant  isifig.  306  ;  car  si,  par  le  pointer, 
on  élève  une  droite  verticale  ou  une  droite  de  direction  arbitraire,  peu  importe, 
deux  cônes  qui  auront  leurs  sommets  sur  cette  verticale  ou  sur  la  droite  de  direc- 
tion arbitraire,  et  qui  auront  respectivement  pour  bases  les  courbes  ^x  et  g,  ne 
pourront  jamais  se  couper  suivant  des  courbes  planes  ;  tandis  que  Ton  voit  très- 
bien  par  Idi  fig.  307 ,  que  lorsque  les  ellipses  a  et  6  sont  semblables  et  semblable* 
ment  placées,  les  deux  cônes  A  et  A'  s'entrecouperont  toujours  suivant  deux 
courbes  planes  dont  les  plans  seront  parallèles  entre  eux  et  horizontaux ,  ou ,  en 
d'autres  termes ,  parallèles  au  plan  des  courbes  a  et  S. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  \aifig.  306  bis  y  les  droites  I  et  E  seront  remplacées  par  des 
lignes  courbes. 

Septième  cas.  Les  deux  sections  coniques  G  et  C  se  coupant  en  quatre  points. 

601 .  Lorsque  nous  avons  examiné  les  propriétés  polaires  qui  devaient  exister  entre 
deux  sections  coniques,  1"*  n'ayant  aucun  point  commun ,  et  extérieures  ou  inté- 
rieures l'une  à  l'autre,  2""  ayant  un  point  de  contact,  et  étant  intérieures  ou  exté- 
rieures l'une  à  l'autre ,  3""  se  coupant  en  deux  points ,  4""  se  touchant  en  un  point' 
et  se  coupant  en  deux  points ,  nous  aurions  dû  combiner  les  diverses  espèces  de 
sections  coniques  et  examiner  dès  lors  ce  qui  devait  arriver  dans  chaque  cas  par- 
ticulier,  en  considérant  les  divers  systèmes  formés ,  1"*  de  deux  ellipses ,  %""  de  deux 
hyperboles,  3*  de  deux  paraboles,  4^  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole,  5'  d'une 
hyperbole  et  d'une  parabole,  et  6"  enfin  d'une  ellipse  et  d'une  parabole. 

C'est  ce  que  nous  allons  faire  en  discutant  le  cas  où  les  deux  sections  coniques 
données  G  et  G'  se  coupent  en  quatre  points  ;  et  l'on  pourra  revenir  aux  cas  pré- 
cédents et  y  appliquer  tout  ce  que  nous  allons  dire  sur  ce  dernier  cas,  savoir  : 
celui  où  les  deux  sections  coniques  données  ont  quatre  points  communs. 

Toutefois  je  n'entrerai  pas  dans  le  (iétail  complet  des  diverse»  propriétés  pôtmes 
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da  système  de  deux  sections  coniques  ayant  quatre  points  communs.  Ceux  qui 
voudront  étudier  dune  manière  complète  la  théorie  des  polaires  y  doivent  lire  l'ou- 
vrage remarquable  publié  par  M.  Poncelet  sous  le  titre  de  Théorie  des  propriétés 
projectives  (*). 

1**  Les  courbes  C  eî  C  étant  deux  ellipses. 

Nous,  pouvons  supposer  d'abord  que  les  deux  ellipses  C  et  C  se  coupant  en 
quatre  points,  ont  même  centre  {fig,  308).  Alors  elles  auront  nécessairement 
quatre  tangentes  communes  formant  un  parallélogramme  circonscrit  en  même 
temps  aux  deux  courbes,  et  les  quatre  points  d'intersection  seront  les  sommets 
d'un  parallélogramme  inscrit  aussi  en  même  temps  aux  deux  courbes ,  et  il  est 
évident  que  ces  deux  courbes  auront  un  système  de  diamètres  conjugués  tel  que 
ces  diamètres  seront  superposés  en  direction. 

Cela  posé  : 

Il  pourra  arriver  deux  cas  :  ou  V  les  diagonales  du  parallélogramme  inscrit  se- 
ront respectivement  parallèles  aux  côtés  du  parallélogramme  circonscrit;  ou  g**  les 
diagonales  du  parallélogramme  inscrit  ne  seront  pas  respectivement  parallèles  aux 


n  Je  D*exposé  ici  quelques-unes  des  propriétés  polaires  des  sections  coniques  et  des  surfaces  du 
second  ordre,  combinées  deux  à  deux  ou  trois  à  trois,  que  pour  faire  voir  que  Ton  peut  établir 
toute  la  théorie  des  polaires^  relativement  aux  sections  coniques  et  aux  surfaces  du  second  ordre, 
par  la  seule  méthode  des  projections,  et  ainsi  en  employant  la  langue  graphique  ou,  en  d'autres 
termes,  la  Géométrie  descriptive^  et  sans  avoir  besoin  de  recourir  ni  aux  rapports  harmoniques  em- 
ployés par  les  anciens  géomètres,  ni  à  Tinvolution  de  six  points,  théorème  qui  est  dû  à  D£sargcis8« 

Il  y  a  bien  longtemps  que  j*ai  reconnu  que  la  géométrie  descriptive  pouvait  suffire  pour  rechercher, 
et  établir,  et  démontrer  les  propriétés  polaires  dont  jouissent  les  sections  coniques  et  les  surfaces 
du  second  ordre,  combinées  deux  à  deux  ou  trois  à  trois,  lorsqu'elles  ont  entre  elles  certaines  reto- 
tions  de  position. 

En  i824,  je  montrai  dans  mes  leçons,  à  Técole  de  Marieherg,  près  Stockholm,  et  après  avoir  lu 
Touvrage  de  M.  Pokcblbt,  que  les  belles  et  nouvelles  propriétés  trouvées  par  ce  savant  géomètre, 
pouvaient  facilement  être  démontiées  par  Xd^Géométrie  descriptive,  attendu  qu'elles  étaient  écrkes 
dans  les  épures  de  la  section  faite  par  un  plan  dans  un  cône  à  base  section  conique,  et  dans  tes 
épures  de  Tintersection  de  deux  cônes  ayant  chacun  pour  base  une  sectioh  conique  et  s'entrecoupaut 
suivant  deux  courbes  planes,  et  qu'ainsi  il  suffisait  d*apprendre  à  lire  les  propriétés  polaires  écrites 
sur  nos  épures. 

Étant  venu  à  Paris  en  i825,  j'exposai  à  la  Société  philomathique  mes  idées  à  ce  sujet,  et  plus 
tard  ,  je  publiai  dans  la  Correspondance  de  mathémathiques  et  de  physique  des  Pays-Bas^  rédigée 
par  M.  QuÉTELKT,  de  Bruxelles,  plusieurs  mémoires  basés  sur  cette  manière  d*envisager  la  théorie 
des  polaires. 

Voyez  le  mémoire  Sur  les  propriétés  des  courbes  du  second  degré  considérées  dam  Cespace^  le 
mémoire  Sur  les  propriétis  de  trois  courtes  planes  situées  sur  une  surface  du  second  ordre,  le 
mémoire  iStir  les  propriétés  polaires  qui  existent  entre  les  huit  courbes  tangentes  à  trois  sections 
planes  d'une  surface  du  second  ardre,  etc.,  etc.,  etc. 
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côtés  du  parallélogramme  circonscrit;  et  il  est  évident  que  ces  deux  manières 
d'être  des  deux  ellipses,  l'une  par  rapport  à  Tautre,  sont  les  seules  qui  puissent 
exister. 

Si  donc  on  prend  dans  l'espace  un  point  s  arbitraire  y  et  qu'on  le  regarde  comme 
le  sommet  commun  à  deux  cônes  A  et  à!  ayant  respectivement  pour  bases  les 
courbes  G  et  G%  et  si ,  par  ce  sommet  s  et  par  chacune  des  diverses  droites  du  sys- 
tème tracé  sur  le  plan  horizontal ,  on  fait  passer  un  plan  y  on  voit  de  suite  que  Ton 
obtiendra  pour  section  plane  dans  le  système  conique  de  l'espace ,  une  figure  telle 
que  celle  indiquée  fig.  308  bis. 

Mais  cette yî^.  308  bis  pourra  présenter  deux  variétés  très-distinctes.  Ainsi, 
lorsque  {fig.  308)  les  côtés  opposés  du  parallélogramme  circonscrit  seront  respec- 
tivement parallèles  aux  diagonales  du  parallélogramme  inscrit,  h  fig.  308  bis 
nous  donnera  les  points  p'"  et  p''  situés  sur  la  droite  qq^ ,  et  ces  points  p"^  et  p"  se- 
ront en  même  temps  situés  sur  les  diagonales  du  quadrilatère  inscrit  aux  deux 
sections  coniques  se  coupant  en  quatre  points;  mais  lorsque  {fig.  308 ,  a)  les  côtés 
opposés  du  parallélogramme  circonscrit  ne  sont  pas  respectivement  parallèles  aux 
diagonales  du  parallélogramme  inscrit ,  alors  les  points  p"  et  p^"  seront  toujours 
placés  {fig.  308  ter) ,  sur  la  droite  qq^ ,  mais  en  dehors  des  diagonales  du  quadri- 
latère inscrit. 

En  sorte  que  lorsque  l'on  se  donne  deux  ellipses  G  et  G'  se  coupant  en  quatre 
points  ayo! ybyb'  {fig.  308  bis  ou  ter) y  les  quatre  tangentes  communes  et  toutes 
extérieures  aux  ellipses  G  et  G'  se  coupent  deux  à  deux  en  six  points ,  dont  quatre 
p  et  p%  p,  et  p/  sont  situés,  savoir  :  deux  sur  la  droite  Q  et  deux  sur  la  droite  Q,  ; 
et  les  deux  autres  p"  et  p'"  seront ,  T  les  intersections  de  la  droite  qq^  et  des  diago- 
nales du  quadrilatère  inscrit  aalbb'  {fig.  308  bis) ,  ou  seront  S""  situés  tous  les  deux 
sur  la  droite  qq^ ,  mais  en  dehors  des  diagonales  prolongées  bb'  et  aa'  [fig.  308  ter). 

Ges  deux  résultats  polaires  et  différents  entre  eux ,  et  qui  sont  les  seuls  qui  peu- 
vent exister,  étant  signalés,   examinons  quelles  sont  les   droites  du  système 

{fig.  308  bis  et  ter)  y  qui  représenteront  les  droites  désignées  ci-dessus  par  I 

et  par  Ë 

Du  moment  que  les  deux  ellipses  G  et  G'  ont  deux  tangentes  communes,  on  peut 
regarder  le  point  en  lequel  ces  tangentes  se  coupent  comme  la  projection  horizon- 
tale du  sommet  d'un  cône  A  ayant  pour  base  la  courbe  G ,  et  ce  cône  A  sera  coupé 
par  le  cylindre  vertical  (G')  suivant  deux  courbes  planes  G,  et  G^ ,  et  les  traces  des 
plans  (G,)  et  (G,)  de  ces  courbes  G,  et  G,  ne  seront  autres  que  les  droites  I  et  E 
demandées. 

Or  il  est  évident ,  d'après  tout  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  et  à  ce  sujet,  que  les 
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cAtés  opposés  (é  et  a'b'  du  quadrilatère  inscrit  j  seront  précisément  les  droites  I 
et  E  j  soit  que  Ton  considère  le  point  p ,  soit  que  l'on  considère  le  point  p'  conune 
étant  la  projection  du  sommet  du  cône. 

Par  les  mêmes  raisons,  soit  que  Ton  considère  le  point  p,,  soit  que  l'on  consi- 
dère le  point  p/,  les  côtés  opposés  a6^  et  a^b  du  quadrilatère  inscrit  seront  les  droites 
I.  et  E.. 

Lorsque  Ton  considérera  le  point  p''^  (qu'il  soit  ou  non  rinterseclion  de  la  diago* 
nale  et  de  la  droite  qq^)  comme  la  projection  du  sommet  d'un  cône  ayant  Tellipse  C 
pour  base ,  les  traces  des  plans  des  courbes  suivant  lesquelles  le  cylindre  (C) 
coupera  ce  cône ,  se  confondront  en  une  seule  et  même  droite  qui  ne  sera  évidem* 
ment  autre  que  la  diagonale  bb'  prolongée  ;  on  aura  donc  en  cette  diagonale  bb'  les 
droites  P  et  E'". 

Par  les  mêmes  raisons ,  encore ,  lorsque  Ton  considérera  le  point  p" ,  la  diagonale 
a^  prolongée  jouera  le  rôle  des  droites  V  et  E". 

2*  Les  courbes  C  et  G  étant  deux  hyperboles. 

Traçons  {fig.  309)  deux  hyperboles  G  et  C  se  coupant  en.quatre  points  a,  af^  bj  b\ 
et  ayant  même  centre  o;  et  supposons  :  1*  que  ces  deux  hyperboles  sont  tellement 
placées  qu^on  puisse  leur  mener  quatre  tangentes  communes ,  ce  qui  aura  lieu 
évidemment  toutes  les  fois  que  les  deux  courbes  auront  un  système  de  diamètres 
conjugués  qui  sont  superposés  en  direction ,  et  il  faudra  en  même  temps  que  les 
deux  diamètres  transverses  se  superposent  en  direction. 

Les  quatre  tangentes  communes  aux  deux  hyperboles  se  couperont  en  quatre 
points  p  et  p' ,  p,  et  p/  ^  situés  deux  à  deux  sur  les  diamètres  conjugués  super* 
posés  en  direction  j  et  il  est  facile  de  voir  que  jamais  les  côtés  opposés  du  parais 
télégramme  pp'p.pl  circonscrit  (par  le  prolongement  de  ses  côtés)  aux  deux 
hyperboles  concentriques  ne  pourront  être  parallèles  aux  diagonales  aal  et  bb*  du 
parallélogramme  inscrit. 

En  mettant  \^fig.  309  en  perspective  ^  on  obtiendra  la  forme  de  système  polaire 
qui  lie  entre  elles  deux  hyperboles  qui  se  coupent  en  quatre  points  et  qui  ont  quatre 
tangentes  conmiunes. 

Supposons  :  S""  que  les  deux  hyperboles  concentriques  se  coupant  en  quatre 
points  afllbfil  {fig.  310)  sont  tellement  placées  l'une  par  rapport  à  Tautre  qu'on 
ne  puisse  leur  construire  de  tangente  commune,  ce  qui  arrivera  évidemment 
toutes  les  fois  que  les  deux  hyperboles  seront  inversement  placées* 

En  faisant  la  perspective  de  \si  fig.  310,  on  obtiendra  deux  hyperboles  ayant  en 
commun  un  quadrilatère  inscrit ,  mais  comme  ces  courbes  n'auront  pas  de  tan- 

i*  PAKTIl. 
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geates  oommunes ,  on  ue  pourra  plus  employer  la  conaidératioa  d*aa  côae  A  ayaaA 
pour  base  Tuoe  G  des  hyperboles  et  d'uu  cylindre  (C)  ayant  Tautre  hyperbole  C 
pour  section  droite,  puisque  ces  deux  surfaces  n'auraient  pas  deux  plans  tangents 
communs;  car ,  dans  ce  cas  j  nous  ne  pourrions  plus  affirmer  si  ces  surfaces  se 
coupent  ou  ne  se  coupent  pas  suivant  des  courbes  planes.  Plus  loin  nous  revien- 
drons sur  ce  cas  et  sur  d'autres  analogues  et  qui  vont  se  présenter,  et  je  montrerai 
qu'on  ne  peut  les  résoudre  que  par  la  considération  des  surfaces  gauches  double- 
ment réglées  enveloppant  deux  sections  coniques;  et  qu'ainsi  lorsque  précisément 
on  ne  peut  pas  résoudre  ces  cas  tout  particuliers,  par  la  considération  des  surfaces 
coniques,  on  le  peut  toujours  par  la  considération  des  surfaces  gauches  double- 
ment réglées. 

3*"  Les  courbes  G  et  C  étant  deux  paraboles. 

Lorsque  deux  paraboles  se  coupent  en  quatre  points  (fig.  311) ,  on  peut  tou- 
jours leur  construire  trois  tangentes  communes  qui  se  coupent  deux  à  deux  en  trois 
points  p,  p'y  p" ;  et  ces  trois  points  qui  pourront  dès  lors  être  chacun  considérés 
comme  la  projection  horizontale  du  sommet  d'un  cône  A,  qui,  ayant  pour  base 
l'une  G  des  paraboles,  sera  recoupé  suivant  deux  courbes  planes  par  le  cylindre 
(C)  ayant  la  seconde  parabole  G'  pour  section  droite;  on  établira  donc  le  système 
polaire  tout  aussi  facilement  que  pour  les  fig.  300  et  301 . 

4""  Les  courbes  C  et  C  ééani  F  une  me  elêp^e  et  F  autre  wnekffferMe. 

Il  peut  se  présenter  deux  cas  :  ou  (Jig.  312)  TelKpse  G'  coupera  chaque  branche 
de  l'hyperbole  en  deux  points ,  et  on  ne  pourra  pas  construire  de  tangente  conunune 
aux  (teux  courbes  ;  ou  2*  {fig.  313)  l'ellipse  G'  coupera  seulement  une  des  branches 
de  l'hypei^bote  C  et  en  quatre  points.  Dans  ce  dernier  cas ,  on  aura  quatre  tan- 
gMiles  rommuiies  à  l'ellipse  et  à  la  branche  d'hyperbole  sur  laquelle  se  trouvent 
atués  les  quatre  sommets  du  quadrilatère  inscrit ,  si  Tellipse  ne  coope  pas  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  ;  et  deux  tangentes  communes  seulement ,  si  Tellipse 
coupe  les  deux  asymptotes  ;  et  trois  tangentes  communes ,  si  Tellipse  ne  coupe 
qu'une  des  deux  asymptotes.  Mais  les  quatre  tangentes  communes  existeront  ton- 
jours,  parce  que  l'on  pourra  mener,  ou  deux  tangentes,  ou  une  tangente  ccmm- 
mune  et  à  l'ellipse  et  à  la  seconde  branche  de  l'hyperbole,  dans  les  deux  derniers 
cas  particuliers  que  nous  venons  d'énoncer  ci-dessus. 

Dans  le  cas  de  la  fig.  312,  on  ne  pourra  pas  établir  le  système  polaire  par  la 
considération  des  cônes,  mais  bien  par  la  considération  des  surfaces  gauches  dou- 
blement réglées  et  enveloppant  deux  sections  coniques. 

Dans  tous  les  cas  que  peut  présenter  la/!;.  313,  on  pourra  établir  le  système 
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poUàre  par  la  eoiMidéntion  des  cènes  eoT^oppaat  deux  larfaœs  cooiqve»,  et  os 
pourra  dès  lors  rais(miier  ^éomélrkfuemeat,  ainsi  que  nous  l'avoM  fait  pour  lea 
fif.  300  et  314 ,  eto. 

5*  Le$  courbes  C  et  G  étant  Cune  une  parabole  et  l'autre  une  hyperbole. 

Lorsque  la  parabole  coupera  chacune  des  branches  de  Thyperbole  (/y.  344), 
nous  redirons  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  pour  la^^.  31 2« 

Lorsque  la  parabole  coupera  une  seule  branche  de  Thyperbole  {fig.  315),  alors 
elle  coupera  toujours  une  des  asymptotes;  il  pourra  donc  arriver,  seulement  y  ou 
1*  que  la  parabole  ne  coupe  pas  la  seconde  asymptote,  et  alors  on  pourra  con- 
struire trois  tangentes  communes  à  la  parabole  et  ^  la  branche  de  Thyperbole 
qui  est  coupée  en  quatre  points  par  la  parabole  ;  ou  2^  que  la  parabole  coupe  la 
seconde  asymptote ,  alors  on  ne  pourra  plus  construire  que  deux  tangentes  com- 
munes à  la  parabole  et  à  la  branche  de  fhyperbole  coupée  par  cette  parabole , 
mais,  dans  ce  cas,  on  pourra  construire  une  troisième  tangente  commune  à  la 
parabole  et  à  la  seconde  branche  de  Thyperbole.  Ainsi  on  aura  toujours  trois  tan- 
gentes communes ,  déterminant ,  par  leur  intersection  deux  à  deux ,  un  triangle 
cîrGDBBcrit  aax  deux  sections  coniques  données, 

Oo  pourra  donc ,  dans  ee  dernier  cas,  étabEr  le  gysièwaf  poloôer oomne  pour  les 
fiff.  300  et  301.  Mais,  dans  le  premier  cas,  on  deirra  considérer  deseorfeoes  gao» 
ches  doublement  réglées  et  enveloppant  deux  sections  coniques. 

6*  Les  courbes  G  et  C  étant  l'une  une  parabole  et  l'autre  une  ellipse. 

Il  sera  toujours  possible  {fg.  316)  de  construire  quatre  tangentes  communes  à 
une  ellipse  et  à  une  parabole  se  coupant  en  quatre  points.  Le  système  polaire  peut 
donc  être  facilement  établi ,  comme  pour  les  fig.  300  et  301 . 

Des  polaires  réciproques  du  système  formé  de  deux  cûnes  à  bote  sectwis  cmif^. 

602.  Concevons  un  oône  A  du  second  degré ,  et  ayant  son  sommet  en  nn  point  $ 
de  l'espace;  coupoos  ce  cône  par  deiUL  plaM  P  et  F,  on  obtiendra  deux  eeelâsns 
coniques  6  et  6'  qui  pourront  avioir  trois  manières  d'être  enire  «Iles,  snirairt  la 
direction  donnée  aux  plans  sécants  Pei  F. 

V  l^  deax  <)ourbes  S  et  ff  peuvent  n^avoir  aucun  point  conniMi,  «I  aiore  la 
droite  S ,  suivant  laquelle  se  coupent  les  plana  P  et  F,  sera  exténfinre  an  cône  ▲ , 
ou ,  en  d'autres  termes ,  cette  droite  S  n'aura  aucun  point  commua  avec  le  g4m  A. 

2f  Les  deux  courbes  SéL&  peuvent  m  couper  en  deux  poîots  éUél^éi  alors 
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les  deux  plans  P  et  F  se  couperont  suivant  une  droite  S  qui  ne  sera  autre  que  la 
corde  bb'  supposée  prolongée  indéfiniment;  cette  droite  S  sera  dès  lors  intérieure 
au  cône  A ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  cette  droite  S  percera  le  cône  A  en  les  deux 
points  b  et  b'. 

3*  Les  deux  courbes  6  et  &  peuvent  se  toucher  en  un  point  a;  alors  les  deux 
plans  P  et  P'  se  couperont  suivant  une  droite  S  qui  passera  par  le  point  a ,  et  qui 
s^a  tangente  en  ce  point  aux  deux  courbes  6  et  &. 

Cela  posé  : 

Nous  savons  que  Ton  peut  toujours  faire  passer  un  second  cône  A'  par  les  deux 
sections  coniques  6  et  S' ,  lorsqu'elles  n'ont  aucun  point  commun ,  ou  qu'elles  se 
coupent  en  deux  points  beXb'\  et  nous  savons  aussi  que  lorsqu'elles  se  touchent 
en  un  point  a,  on  ne  peut  les  envelopper  que  par  un  seul  cône. 

Dès  lors,  dans  les  deux  premiers  cas,  les  courbes  6  et  6'  seront  enveloppées  par 
deux  cônes  A  et  A%  dont  les  sommets  «  et  s'  détermineront  une  droite  Z« 

Ce  sont  les  droites  S  et  Z  qui  ont  reçu  le  nom  de  polaires  réciproques  des  deux 
cônes. 

Il  est  évident  que,  V  lorsque  la  droite  S  est  intérieure  au  cône  A ,  la  droite  Z  est 
extérieure  par  rapport  aux  nappes  des  deux  cônes  A  et  AS  et  S*  lorsque  la  droite  S 
est  extérieure  au  cône  A ,  la  droite  Z  est  intérieure  par  rapport  aux  nappes  des 
deux  cônes  A  et  A^ 

Cela  posé  : 

Énonçons  la  propriété  remarquable  dont  jouissent  les  polaires  réciproques  S  et  Z 
de  deux  cônes  du  second  ordre  ou  du  second  degré. 

Tout  plan  passant  par  la  droite  S  coupera  le  cône  A  suivant  une  section  conique 
d ,  et  le  cône  A'  suivant  une  section  conique  V. 

Tout  plan  E  passant  par  la  droite  Z  coupera  les  cônes  A  et  A'  suivant  des  géné- 
ratrices droites  G  et  G, ,  G'  et  G/. 

Les  diverses  sections  coniques  d...  et  d'...  seront  enveloppées  deux  à  deux  par 
des  cônes  dont  les  sommets  seront  distribués  sur  la  droite  Z. 

Les  plans  T  et  T,  tangents  au  cône  A  suivant  les  génératrices  G  et  G, ,  et  les 
plans  T' et  T/  tangents  au  cône  A'  suivant  les  génératrices  G'  et  G/,  se  couperont 
tous  les  quatre  en  un  point  t  y  situé  sur  la  droite  S. 

Il  est  inutile  de  démontrer  la  vérité  de  cette  propriété ,  elle  est  évidente  pour 
tons  ceux  qui  savent  lire  dans  Tespace. 

Et  réciproquement  : 

Si  par  un  point  i  de  la  droite  S ,  on  mène  des  plans  tangents  T  et  T,  an  cône  A  ^ 


\ 

\ 


\ 
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et  T'  et  T/  au  cône  A' ,  les  quatre  génératrices  droites  de  contact  6  et  G, ,  G'  et  G', 
seront  situées  dans  un  même  plan  K. 

Le  point  t  est  dit' pôle  j  et  le  plan  K  est  dit  plan  polaire  du  système  des  deux 
cônes. 

Et  ainsi  :  les  deux  cônes  A  et  A' ,  se  coupant  suivant  deux  courbes  planes  6  et  g' , 
jouissent  de  la  propriété ,  savoir  :  qu'ils  ont  une  infinité  de  plans  polaires  communs 
K ,  et  une  infinité  de  pâles  l,  chacun  de  ces  pôles  correspondant  à  un  plan  polaire 
particulier  : 

Tous  les  plans  polaires  communs  passent  par  la  droite  Z  ; 
Tous  les  pôles  communs  sont  situés  sur  la: droite  S. 

C'est  cette  propriété  remarquable  qui  a  fait  donner  aux  droites  Z  et  S  le  nom  de 
polaires  réciproques  du  système  de  deux  cônes  du  second  ordre. 

Lorsque  les  deux  courbes  6  et  &  sont  tangentes  Tune  à  Tautre  par  un  point  a , 
alors  on  ne  peut  les  envelopper  que  par  un  seul  cône  A. 

Dans  ee  cas  particulier,  les  polaires  réciproques  du  cône  A  sont  la  tangente  S  ^ 
commune  aux  deux  courbes  6  et  g'  pour  le  point  a ,  et  la  génératrice  droite  G  de 
ce  cône  A  passant  par  le  point  a  ;  ou  mieux ,  les  droites  S  et  G  jouent  le  rôle  de 
polaires  réciproques. 

Remarquons  que ,  lorsque  la  droite  S  est  extérieure  aux  deux  cônes  A  et  A',  la 
droite  Z  est  intérieure  à  ces  cônes ,  et  que  dès  lors ,  ces  cônes  ne  peuvent  avoir 
de  plans  tangents  communs  ;  et  remarquons  aussi  que ,  lorsque  au  contraire  la 
droite  S  est  intérieure j  la  droite  Z  est  extérieure^  et  que ,  dans  ce  cas,  les  deux 
cônes  A  et  A'  ont  deux  points  de  contact ,  qui  sont  les  points  b  et  b'  en  lesquels 
ils  sont  percés  par  la  droite  S ,  et  que  dès  lors  ces  cônes  ont  deux  plans  tangents 
communs. 

Ainsi  on  peut  énoncer  ce  qui  suit  : 

Lorsque  deux  cônes  du  second  ordre  se  coupent  suivant  deux  sections  coniques ,  ou , 
en  d'autres  ternies  y  suivant  deux  courbes  planes ,  ils  ont  un  système  de  polaires 
réciproques. 

Et  réciproquement  : 

Lorsque  deux  cônes  du  second  ordre  possèdent  un  système  de  polaires  réciproques , 
ils  se  coupent  nécessairement  suivant  deux  courbes  planes. 

Et  dès  lors  : 

Si  deux' cônes  du  second  ordre  ^  qui  ont  deux  plans  tmgents  communs  ^  se  coupent 
suivant  deux  courbes  planes ,  c'est  qu'ils  ont  forcément  dans  ce  cas  un  système  de 
polaires  réciproques  ;  et  dans  ce  cas  la  polaire  S  est  intérieure. 


*  - 
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Et  si  deux  eôneê  du  êectmd  ordre  peuvent  9e  couper  «nitMerit  deux  eourbeê  fkmei^ 
sans  avoir  deux  plans  tangents  communs  j  c^esi  qu^Us  ont  éams  ce  em  un  sgsième  4e 
pobures  réciproqae&,  et  dmu  ce  cas  la  polaire  S  est  exiérieare* 

603.  Concevons  deax  cônes  A  et  A'  du  second  ordre,  se  coupant  soi* 
vaut  deux  courbes  planes  é  et  6',  dont  les  plans  P  et  P'  se  eoiif>ent  suivant 
une  droite  S ,  et  désignons  par  Z  la  droite  qui  unit  les  sommela  s  et  s'  des  deuft 
cÂnea  A  et  A^ 

Cela  posé  ; 

Nous  savons  que,  si  sur  la  droite  S,  qu'elle  soit  intérieure  ou  extérieure  aux 
deux  cônes  A  et  A',  on  prend  un  point  t,  et  que  Ton  mène  par  ce  point  rdeux 
plans  T  et  T,  tangents  aux  cônes  A,  et  deux  plans  T'  et  T/  talents  aux  cônes  A', 
les  génératrices  droites  de  contact  sont  tootes  quatre  dans  un  plan  K  passant  par 
la  droite  Z. 

Si  donc  nous  désignons  par  o  et  o'  les  points  en  lesqoels  la  droite  Z  perce  les 
j^ans  F  et  Fy  il  est  évident  que,  si  de  chaque  point  t  de  la  droite  S,  on  mène 
deux  tangentes  0  et  0,  à  la  courbe  S,  et  0'  et  6/  à  la  courbe  &y  les  points  de  con- 
tact n  et  s,  y  n'  et  n/  de  ces  tangentes  et  des  courbes  èet^  sfttisferont  anx  condi- 
tions suivantes  : 

1*  Les  cordes  toi, —  passeroat  par  le  point  a. 

T  Les  cordes  n'rt/ passeront  par  le  point  o\ 

3*  Les  quatre  points  n,  n,,  n',  n/,  seront  dans  un  même  plan  E  passant  par 
la  droite  Z,  et  dès  lors  les  cordes  nn,,n'n/  étant  prolongées,  se  couperont  en 
un'poînt  £, ,  situé  sur  la  droite  S ,  et  qui  sera  celui  en  lequel  le  plan  K  coupe  cette 
droite  S. 

4*"  Les  quatre  points  n^n^^n^j  n/y  seront  unis  deux  à  deux  par  six  droites  qui 
se  couperont  deux  à  deux  en  trois  points ,  qui  seront  le  point  t^  et  les  deux  som-* 
mets  s*et  s'  des  deux  cônes  A  et  A'. 

Cela  posé  : 

Si  nous  projetons  tout  le  système  conique  précédent  sur  un  plas  A^  sons 
aurons  sur  ce  plan  A  deux  sections  coniques  C  et  C,  projections  des  courbes 
g  et  è\  et  le  système  polaire  de  l'espace  se  projettera  suivant  an  st/gtème  poluire 
plan  qui  reliera  entre  elles  les  deux  sections  conuinas  C  et  CV  quiaomt  tracées  sof 
ie  plan  Â. 

Or  le  plan  A  peut  avoir  toute  direction  par  rapport  au  système  conique  de 
l'espace ,  on  voit  donc  de  suite  que  Fou  pourra  du  système  /de  Tei^pace  pasitt* 
à^  divers  systèmes  plans  jpartiGaUars^  et  pouvoir  ainsi  établir  de  snite^e  sifstime 
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polaire  qui  doit  relier  Tune  à  Tanife  de«x  secAîoi»  conqueB  C  ««  C,  q«i  seraient 
Tune  par  rapport  è  Taiitre  eo  des  poâtioAS  très^diSépeates  dans  le  plao  sur  lequel 
oHes  serofit  deanéeo  o«  tracées. 


Des  dwerses  relations  de  position  qui  peuvent  exister  entre  tes  projections  des  courbes 

6  et  &j  intersections  planes  de  deux  cônes  du  second  ordre. 

604.  Nous  aurons  trois  systèmes  coniques  de  l'espace  à  considérer. 

1""  Celui  pour  lequel  la  droite  Z  qui  unit  les  sommets  des  deux  cônes  A  et  A'  est 
intérieur  à  ces  cônes ,  et  dès  lors  la  droite  S  est  extérieure  aux  cônes  A  et  A\ 

Dans  ce  cas  »  les  deux  cônes  A  et  A'  n'ont  pas  de  plans  tangents  communs. 

S""  Celui  pour  lequel  la  droite  Z  qui  unit  les  sommets  de.  deux  cônes  A  et  A'  est 
extérieur  à  ces  cônes ,  et  dès  lors  la  droite  S  est  intérieure  aox  cônes  A  et  A'. 

Dans  ce  cas,  les  deux  cônes  A  et  A'  ont  deux  plsfus  tangents  communs ,  et  ifs 
ont  aussi  et  nécessairement  deux  points  de  contact  situés  sur  la  droite  S. 

S*  Celui  pour  lequel  les  deux  sections  coniques  ne  peuvent  être  enveloppées 
que  par  un  seul  cône  A;  dms  ce  cas,  les  deux  sections  coniques  ont  un  point  de 
oontact. 

Gela  posé: 

En  prenant  le  premier  système  conique  de  V espace, 

Nous  pourrcMiST  r  cKriger  te  plan  A,  sur  lequel  on  dort  projeter  les  deux  sec- 
tions coniques  6  -et  &,  parallèlement  à  la  droite  Z  et  coupant  la  droite  S  ;  dans  ce 
CM,  les  courbes  6  et  6',  se  projetteront  suivant  deux  court)es  C  et  C  situées  Tune 
par  rapport  à  Tartre,  comrme  danç  la  fig.  300. 

Les  points  p  et  p'  seront  les  projections  des  sommets  s  et  s'  des  deux  cônes 
A'  et  A  ;  €68  deux  pcnate  p  et  p'  seront  alors  des  pâles  conjugués. 

Nous  pourrons  :  2*  diriger  le  plan  A  perpendicufairement  à  Tune  des  généra- 
trices droites  G  du  cône  A  dont  le  sommet  $  est  extérieur;  alors  les  courbes 
C  et  C  seront  situées  Tune  par  rapport  à  Tautre,  comme  dans  la  fig.  304. 

Nous  pourrons  :  3*  diriger  le  plan  A  perpendiculaîrement  à  l'une  des  généra- 
trices droites  G'  du  cône  A^  dont  le  sommet  s'  est  inâérieur;  alors  les  couri^es 
C  et  C'  seront  situées  Tune  par  rapport  à  Tautre,  commie  dans  la  fig.  304 . 

Nous  pourroas  :  4*  diriger  le  plan  A  perpendiculairement  à  la  droite  Z; 
alors  les  deux  oourbes  C  et  C  seront  intérieures  Tune  à  Tautre ,  comme  dans  la 
fig.  307  bis. 
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Ea  prenant  le  second  sy$tème  coniqtie  de  V espace , 

Nous  pourrons  :  1  ""  diriger  le  plan  A  parallèlement  à  la  droite  Z ,  et  coupant  la 
droite  S  ;  dans  ce  cas ,  les  courbes  C  et  G  seront  situées  Tune  par  rapport  à  Tautre, 
comme  dans  lai  Jig.  302. 

Nous  pourrons  :  2^  diriger  le  plan  A  perpendiculairement  à  Tune  des  généra- 
trices droites  G  du  cône  A  »  ou  G'  du  cône  A\  et  dans  ce  cas  les  courbes  C  et  G'  se- 
ront  situées  comme  dans  la  fig.  303. 

En  prenant  le  troisième  système  conique  de  F  espace , 

Nous  pourrons  :  V  diriger  le  plan  A  perpendiculairement  à  la  génératrice 
droite  G  du  cône  A,  génératrice  qui  passe  par  le  point  de  contact  des  deux  sec- 
tions coniques  6  et  &^  et  alors  les  courbes  G  et  G'  seront  entre  elles  comme  dans 
\9ifig.  304. 

Nous  pourrons  :  2"*  diriger  le  plan  A  parallèlement  à  la  génératrice  droite  G  ^ 
qui  passe  par  le  point  de  contact  des  deux  sections  coniques  €  et  &y  et  alors  les 
courbes  C  et  G'  seront  entre  elles  comme  dans  la  fig.  301  ou  comme  dans  la 
fig.  304. 

Nous  voyons  donc  que  les  fig.  301  et  304  nous  donnent  chacune  des  projections 
identiques  pour  deux  systèmes  coniques  difiTérents  entre  eux. 

I^s  propriétés  polaires  qui  existeront  dans  ce  cas  entre  les  courbes  G  et  G'  seront 
donc  les  projections  des  propriétés  de  relation  de  position  qui  existent  séparément 
pour  Tun  et  Tautre  système  conique  de  Tespace. 

De  sorte  que  Fensemble  des  propriétés  polaires  dont  peuvent  jouir  les  courbes 
C  et  G'i  placées  Tune  par  rapport  à  Tautre,  comme  dans  les  fig.  301  et  304,  ne 
peut  être  établi  complètement  qu*en  examinant  ce  qui  existe  pour  les  deux  syS' 
tèmes  coniques  de  Tespace,  et  non  pas  seulement  ce  qui  existe  pour  un  seul  de  ces 
systèmes  coniques  de  C  espace. 

Nous  pourrions  diriger  le  plan  A  de  diverses  autres  manières ,  et  nous  trouve- 
rions alors  des  cas  particuliers  se  rapportant  à  Tune  ou  à  l'autre  des  positions  gêné' 
raies  représentées  par  les  fig.  300,  301 ,  302 ,  303  ,  304 ,  307  bis. 

Il  est  évident,  en  vertu  de  tout  ce  qui  précède ,  que  Tétude  et  Texameu  de  ces 
cas  particuliers ,  ne  peut  offrir  aucune  difficulté. 

605.  Nous  venons  d'établir  ce  qui  doit  arriver  lorsque  les  courbes  G  et  G'  sont 
les  projections  de  deux  sections  coniques  Qeië  situées  sur  un  cône  A  ;  mais  ii  peut 
arriver  que  les  courbés  G  et  G'  ne  soient  pas  les  projections  de  deux  courbes 
planes  6  et  6'  situées  sur  un  cône  ;  et  cela  peut  en  effet  arriver,  car  nous  devons 
nous  rappeler  que  lorsque  nous  avons  examiné  les  propriétés  des  surfaces  du 
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second  ordre,  nous  avons  reconnu  qne* parmi  ces  surfaces,  deux  d'entre  elles, 
savoir,  le  paraboloïde  hyperbolique  et  Thyperboloïde  à  une  nappe,  pouvaient  être 
coupées  par  deux  plans ,  de  telle  manière  que  les  sections  coniques  obtenues  ne 
soient  pas  susceptibles  d'être  enveloppées  par  un  cône. 

Lorsque  cela  arrivera  comme  dans  les  fig.  310,  31  S,  314,  où  les  sections 
coniques  G  et  G'  se  coupent  et  n*ont  pas  de  tangentes  communes ,  alors  on  pourra 
toujours  regarder  ces  courbes  G  et  G'  comme  les  projections  de  sections  coniques 
6  et  &  enveloppées  dans  Fespace  par  un  hyperboloïde  à  une  nappe  ou  par  un  para- 
boloïde hyperbolique. 

Et  alors,  au  lieu  de  considérer  la  courbe  G  comme  la  base  d'un  cône,  et 
la  courbe  G'  comme  la  base  d'un  cylindre  vertical ,  il  faudra  concevoir  deux  sur- 
faces gauches  doublement  réglées  passant  Tune  et  Tautre  par  la  courbe  G ,  et 
se  coupant  dès  lors  suivant  une  seconde  courbe  plane  G,  ayant  la  courbe  G'  pour 
projection. 

Du  tronc  de  pyramide  quadrangulaire ,  imcrit  à  deux  sectioiM  coniques 

envebppées  par  un  cône. 

606.  Goncevons  deux  sections  planes  6  et  &  d'un  cône  du  second  ordre  A; 
désignons  par  S  la  droite  suivant  laquelle  les  plans  P  et  P'  des  courbes  6  et  6'  se 
coupent ,  et  par  s  le  sommet  du  cône  A. 

Les  deux  courbes  6  et  g'  étant  supposées  n*avoir  aucun  point  commun ,  on 
pourra  les  envelopper  par  un  second  cône  A'  ayant  son  sommet  «'  intérieur  par 
rapport  aux  plans  des  courbes  g  et  g',  et  le  sommet  s  sera  extérieur  à  ces  plans. 

Désignons  par  Z  la  droite  qui  unit  les  sommets  s  ets\ 

Gela  posé  : 

La  droite  Z  perce  le  plan  P  en  un  point  o ,  et  le  plan  F  en  un  point  o',  et  nous 
savons  que  la  droite  S  est  polaire ,  le  point  o  étant  pôle  pour  la  courbe  g  ;  nous 
savons  de  même  que  la  droite  S  est  polaire ,  le  point  o'  étant  pôle  pour  la  courbe  g'. 
Prenons  sur  la  droite  S  un  point  / ,  nous  pourrons  construire  la  droite  L  qui ,  pas- 
sant par  le  point  o,  sera  polaire  de  la  courbe  g  pour  le  pôle  /,  et  cette  droite  L 
coupera  la  droite  S  en  un  point  f ,  qui  sera  le  pôle  de  la  polaire  V  qui  unit  les 
.  points  /  et  0. 

le  point  /  sera  aussi  le  pôle  d'une  droite  L, ,  qui ,  tracée  dans  le  plan  de  la 
courbe  g',  passera  par  le  point  o\  et  celte  droite  L,  viendra  évidemment  percer  la 
droite  S  au  même  point  /'  (indiqué  ci-dessus)  puisque  les  deux  courbes  g  et  6'  sont 
enveloppées  par  un  même  cône  A. 

¥  PAITU.  51 
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Ce  point  t  sera  le  pâh  de  lu  foUme  L/  qui  unit  te»  points  /  et  o'. 

Cela  posé  : 

CoDSlf oisons  un  qnadrilatère  inscrit  à  \9t  oonrbe  g  et  ayant  se»  côtés  opposés, 
prolongés,  passant  par  les  points  /  et  V^  et  ses  diagonales  se  croîsairt  a»  point  i^ 
Désignant  les  sommets  de  ce  quadrilatère  par  n ,  ti',  m ,  m',  les  diagoaale»  éSainl 
nrn  et  itW,  si  par  le  sommet  9  da  cône  A  ^  et  par  chacuo  des  quatre-  côtés  et.  dw 
deux  diagonales ,  on  iait  passer  un  plan ,  on  aura  six  plans  qui  paseeront ,.  aafveîr  : 
denx  par  la  droite  9I ,  deux  par  la  droite  j<',  deux  par  la  droite  ^'  on  Z  ;  et  ees 
plans  détermineront  sur  la  courbe  6'  quatre  points  n, ,  w/,  ?w,,  m/,  qui  seront  les 
sommets  d'un  quadrilatère  inscrit  à  cette  courbe  S\  et  tel  que  ses  diagonales 
it^m,  et  tt/m/  se  croiseront  au  point  o\  et  que  les  côtés  opposés  étant  prolongea 
passeront  par  les  points  /  et  /'. 

Ces  deux  quadrilatères  forBieront  un  tronc  de  pyramide  quadrangulaire,  com- 
mun à  trois  pyramides  quadrangulaires ,  ayant  respectivement  pour  sommet  les 
points  ^9  /  et  l\  et  les  diagonales  de  ce  tronc  pyramidal  se  croiseront  au  point  s\ 
et  les  diagonales  des  quatre  faces  latérales  se  croiseront  en  des  points  (^i  seront^ 
pour  les  faces  opposées  au  point  / ,  sur  une  droite  X  passant  par  le  point  / ,  et  pour 
les  faces  opposées  au  point  /',  sur  une  droite  Y  passant  par  le  point  <'. 

En  sorte  que  le&  six  faces  du  tronc  pyramidal  forment  trois  groupes  composés 
chacun  de  deux  faces  opposées ,  et  les  points  en  lesquels  se  croisent  les  diagonaiee 
de  ces  six  faces,  sont  distribués  deux  à  de«x  sur  les*  droites  Z,  X,  Y,  passaol 
respectivement  par  le»  sommets  ^jl^l!  des  trois  pyramides  quadrangulaires  qai 
interceptent  entre  elles  le  tronc  pyramidal. 

Si  Ton  projette  sur  un  plan  A  tout  ce  système  de  l'espace  y  on  voU  de  suite  qner 
la  projection  des  arêtes  du  tronc  pyramidal  et  des  sections  coniques  g  et  g'  et 
des  points  /,/',«  et  y  et  de  la  droite  S  et  des  droites  Z,  X,  Y,  etc.,  donnera  une 
figure  dans  laquelle  il  sera  facile  de  lire  de  nouvelles  propriétés  polaires  liant  entre 
elles  deux  sections  coniques  C  et  C  tracées  sur  un  plan  (*). 

Examinons  maintenant  les  propriétés  dont  jouissent  deux  surfaces  du  second 
ordre  lorsqu'elles  peuvent  être  enveloppées  par  un  même  cône. 

De9  relations  polaires  qui  peuvent  exister  entre  deux  surfaces  du  second  ordre. 
607.  Démontrons  d'abord  que  l'on  peat  toujiours  construire  deux  surfaces  du 


n  Vo^z  la  méflioire  qui  a  ^our  titre  :  Des  propriétés  polaires^  de  q^ei^ues-  poiyèdres,  al  qg» 
j'ai  publié  pour  la  première  fois  dans  la  Correspondance  ruatUénuitique  et  physique  des  Pays-Bas. 
Tome  III,  n'  4. 
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Mcondl  ordre  £  et  ty  telles  «qpi'aUes  somit  toutes  deuK  enveloppées  par  un  aiéiiie 
oâneA. 

Poar  cela,  prenons  la  fig.  300 ,  et  conoevODS  par  le  point  q  une  droite  S  de 
direction  arbitraire  dans  Tespace. 

Menons  par  la  droite  S  et  chacun  des  points  b,b^jb\b/^  en  lesquels  la  droite  Q 
perce  les  sections  coniques  C  et  G  des  plans  (S ,  6) ,  (S ,  6,) ,  (S ,  fe') ,  (S ,  6,'). 

Cela  fait ,  menons  par  la  droite  S  et  la  droite  P  un  plan  (S ,  P) ,  et  traçons  dans 
ce  plan  une  section  conique  e  coupant  la  courbe  G  aux  points  e  et  e,. 

Concevons  le  cône  A  ayant  le  point  p  pour  sommet,  et  la  section  conique  e  pour 
base  ou  directrice. 

Cela  posé  : 

Nous  pourrons  faire  tourner  la  courbe  C  autour  de  la  droite  Q  y  de  manière  à 
ce  qa'eu  variant  de  fortne ,  elle  s'appuie  sur  la  courbe  6 1  et  soit  tangente  en  les 
points  fixes  b  et  b^  aux  plans  (S,  b)  et  (S,  b).  Nous  savons  que  par  ce  mode  de 
génération  ou  de  construction ,  on  obtient  une  surface  du  second  ordre  2 ,  tangente 
au  cône  A  suivant  la  courbe  plane  e. 

Cela  posé  : 

Coupons  le  cône  A  par  le  plan  (S ,  P') ,  nous  aurons  trae  section  conique  t' ,  et 
en  faisant  tourner  la  courbe  C  autour  de  la  droite  R ,  de  manière  à  ce  qu'en  chan- 
geant de  forme ,  elle  s'appuie  sur  la  courbe  e'  et  soit  tangente  en  les  points  fixes 
b'  et  b'  aux  deux  plans  (S,  6')  et  (S,  6,') ,  on  obtiendra  une  seconde  surface  du 
second  ordre  'S  tangente  au  cône  A  suivant  la  courbe  plane  e'. 

.  On  voit  de  suite  que  les  droites  S  et  Q  sont  polaires  réciproques^  et  pour  la 
surface  1  et  pour  la  surface  2',  en  sorte  que  ces  deux  surfaces  ont  en  commun  un 
système  de  polaires  réciproques. 

Il  est  facile  de  voir  que ,  lonsque  Ton  considère  les  deux  surfaces  1  et  £\  et  non 
plus  ^ttlement  les  deux  courbes  C  et  C',  le  point  q  est  remplacé  par  la  droite  S  et 
que  les  droites  P ,  F,  P, ,  P/,  R,  B',  sont  remplacées  par  les  plans  (S,P),  (S,  F) , 
(S,  P,) ,  (S,  P^'),  (S,  R),  (S,  R') ,  et  que  les  cordes  de  contact  ee^ ,  ee^^  ii^ ,  i'i/, 
sont  remplacées  par  des  courbes  planes  e ,  «%  J  »  J%  qui  sont  respectivement  les 
courbes  de  contact  <tes  surfaces  2  et  2^  et  du  cône  A  ayant  son  sommet  an  point  p^ 
et  du  cône  A'  ayant  son  sonuoet  au  point  p\ 

Lorsque  les  courbes  C  et  C  se  coupeot  e&  deux  points  comme  dns  la  fig.  31 2 , 
elles  donneront  naissance  à  deux  surfaces  du  second  ordre  2  et  2'  se  coupant 
NÎvant  une  courbe  plane  dont  le  pian  aéra  (S ,  I) ,  et  «es  tdaon  âufaces  wront 
eiivtlmyrtm  par  lui  cône  A  aywt  eon  «onmet  au  poÎAt  |i. 
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Lorsque  les  courbes  C  et  C  se  coupent  en  quatre  points,  comme  dans  la 
fg.  308  bis ,  elles  donneront  naissance  à  deux  surfaces  du  second  ordre  1  et  1\ 
qui,  pour  être  enveloppées  par  deux  cônes,  ayant  Tun  son  sommet  au  point  p" 
et  Tautre  son  sommet  au  point  p"\  devront  se  couper  suivant  deux  courbes  planes 
dont  les  plans  passent  par  les  diagonales  bb'  et  aa'  du  quadriialère  inscrit  ;  et , 
dans  ce  cas,  la  droite  S  devra  passer  par  le  point  fj[  en  lequel  ces  diagonales 
se  croisent.  Dès  lors  les  courbes  suivant  lesquelles  les  deux  surfaces  £  et  2' 
s'entrecoupent,  se  coupent  en  deux  points  z  et  s'  situés  sur  la  droite  S,  et 
pour  ces  points  z  et  z',  les  deux  surfaces  2  et  2'  ont  deux  plans  tangents  com- 
muns, ou,  en  d'autres  termes ,  les  deux  surfaces  2  et  2'  se  touchent  en  ces  deux 
points  z  et  %'. 

lorsque  les  courbes  C  et  G'  se  coupent  en  deux  points  et  se  touchent  en  un 
point,  comme  dans  la  fig.  313,  elles  donneront  naissance  à  deux  surfaces  du 
second  ordre  2  et  2^  qui  seront  enveloppées  par  un  seul  cône  ayant  son  sommet 
au  point  p,  et  ces  deux  surfaces  se  toucheront  au  point  6,  et  se  couperont  suivant 
une  courbe  plane  dont  le  plan  passera  par  la  corde  zz'. 

On  voit  donc  par  ce  qui  précède ,  que  lorsque  deux  surfaces  du  second  ordre 
sont  enveloppées  par  un  cône ,  elles  peuvent  être  : 

1*  Extérieures  Tune  à  Tautre  et  n'avoir  aucun  point  commun. 

2*  Extérieures  Tune  à  Tautre  et  se  toucher  par  un  point. 

3*  Se  couper  suivant  une  seule  courbe  plane. 

i""  Se  toucher  en  un  point  et  se  couper  suivant  une  courbe  plane. 

6*  Se  couper  suivant  deux  courbes  planes  se  coupant  en  deux  points ,  qui  sont 
en  même  temps  deux  points  de  contact  des  surfaces. 

Deux  surfaces  du  second  ordre  peuvent  se  couper  suivant  des  courbes  planes , 
et  cependant  n'être  point  enveloppées  par  un  cône  ;  cela  arrivera  toutes  les  fois 
que  les  deux  surfaces  auront  en  commun  un  système  de  polaires  réciproques. 

Ainsi  en  considérant  les  fig.  310,  ou  312,  ou  314,  les  courbes  G  etG^  pour- 
ront donner  naissance  à  deux  surfaces  du  second  ordre  2  et  2^  se  coupant  sui- 
vant deux  courbes  planes ,  et  ne  pouvant  pas  être  cependant  enveloppées  par  un 
même  cône. 

Mais  les  deux  courbes  planes  S  et  |%  suivant  lesquelles  s'entrecouperont  les 
deux  surfaces  2  et  2^  pourront  être  enveloppées  par  deux  cônes  dont  la  droite  Z 
unissant  les  sommets  de  ces  cônes  sera  (pour  Tune  et  l'autre  surface  2  et  ^') 
la  polaire  réciproque  de  la  droite  S  suivant  laquelle  se  coupent  les  plans  des 
courbes  l  et  (^ 

608.  Ge  qui  vient  d'être  énoncé  ci-dessus  nous  permet  de  considéœr  les  deux 
sections  coniques  G  et  G'  (ayant  entre  elles  les  relations  de  position  indiquées  par 
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les  fig.  308  bi$,  309,  310,  311,  312,  313,  314,  315  et  316),  eomme  étant  la 
section  faite  dans  le  système  de  deux  surfaces  du  second  ordre  2  et  2'  par  un  plan 
diamétral  principal ,  commun  à  ces  deux  surfaces. 

Et  dès  lors  nous  pourrons,  dans  toutes  ces  figures,  comme  nous  allons  le  faire 
pour  \9ifig.  308  bis ,  regarder  les  courbes  {sections  coniques)  C  et  G',  se  coupant  en 
quatre  points  a,  a',  6, 6',  comme  appartenant  à  trois  systèmes  différents  entre  eux 
et  composés  chacun  de  deux  surfaces  du  second  ordre,  ayant  le  plan  de  ces 
courbes  C  et  G^  pour  plan  diamétral  principal  commun. 

Et  en  effet  : 

Nous  pourrons  :  1""  concevoir  deux  surfaces  du  second  ordre  1  et  2'  se  cou- 
pant suivant  deux  courbes  planes  projetées  orthogonalement  suivant  les  côtés 
opposés  fig.  308  bisj  ab  et  afb'  du  quadrilatère  inscrit.  Ges  deux  courbes  (ab) 
et  (a'6')  seront  enveloppées  par  deux  cônes  ayant  pour  sommets  respectifs  les 
points  9^  et  9,. 

Nous  pourrons  :  2''  concevoir  deux  surfaces  du  second  ordre  £.  et  2/  se  cou* 
pant  suivant  deux  courbes  planes  projetées  orthogonalement  suivant  les^  côtés 
opposés  ab*  et  afb  du  quadrilatère  inscrit  ;  et  les  sommets  des  cônes  enveloppant 
les  courbes  (ab^  et  (a!b)  seront  les  points  q'  et  q. 

Nous  pourrons  :  3''  concevoir  deux  surfaces  du  second  ordre  I,  et  S/  se  cou- 
pant suivant  deux  courbes  planes  projetées  orthogonalement  suivant  les  diago- 
nales bb'  et  aaf  du  quadrilatère  inscrit ,  et  les  sommets  des  cônes  enveloppant  les 
courbes  {bb^  et  (aaf)  seront  les  points  9  et  9, . 

Ainsi ,  deux  sections  coniques  tracées  sur  un  plan ,  peuvent  être  considérées 
comme  la  projection  orthogonale  de  deux  sections  planes  d'un  cône,  et  en  même 
temps  comme  la  section  faite  dans  plusieurs  systèmes ,  composés  chacun  de  deux 
surfaces  du  second  ordre ,  par  un  plan  diamétral  principal  commun  à  chacun  de 
ces  systèmes.  Dès  lors  les  propriétés  polaires  de  deux  sections  coniques  tracées 
sur  un  plan,  seront  les  projections  sur  ce  plan  des  propriétés  de  relation  de  posi- 
tion, qui  existent,  soit  entre  les  intersections  planes  de  deux  cônes  du  second 
ordre,  soit  entre  les  intersections  planes  des  divers  systèmes  qui  peuvent  exister 
et  qui  seront  composés  chacun  de  deux  surfaces  du  second  ordre,  ayant  un 
même  plan  diamétral  principal. 

• 
Des  propriétés  polaires  qui  peuvent  exister  entre  trois  sections  coniques 

tracées  sur  un  plan. 

609.  Pour  trouver  les  propriétés  polaires  qui  peuvent  exister  entre  trois 
sections  coniques   tracées  sur  un  plan,   nous  pourrons  :  1*  considérer  deux 
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sections  coniques  C  et  C  tracées  sqt  un  phin,  pris  pour  plan  horizontal  da 
projection,  comme  étant  les  bases  de  deux  oônes,  saToir  :  la  oouite  C  d'un 
cône  A  et  la  courbe  C  dun  cône  A%  ces  cônes  A  et  À'  étant  tels  qu*ih  aient 
deux,  plans  tapgents  communs ,  ou  im  système  ooonnnn  de  polaires  réciproqves  ; 
dès  lors  ces  deux  cônes  A  et  A'  se  couperont  suivant  deux  courbes  planes  C,  et  C,, 
qui  se  projetteront  horizontalement  suivant  deux  sections  oomques  C,^  et  C/; 
et  eu  projetant  les  relations  de  position  qu'il  sera  facile  d'étadier  sur  tes  deux 
cônes  qui  relient  entre  elles  les  courbes  G,  C,  C,  et  G, ,  et  les  sommets  $  et  tf 
de  ces  cônes,  on  pourra  énoncer,  sans  difficulté  aucune,  toutes  les  propriétés 
polaires  qui  lient  les  courbes  G  et  G'  avec  Tune  seulement,  ou  avec  les  deux 
courbes  G,*  et  G/. 

On  peut  encore  2*  considérer  les  retations  de  positions  qui  existent  entpe 
trois  sections  planes  G,  C,  G'',  d'une  surface  du  second  ordre  2,  et  les  pro* 
jeter  sur  un  plan ,  et  Ton  déterminera  facilement  par  ce  moyen  les  propriétés 
polaires  qui  peuvent  exister  entre  trois  sections  coniques  G*, G'*,  G"*,  tracées 
sur  un  plan  (*). 

Pour  que  le  plan  sur  lequel  sont  tracées  trois  sections  coniques  C^,  C^,  G''*, 
joue  par  rapport  à  ces  courbes  le  même  rôle  que  la  surface  du  second  oidre  E^ 
sur  laquelle  se  trouvent  données  trois  sections  planes  G ,  C,  G",  il  faut  q«e  les 
courbes  G'^,  G'*,  G^^,  soient  iiéei  l'une  à  l'autre  par  les  retaiiom  géométriqms  qui 
existent  forcément  entre  les  courbes  G ,  C ,  C^  en  vertu  de  ce  que  ces  trois 
courbes  G,  G',  C'\  sont  les  sections  planes  d'une  surface  du  second  ordre. 

Or  j'ai  démontré  le  premier,  et  par  la  Géométrie  descriptive  j  en  4814,  dans 
le  tome  III,  n"*  I*'  de  la  Correspondance  de  V école  polytechnique ,  publiée  par 
HjLcaETTE ,  que  si  l'on  avait ,  sur  une  surface  du  second  ordre  S ,  trois  sections 
planes  G,  G',  G",  telles  qu'eUes  puissent  être  envdoppées  deux  à  deux  par 
un  cône ,  oes  trois  courbes  pourraient  dès  lors  être  envdoppées  par  m  eônes 
dont  les  sommets  seraient  distribués  trois  à  trois  sur  quatre  droites  situées  dans 
un  même  plan. 

Ge  système  de  l'espace  étant  projeté  sur  un  plan  P ,  nous  donnera  pour  condi- 
tion à  exister  entre  trois  sections  coniques  G*,  G*,  G"*,  tracées  sur  oe  plan  P  et 
pour  que  ce  plan  P  joue  par  rapport  à  ces  courbes  le  rôle  d'une  surface  de  second 
ordre,  la  condition  suivante ,  savoir  :  que  les  trois  points  en  lesquels  se  coupent 


(♦)  Voyez  dans  la  Correspondance  de  mathémathiques  et  de  physique  des  Pays-Bas^  les  mémoires 
dans  lesquels  je  me  suis  occupé  des  relations  polaires  qui  existent  entre  les  trois  sections  planes 
d'une  surface  du  second  ordre ,  et  des  relations  polaires  qui  existent  entre  les  hu(t  sections  oimiques 
tangentes  à  trois  sections  planes  d^une  surface  du  second  mUre. 
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deux  à  deux  les  tangentes ,  extérieures ,  menées  à  ces  courbes  combinées  deux  à 
deux ,  soient  en  ligne  droite. 

Lorsque  cette  condition  sera  remplie ,  les  trois  courbes  C*,  C'*,  C"*,  jouiront  de 
propriétés  polaires  qui  seront  les  projections  des  relations  de  position ,  reconnues 
exister  entre  trois  sections  planes  d'une  surface  du  second  ordre. 

610.  Nous  ferons  observer  en  terminant  ce  chapitre,  qu'il  existe  une  corréla- 
tion remarquable  entre  les  propriétés  polaires  des  sections  coniques  et  les  pro- 
priétés des  transversales ,  corrélation  facile  à  saisir,  en  vertu  du  mode  de  recherche 
et  de  démonstration  que  nous  avons  employé,  savoir  :  celui  des  projections. 
Et  en  effet ,  on  doit  se  rappeler  que ,  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage , 
nous  avons  considéré  les  transversales  comme  la  projection  d'un  système  de  droites 
de  l'espace ,  données  par  les  intersections  de  divers  plans  ayant  entre  eux  certaines 
relations  de  position ,  et  nous  avons  fait  voir  que  les  propriétés  des  transversales  se 
déduisaient  en  définitive  de  la  solution  graphique  du  problème  de  l'intersection 
de  deux  plans. 

Et  par  ce  qui  précède  on  voit  :  1*  que  les  propriétés  polaires  de  deux  sections 
coniques  tracées  sur  un  plan ,  se  déduisent  en  définitive  de  la  solution  graphique 
du  problème  de  la  section  faite  dans  un  cône  du  second  ordre  par  un  plan  ; 
et  2*  que  les  propriétés  polaires  de  trois  sections  coniques  tracées  sur  un  plan , 
se  déduisent  aussi  en  définitive  de  la  solution  graphique  du  problème  de  Tinter- 
section  de  deux  cônes  du  second  ordre ,  s' entrecoupant  suivant  deux  courbes 
planes.   • 
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PRÉFACE. 


Dans  ce  nouvel  ouvrage  sur  la  géométrie  descriptive ,  que  je  livre  à  Texamen  de 
ceux  qui  aiment  et  cultivent  avec  intérêt  la  science  de  l'espace  figuré ,  je  me  suis 
proposé  deux  buts  que  j'exposerai  un  peu  plus  loin. 

Ainsi  qu'on  le  sait ,  j'ai  appuyé  j  dans  le  Cours  de  géométrie  descriptive  publié  en 
1844 ,  toutes  les  propriétés  des  sections  coniques  sur  les  théorèmes  que  l'on  doit  à 
MM.  Quetelet  et  Dandelin  {*);  ces  théorèmes  sont  relatifs  aux  foyers  y  à  la  tangente 
et  axa  focales. 

Les  démonstrations  données  par  les  deux  savants  géomètres  de  Belgique  sont 
d'autant  plus  remarquables ,  qu'outre  leur  simplicité  et  la  facilité  avec  laquelle  les 
trois  sections  coniques  se  trouvent  soumises  à  un  même  mode  de  recherche  géomé- 
triqucy  elles  sont  comme  un  reflet  de  la  géométrie  antiqtie.  Et  en  effet,  il  est  impossible 
de  ne  pas  se  dire ,  après  avoir  lu  leurs  mémoires  imprimés  dans  les  Actes  de  l'aca- 
démie de  Bruxelles ,  que  les  géomètres  anciens  auraient  pu  dire  tout  ce  qu  ils  ont 
dit  y  attendu  que  les  anciens  géomètres  savaient  et  connaissaient  parfaitement  bien 
tous  les  théorèmes  qui  conduisent  MM.  Quetelet  et  Dandelin  à  démontrer,  ainsi  qu'ils 
l'ont  fait  : 

i*  Que  la  sphère  inscrite  à  un  cône  droit  (ou  de  révolution)  et  à  un  plan  sécant 
touche  ce  plan  en  le  foyer  de  la  conique  y  section  faite  dans  le  cône  par  ce  plan  ;  ou , 
en  d'autres  termes  et  par  déduction ,  que  pour  une  section  conique  à  deux  foyers 
'a  somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  est  constante  ; 

9!"  La  propriété  des  directrices ,  propriété  qui  appartient  aux  trois  courbes  ,  en 
remarquant  que  la  parabole  n'a  qu'une  seule  directrice; 


(*)  Nous  sommes  dans  Thabitude  de  désigner  ces  théorèmes  sous  le  nom  de  théorèmes  de  MM.  Quetelet 
et  Dandelin  ;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  c*est  à  M.  Dandelin  que  l'on  doit  le  théorème  des  foyers  et 
des  tangentes  \  un  peu  plus  tard  M.  Quetelet  démontra  la  propriété  des  focales ^en  se  servant  de  la  sphère 
inscrite  au  cône  droit  et  au  plan  sécant,  mode  de  démonstration  que  l'on  doit  à  M.  Dandelin. 

Je  viens  d'apprendre  la  mort  de  M.  Dandelin  ;  c'est  une  perte  bien  regrettable  pour  la  géométrie 
qu'il  cultivait  avec  un  grand  talent.  M.  Dandelin ,  colonel  du  génie  belge  et  membre  de  Tacadémie  royale 
des  science  de  Bruxelles ,  est  décédé  en  mars  4  847. 


3*  La  propriété  dont  jociit  la  tangente  à  une  section  conique,  savoir  qu'eDe  divise 
en  deux  parties  égales  Tangle  des  deux  rayons  vecteurs  ; 

i""  L'existence  des  courbes  focales  et  les  propriétés  géométriques  dont  elles 
jouissent. 

Car  toutes  ces  propriétés  fondamentales  des  sections  coniques  sont  démontrées 
par  MM.  Quetelet  et  Dandelin ,  en  s'appuyant  sur  ce  que  : 

1  "^  Un  cône  droit  est  tangent  à  une  sphère  suivant  un  cercle  ; 

2*  Un  plan  tangent  en  un  point  d'une  sphère  contient  les  tangentes  à  tous  les 
cercles ,  grands  ou  petits ,  tracés  sur  la  sphère  et  se  croisant  en  ce  point  ; 

3""  Les  tangentes  menées  par  un  point  extérieur  à  une  sphère  sont  égales;  et 
les  tangentes  menées  à  un  cercle  et  par  un  point  pris  sur  le  plan  de  ce  cercle  sont 
•égales; 

4*  Le  plan  tangent  à  un  cône  de  révolution ,  suivant  une  génératrice  droite , 
contient  les  tangentes  aux  courbes  planes  tracées  smc  le  cône  et  se  coupant  en  am 
point  de  la  génératrice  de  contact. 

Cette  dernière  propriété  n*"  4  était  connue  des  géomètres  grecs,  mais  ils  ne  s'en 
sont  point  servis  dans  leurs  recherches  géométriques ,  tandis  que  les  géom^res  mo- 
dernes ont  fait  un  emploi  fréquent  du  plan  tangent;  et  nous  devons  aussitôt  ajouter 
à  ce  qui  précède  :  la  propriété  du  plan  tangent  en  un  point  d'un  cône  était  connue 
des  géomètres  avant  l'invention  admirable  due  à  Desgârtes,  et  ainsi  avant  l'applica- 
tion de  Talgèbre,  ou  àdY  analyse  j  à  la  géométrie;  quelques  géomètres  s'en  sont  servis 
dans  leurs  recherches  ;  mais  ce  n'est  qu'après  Descartbs  ,  et  en  se  servant  de  l'ana- 
lyse infinitésimale  appliquée  à  la  géométrie ,  que  l'on  a  démontré  que  le  plan  tangent 
en  un  point  d'une  surface  quelconque ,  contenait  les  tangentes  à  toutes  les  courbes 
qui ,  tracées  sur  cette  surface ,  se  croisent  au  point  considéré  (^) ,  et  c'est  depuis 
cette  époque  que  l'emploi  du  plan  tangent  est  devenu  familier  dans  les  recherches 
géométriques. 

(*)  4«  Les  anciens  géomètres  devaient  savoir  que  le  plan  tangent  contenait  les  tangentes  à  tous  les 
cercles  qui ,  tracés  sur  la  surface  d'une  sphère ,  se  croisaient  en  un  point. 

Et  en  eflét ,  les  anciens  géomètres  disaient  : 

La  tangente  en  un  point  du  cercle  est  perpendiculaire  au  rayon  passant  par  ce  point  ; 

Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  sphère  est  perpendiculaire  au  rayon  passani  par  ce  point. 

Et  ils  démontraient  que  la  tangente  au  cercle  et  le  plan  tangent  à  la  sphère ,  définis  ainsi  qu'on  vient 
de  le  dire,  étaient  tels  que  la  tangente  et  le  cercle ,  que  le  plan  tangent  et  la  sphère,  n'avaient  qu'un 
seul  point  en  commun,  qu'ils  appelaient  point  de  contact  ;  et  ils  démontraient  que  telle  était  la  relation 
de  position  entre  le  cercle  et  sa  tangente ,  entre  la  sphère  et  son  plan  tangent  en  un  pointjm,  en  démon- 
trant que  si  l'on  menait  par  le  centre  o  du  cercle  ou  de  la  sphère ,  une  ohlique  au  rayon  om ,  et  coupant 
le  cercle  en  un  point  â?  et  sa  tangente  en  un  point  y,  ou  coupant  la  sphère  en  un  point  x  et  son  plan  tan- 
gent en  un  point  y,  on  avait  toujours  \  ox<oy. 

De  cette  proposition,  les  anciens  géomètres  pouvaient  très^acilement  arriver  à  la  conséquence  suivante. 
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Ainfii  y  nou6  pouvons  dire  que  les  géomètres  anciens ,  et  surtout  ceux  qui  vivaient 
du  temp»  de  DescAUfes ,  auraient  pu  donner  les  démonstrations  géométriques  que 
nous  devons  à  MM.  Qaetelet  et  Dandelin ,  et  dès  lors  nous  avons  pu  dire  en  toute 
vérité  que  ces  démonstrations  étaient  comme  un  reflet  de  la  géométrie  antique  j  reflet 
vraiment  remarquable. 

Toutefois ,  les  solutions  géométriques  de  MM.  Quetelet  et  Dandelin  ne  me  satis- 
feisaientpas,  pan^  (pleines  n'étaient  pas  dans  Tesprit  de  la  géométrie  descriptive , 
qui  seule  mérite  le  nom  de  géométrie  moderne. 

Lorsque  je  me  proposai  d'écrire  sur  la  géométrie  descriptive ,  avec  des  vues  que 
je  puis  (fire  iioufvdies  j  quoiqu'elles  ne  fussent  réellement  que  la  continuation  de 

savoir  :  que  si  par  un  point  m  d*une  sphère  S  on  faisait  passer  un  plan  tangent  T  et  une  suite  de  plans 
sécants  P,  P',  F',...  coupant  la  sphère  S  suivant  des  cercles  G ,  C\  G",...  et  le  plan  T  suivant  des  droites 
9 ,  B\  6",...  les  droites  d,  è\  6",...  étaient  respectivement  tangentes  en  le  point  m  aux  cercles  G ,  G',  G'',... 
car  ils  savaient  que  si  du  centre  o  de  la  sphère  Son  abaissait  des  perpendiculaires R ,  R',  R",...  sur  les 
plans,?,  P',  P^',...  ces  normales  perçaient  ces  plans  en  des  points  r,  r',  r"»...  qui  étaient  les  centres 
respectifs  des  cercles  G,  G',  G",...  et  que  les  droites  B ,  d',  a",...  étaient  respectivement  perpendiculaires 
aux  plans  (m,  R),  (m,R')»  (m,  R"}v  en  sorte  que  les  droites  9,  9'«  B",..,éiaieïii  respectivement  perpen- 
diculaires aux  rayons'mr ,  mP,  nvr^\.,,  des  cercles  G ,  G',  G",...  et  que  dès  lors  ces  droites  B ,  B\  6",... 
é  taient  les  tangentes  respectives  des  cercles  G,  G^  G",...  pour  le  point  m. 

2«  D*après  le  mode  de  démonstration  alors  adopté ,  les  anciens  géomètres  pouvaient  démontrer  très- 
facilement  que  le  plan  tangent  T  en  un  point  m  d*un  cône  droit  à  ou  d'un  cône  oblique  a'  à  base  circu- 
laire j  contenait  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  planes  qui  ^  tracées  sur  ce  cône  â  ou  a',  se  croisaient 
au  point  m. 

Et  en  effet  : 

Désignant  par  G  le  cercle  base  du  cône  droit  a  ou  du  cône  oblique  a',  par  $  le  sommet  de  ce  cône ,  on 
savait  que  tout  plan  X  parallèle  à  la  base  coupait  le  cône  suivant  un  cercle  i";  par  conséquent  faisant 
passer  le  plan  X  par  le  point  m,  on  avait  pour  section  dans  Tun  ou  l'autre  cône  un  cercle  /,  et  Ton  savait 
que  la  droite  qui  unissait  le  sommet  $  du  cône  et  le  centre  o  du  cercle  base  G,  coqpait  le  plan  X  en  un 
point  d ,  centre  .du  cercle  /•    #  • 

Dès  lors,  menant  par  le  sommet  $  et  le  point  m  une  droite,  on  avait  une  génératrice  droite  du  cône  a  ou 
A\  laquelle  coupait  le  cercle  base  G  en  un  point  n ,  et  les  rayons  'an  et  dm  des  cercles  G  et  /  étaient  évi- 
demment parallèles;  dès  lors  les  tangentes  I  en  n  au  cercle  G  et  d  en  m  au  cercle  i  étaient  parallèles;  dès 
lors  les  trois  droites  t,  B  et  sm  étaient  dans  on  même  plan  T,  qui  était  dit  plan  tangeni  en  m  au  cône 
A  ou  a'. 

Gela  dit  : 

Si  le  plan  T  coupait  par  hasard  le  cône  a  ou  a'  en  d'autres  points  que  ceux  situés  sur  la  génératrice  droite 
«iïj^dlte  génératrice  de  contact,  en  désignantcepointpar  Ar,on  pouvait  mener  par  ce  pointer  un  phni  Y  pa- 
rallèle au  plan  X  et  coupant  le  cône  a  ou  A'saivant  us  cercle  /y  etlag^ératrioe  «ôTen  un  point  m' et  le 
plan  T  suivant  unç  droite,0',  et  la  droite  êo  en  utt  point  4^,«entre  du  oevele  /;  |^  eftnsétiuent  ^  ladroisclie' 
étant  perpendiculaire  à  l'exlrémîlé  du  rayon  4fm'  du  eercle  ^,  ne  pouvait  couper  ce  cercle  en  un  point  s 
aatre  qnrle  pohit  m'. 

Odla  posée 

MenMit  par  le.poii^t  m  \m  plaii  ablnpe.  gueloonque  B,  il  oèupâil^^lè'eèlld  a  e^  à'  suivant  tkne  ocf- 
nique  C ,  et  le  plan  T  suivant  une  droite  x  qui ,  d'après  cequi  pudeède ,  ne  potftàit  àtoif  du  commun  avec 
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celles  de  Monge,  fondateur  dé  cette  science  (*),  je  dis  en  1834  à  M.  Quetelet,  que 
je  baserais  toutes  les  recherches  touchant  les  propriétés  géométriques  des  sections 
coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre  sur  les  iliéorèmes  belges ,  c'est-à-dire  sur  le 
mode  de  démonstration  employé  par  lui  et  M.  Dandelin  (mon  ancien  camarade  à 
rÉcole  polytechnique  ) ,  pour  la  manifestation  des  propriétés  principales  des  sections 
coniques. 

C'est  ainsi  que  j'ai  procédé  dans  la  rédaction  de  l'ouvrage  que  j'ai  publié  sous 
le  titre  :  ùmrs  de  géométrie  descriptive. 

Mais  tout  honmie  impartial  reconnaîtra  sans  peine ,  qu'à  part  les  théorèmes  rela- 
tifs aux /oj/er« ,  à  la  tangente  (divisant  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  en  deux 


la  courbe  C  d^autres  points  que  le  point  m,  et  d'après  la  définition  adoptée  la  droite  x  était  bien  la  tangente 
au  point  m  à  la  conique  C.  « 

Mais,  en  partant  de  la  définition  de  la  tangente ,  savoir  :  que  c'était  une  droite  qui  n'avait  en  commun 
avec  une  courbe  qu'un  seul  point ,  les  anciens  géomètres  pouvaient  bien  démontrer  le  théorème  relatif  au 
plan  tangent  en  ud  point  d*une  sphère  et  en  un  point  d'un  cône  droit  ou  d'un  cône  oblique  à  base  circu- 
laire, tant  qu'ils  ne  considéraient  que  des  courbes  planes  tracées  sur  ces  surfaces;  mais  ils  ne  pouvaient 
pas  démontrer  que  le  plan  tangeot  contenait  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  à  double  courbure  tracées 
sur  les  surfaces  coniques  et  sphériques  et  se  croisant  au  point  de  contact;  et  à  plus  forte  raison  ils  igno- 
raient que  cette  propriété  du  plan  tangent  existait  pour  toutes  les  surfaces,  quel  que  fût  leur  mode.de 
génération. 

Pour  arriver  à  la  démonstration  du  théorème  général  énoncé  ci-dessus ,  il  fallait  que  la  géométrie  entrât 
dans  une  voie  nouvelle  et  fût  amenée  à  considérer  une  courbe  comme  étant  la  limite  d'un  polygone,  dont 
les  côtés  pouvaient  devenir  tnd^/fntment  petits;  en  sorte  que  l'on  pouvait,  dans  les  recherches  géomé- 
triques, remplacer  et  rigoureusement  une  courbe  par  un  polygone  d'un  nombre  infini  de  côtés ,  chaque 
côté  étant  infiniment  petit,  ce  polygone  prenant  le  nom  de  polygone  infinitésimal. 

Si  les  géomètres  anciens  ont  quelquefois  employé  les  considérations  de  Vespace  pour  résoudre  certains 
problèmes-plans ,  et  ainsi ,  si  pour  résoudre  un  problème  relatif  à  des  lignes  tracées  sur  un  plan ,  ils 
ont  considéré  un  système  de  lignes  qui,  situées  dans  l'espace,  donnaient  pour  projection  le  système 
plan  proposé,  ils  n'ont  jamais  employé  la  considération  du  plan  tan^nt ,  parce  qu'à  ce  sujet  leurs 
connaissances  géométriques  étaient  très-bornées  ;  c'est  ainsi  qu'ÀRCHiMÈDB  vit  bien  que  sa  spirale  était  la 
projection  sur  un  plan  de  la  spirale  à  double  courbure,  qui  était  l'intersection  d'un  cône  droit  et  d'un  filet 
de  vis  carrée ,  mais  il  ne  put  pas ,  et  ne  pouvait  pas ,  trouver  la  construction  de  la  tangente  en  un  point 
de  sa  courbe  plane ,  en  la  déduisant  de  la  construction  de  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe  à  double 
courbure ,  parce  que  s'il  .connaissait  le  plan  tangent  en  un  point  du  cône  droit,  il  ignorait  la  construction 
du  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface  gauche. 

(*)  Je  puis  dire  que  mes  vues  en  géométrie  descriptive  étaient  nouvelles ,  car  tous  les  savants  qui  ont 
écrit  après  Monge  sur  cette  science,  ont  toujours  considéré  la  géométrie  descriptive  comme  n'étant  propre 
qu'à  construire  les  résultats  géométriques  donnés  par  Vanalyse\  donnés  par  la  géométrie  des  anciens, 
ou  donnés  par  la  méthode  de  l'involution  de  six  points  (propriétés  géométriques  très- restreintes,  très- 
limitées,  puisqu'elles  ne  peuvent  s'appliquer  qu'aux  sections  coniques) ,  cette  méthode  est  due  à  Db&4bgiM 
(citoyen  lyonnais)  ;  après  lui  Carnot  en  fit  de  très-remarquables  applications  ;  ou  donnés  par  la  méthode 
plus  générale ,  dite  :  des  proportions  harmoniques  ^  employée  par  Labibb  et  dont  plusieurs  géomètres  se 
sont  servis  avec  succès  dans  ces  derniers  temps. 
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parties  égales) ,  aux  directrices  et  anxfocales^  toutes  les  autres'propriétés  des  courbes 
du  second  ordre  j  et  en  général  toutes  les  recherches  géométriques  touchant  les 
autres  courbes  et  les  surfaces  diverses  dont  on  a  étudié  les  propriétés  dans  T  ouvrage 
dont  il  s'agit ,  sont  établies  d'après  les  vrais  principes  de  la  géométrie  descriptive , 
tels  que  Monge  nous  les  a  enseignés^  principes  qui  sont  tout  autres  que  ceux  ensei- 
gnés par  les  géomètres  anciens. 

Car  si  Ton  veut  réfléchir  un  instant  sur  les  méthode  des  anciens  géomètres ,  on 
verra  bientôt  qu'elles  s'appliquaient  essentiellement  aux  problèmes  de  relations 
métriques;  les  anciens  n'avaient  pas  compris  et  n'avaient  pas  connu  la  science  des 
relations  de  position  ;  or  cette  science  est  précisément  celle  que  Monge  a  nommée 
géométrie  descriptive.  La  géométrie  des  relations  de  position  est  due  aux  géomètres 
modernes ,  et  c'est  celle  que  j'ai  désignée  ci-dessus  par  le  nom  de  géométrie  tna- 
deme  (*). 

Et  lorsque  je  dis  que  les  anciens  géomètres  n'avaient  pas  connu  la  géométrie 
descriptive  je  ne  veux  pas  dire  qu'ils  n'ont  jamais  «nployé  des  méthodes  analogues 
à  celles  de  la  géométrie  descriptive  pour  la  solution  de  certains  problèmes  traités 
par  eux.  Mais  autre  chose  est  d'employer  une  méthode  particulière  pour  la  solution 
de  quelques  problèmes  du  même  genre ,  et  autre  chose  est  de  faire  de  cette  méthode 
un  moyen  de  recherche  pour  un  grand  nombre  de  questions  géométriques ,  et  sur- 
tout de  déterminer  les  genres  de  questions  géométriques  qui  sont  du  domaine  de 
cette  méthode. 

Or  c'est  ce  que  Momgb  a  fait ,  et  persoime  ne  peut  le  nier  ;  personne  ne  peut  mettre 
en  doute  que  Monge  ne  comprît  parfaitement  la  puissance  de  sa  méthode  géomé- 
trique, la  méthode  des  projections  j  quoiqu'il  n'ait  pas  publié  tout  ce  qu'il  lui  devait 
pour  les  recherches  qu'il  nous  a  données  sous  une  autre  forme  dans  son  grand 
ouvrage  sur  l'analyse  appliquée  à  la  géométrie;  car  Monge  dit  positivement ,  dans 
l'ouvrage  qui  a  pour  titre  :  Développements  sur  l'enseignement  adopté  pour  Fécale  cmt> 
traU  des  travaux  publics ^  et  qui  a  été  imprimé  par  ordre  du  comité  de  salut  public: 

a  Delà  géométrie  descriptive. 

»  La  géométrie  descriptive  est  une  langue  nécessaire  et  commune  à  l'homme  de 
»  génie  qui  conçoit  un  projet ,  aux  artistes  qui  doivent  en  diriger  l'exécution ,  et 
»  aux  ouvriers  qui  doivent  l'exécuter.  Cette  langue ,  susceptible  de  précision ,  a 
»  encore  l'avantage  d'être  un  moyen  de  rechercher  la  vérité  et  d'arriver  à  des  ré- 
»  sultats  inconnus  ;  comme  toutes  les  autres  langues ,  elle  ne  peut  devenir  familière 

« 

(*)  Les  Allemands  donnent  à  la  géométrie  descriptive  le  nom  de  géométrie  française.  Pour  eux,  la  coq- 
oaiasQOce  complète  de  cette  scieqce  date  de  4  94  5. 
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»  que  par  Tusage  habituel  ;  ainsi ,  pendant  les  trois  années  que  durera  le  oonrs 
)>  d'instruction  dans  l'école  centrale  des  travaux  publics ,  les  élèves  la  pratiqueront 
»  continuellement.  » 

Ainsi  j  on  ne  peut  nier  que  Monge  ne  regardât  la  méthode  des  frejeclions  j  en  on 
ttot  la  géùméirie  descriptive  (*) ,  comme  pouvant  conduire  à  la  découverte  et  à  la 
démonstration  de  vérités  géométriques  nouvelles. 

Mais  écoutons  ce  que  dit  Garnot  dans  son  rapport  (**)  lu  le  23  mars  1 81 2 ,  à 
la  classe  des  sciences  physiques  et  mathématiques  de  l'Institut ,  sur  Touvrage  de 
BàOBxm ,  ayant  pour  titre  :  Supplément  à  la  géométrie  descriptive  de  Momge. 

«  Le  but  de  la  géométrie  descriptive  est  de  représenter  sur  des  surfaces  planes 
»  qui  n'ont  que  deux  dimensions ,  les  objets  qui  en  ont  trois  ^  et  réciproqu^oieat 
»  de  retrouver  la  forme  de  ces  objets  à  trois  dimensions  y  d'après  les  dessins  qui  les 
»  représentent  sur  ces  surfaces  planes. 

»  Le  moyen  qu'on  emploie  pour  y  parvenir  consiste  à  faire  sur  ces  plans  les 
»  projections  des  corps  proposés. 

»  La  soiraoe  des  projections,  en  général ,  se  divise  en  deux  branches,  dont  Tune 
%  est  l'exécution  raisonnée  mais  purement  graphique  de  ces  projections ,  et  TautrQ 
»  est  leur  théorie  puremrat  analytique. 

»  Qumque  ces  deux  branches  de  la  même  scimce  ne  soient,  à  proprement 
»  parler,  que  deux  méthodes  difE6rentes  de  traiter  les  mêmes  questions ,  leurs  pre* 
»  cédés  respectifs  ont  entre  eux  si  peu  d'analogie  apparente,  que  l'idratité  constante 
»  de  leurs  résultats  forme  des  rapprochemmits  continuas  dont  on  ne  peut  s*^n- 
9  pécher  d'être  frappé.  On  admiré  la  correspondance  intime  de  deux  soi^ices  qui 
»  vont  toujours  d'un  pas  égal,  dont  l'une,  n'employant  jamais  le  caleul,  semble 
»  être  entièrement  du  domaine  de  l'imagination ,  et  dont  l'autre,  ne  tirant  du  fond 
»  de  la  question  que  les  données  strictement  nécessaires  pour  l'expression  algé« 
9  brique  des  conditions  proposées ,  laisse  ensuite  à  l'analyse  la  plus  abstraite ,  la 
»  plus  dégagée  de  toute  autre  considération ,  le  soin  de  dénouer  sueeessivement 
»  toutes  les  difficultés ,  et  de  ramener  enfin  aux  résultats  les  plus  élémentaires  que 
»  puisse  comporter  la  nature  de  la  question. 

))  Cet  accord  imperturbable  de  ce  que  l'analyse  a  de  plus  traQsceudant  avec  ce 
ï>  que  la  synthèse  offre  de  plus  simple  et  cependant  de  plus  subtil ,  donne  la  ^tis- 

i  II  I  I  I      i  II  ■■  P     I    P -        ■    I         il  I ■  I  II  I  .  Il W    I  II  ■— ^— i^^ 

(*)  Dans  les  Détêloppementê  sur  VemeignefÊMnt ,  adopté  pour  l*École  centrale  des  travaux  publics, 
Itotes  a  dit  encore  :  L'art  de  décrire  les  forme$  et  les  positions  des  objets ,  cotmstc  à  exprimai  d'uiu 
manière  complète ,  sur  des  dessins  qui  n*ont  que  deux  dimensions ,  les  objet  qui  en  ont  trois.  Parmi 
ces  objets^  les  uns  ont  des  formes  susceptibles  d^une  définition  rigoureuse  :les  procédés  pour  les  décrire 
sont  soumis  à  des  règles  certaines ^  et  composent  ce  qu'on  peut  appeler  la  géométrie  descriptive. 

(**)  Imprimé  daus  la  Correspondance  de  TËcole  polytechnique ,  tome  III ,  page  231. 
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if>  faction  de  voir  deux  théories ,  si  disparates  au  premier  aspect,  se  confirmer  cepen- 
y>  dantrune  par  l'autre,  s'expliquer,  se  généraliser  réciproquement  ;  Tune^  en  un 
y>  mot,  former  des  tableaux  qui  parlent  aux  yeux,  tandis  que  Tautre  s'occupe  à 
»  les  décrire  aussi  fidèlement  qu'exactement  dans  la  langue  qui  lui  est  propre.  » 

Peut-il  rester,  après  avoir  lu  ces  pages  écrites  par  Mongs  et  par  Carnot,  le  moindre 
doute  dans  l'esprit  de  tout  homme  de  bonne  foi  ? 

Oui ,  Monge  et  Carnot  ont  tous  deux  regardé  la  géométrie  descriptive  comme  une 
scimce,  et  comme  une  science  d'une  utilité  incontestable;  oui,  Monge  et  Carnot , 
ont  tous  deux  pensé  que  la  méthode  des  projections  pouvait  conduire  à  rechercher 
et  à  démontrer  des  vérités  géométriques  encore  inconnues. 

Depuis  i  81 5,  Monge  et  Carnot  étant  tous  les  deux  proscrits,  tous  les  deux  exilés 
de  V Institut  de  France ,  de  cette  France ,  leur  patrie ,  qu'ils  avaient  tous  deux  si  bien 
servie ,  la  puissance  de  la  méthode  des  projections  et  l'utilité  conmie  scieDce  de  la 
géométrie  descriptive  ont  été  méconnues  et  niées  ;  mais  il  faut  le  dire ,  ce  fut  par 
des  hommes  très-savants ,  sans  nul  doute ,  mais,  qui  n'avaient  point  passé  par  les 
services  publics ,  qui  n'avaient  point  été  ingénieurs ,  ou  qui  n'avaient  fait  que 
traverser  l'École  des  ponts  et  chaussées  et  celle  des  mines,  pour  s'adonner  tout  entiers 
à  l'étude  purement  philosophique,  purement  spéculatrice  des  sciences,  et  qui  dès  lors 
ont  dédaigné  la  science  qui  offre  des  contacts  si  multipliés  avec  la  pratique  ^  avec 
l'art  de  l'ingénieur. 

Aussi ,  ne  doit-on  pas  être  surpris  que  M.  Chasles ,  nommé  en  1 846  professeur  de 
géométrie  supérieure  à  la  faculté  des  sciences  de  Paris ,  s'exprime  dans  son  diseours 
d'ouverture ,  ainsi  qu'il  l'a  fait  ;  il  dit  (*)  : 

a  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que ,  dans  toutes  ces  questions ,  la  géométrie 
»  descriptive  n'est  toujours  qu'un  instrument  dont  l'ingénieur  se  sert  pour  traduire 
x>  sa  pensée  et  exécuter  sur  le  papier  les  opérations  que  la  science,  je  veux  dire  la 
»  géométrie  générale ,  lui  indique.  La  géom^rie  descriptive  exécuté ,  mais  die  ne 
r>  crée  pas.  Si  elle  montre  aux  yeux  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces^ elle 
))  n'en  fait  point  connaître  les  propriétés }  elle  ne  saurait  indiquer,  mathématique- 
»  ment  parlant ,  si  cette  courbe  est  plane  ou  à  double  courbure.  Elle  n'a  point  Ae 
»  méthodes  pour  ces  recherches ,  qui  sont  exclusivement  du  domaine  de  la  gée- 
»  métrie  rationnelle  {**).  » 

Ainsi ,  nous  en  sommes  revenus  >  en  1 846 ,  à  l'an  deê  projections^  qui  écrit  graphie 
quement  des  résultats  géométriques  obtenus  par  la  géométrie  rationnelle. 


i^M.H 


(*)  Voyez  le  JoumcU  des  maiJ^ématiques  pur«i  et  appliquées ,  publié  par  M.  LiocyaLB,  tomo  XU , 
pages  4  et  suiv.  (  û«  de  janvier  4847  ). 
(^  Voyes  à  la  fin  4e  cet  ouvrage  Taddition  ,w*L 
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Âinâi  y  nous  revenons  an  point  d*où  est  parti  Mongb  ;  et ,  en  1 846 ,  tons  les  tra- 
vaux de  MoNGE  sont  oubliés ,  ils  sont  comme  non  avenus  ;  bien  plus ,  gardons-nous 
de  considérer  la  géométrie  descriptive ,  comme  une  méthode  de  recherches ,  c'est 
une  grave  erreur  que,  depuis  1815  jusqu'en  1 846 ,  les  savants  en  géométrie  ration- 
nelle n'ont  jamais  pardonnée  ! 

Mais  pour  certains  savants ,  ainsi  qu'il  y  a  une  géométrie  rationnelle ,  il  y  a  une 
mécanique  rationnelle  ;  et  si  l'on  veut  bien  y  réfléchir  un  moment ,  on  reconnattra 
sans  peine  que  ce  que  Ton  appelle  aujourd'hui  géométrie  et  mécanique  rationnelles , 
n'est  autre  chose  que  l'emploi  de  Y  analyse  à  la  recherche  des  propriétés  géométriques 
des  surfaces  y  et  à  la  démonstration  des  principes  de  la  mécanique. 

Mais,  quoi  qu'on  en  dise,  on  reviendra  par  la  force  de  la  vérité  à  reconnaître  que 
V analyse  n'est  qu'un  outil  de  recherche  ;  mais  bien  plus ,  c'est  une  langue  au  moyen 
de  laquelle  Vidée  que  l'on  conçoit  devient  saisissable  par  l'intelligence  de  ceux  qui 
nous  entourent ,  de  telle  manière  qu'ils  conçoivent  Vidée  d'autrui ,  comme  s'ils 
l'avaient  eux-mêmes  conçue  les  premiers. 

Vanalyse  peut  aussi  être  considérée  comme  une  méthode ,  mais  elle  n'est  pas  la 
seule  méthode  que  l'homme  puisse  employer  à  la  récherche  des  vérités  géomé- 
triques ou  mécaniques. 

Comme  tout  ce  qui  vient  de  l'homme ,  Vanalyse  a  ses  bornes  j  ses  limites ,  ses 
avantages,  ses  inconvénients  ;  si  elle  a  une  grande  puissance,  elle  a  aussi  sa  part  de 
faiblesse  ;  parfaite  en  certains  points ,  elle  est  imparfaite  en  d'autres* 

Toutes  les  autres  méthodes  en  sont  là. 

Pour  certaines  recherches,  certaines  méthodes  sont  préférables  à  d'autres; 
choisir  entre  les  méthodes ,  suivant  le  problème  à  résoudre ,  voilà  le  point  impor- 
tant ;  c'est  ce  choix  judicieux  qui  montre  l'intelligence  du  philosophe  (  en  donnant 
à  €0  nom  de  philosophe  son  acception  antique ,  homme  qui  cherche  la  vérité  dans 
Cimtérétde  Chuinamtéj  sans  orgueil  et  sans  vanité  j  n  ayant  if  autre  ambition  que  celle 
éétte  utile). 

L'homme  ne  crée  aucunes  vérités  géométriques ,  elles  préexistent  toutes. 

Lorsque  l'on  engendre  une  surface  par  le  mouvement  d'une  courbe ,  cette  surface 
jouit  immédiatement  de  certaines  propriétés  géométriques  qui  dérivent  de  la  nature 
géométrique  de  la  courbe  génératrice  et  de  la  loi  mécanique  du  mouvement  imprimé 
à  -cette  courbe  génératrice  (que  cette  courbe  reste  constante  de  forme,  ou  varie  de 
forme  à  chaque  instant  de  son  mouvement ,  la  loi  des  variations  de  la  forme  géo- 
métrique de  cette  courbe  génératrice  étant  liée  à  la  loi  mécanique  de  son  mouve- 
ment dans  l'espace). 

Toutes  les  propriétés  géométriques  de  la  surface  ainsi  engendrée  sont  implicites. 
Le  géomètre  parvient  à  rendre  ces  propriétés  explicites ,  en  se  servant  de  ce  qu'on 
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appelle  méthode  de  recherche.  Les  méthodes  sont  des  outils  dont  se  sert  le  raisonne-- 
ment  géométrique  poor  Taider  dans  la  découverte  des  vérités  cachées. 

Les  méthodes  ne  créent  rien ,  elles  mettent  dans  la  lumière  ;  elles  nous  aident  à 
voir  les  choses  telles  qu'elles  sont  réellement ,  et  à  démontrer  que  ce  que  nous  disons 
être  est  bien  réellement  ce  qui  est. 

Mais  pour  qu'une  vérité  trouvée ,  découverte  par  un  homme ,  puisse  être  utile  à 
tons ,  il  faut  qu'elle  puisse  être  comprise  par  tous  ;  il  faut  donc  un  moyen  de  trans- 
mission des  idées,  de  l'intelligence  d'un  homme  à  celle  d'un  autre  homme;  cette 
transmission  s'opère  au  moyen  des  langues. 

C'est  ainsi  que  pour  la  transmission  d'homme  à  homme  des  idées  géométriques , 
nous  avons  deux  langues  distinctes  j  la  géométrie  algébrique  et  la  géométrie  descrip- 
tive. La  première  emploie  des  symboles  j  qu'elle  combine  entre  eux  suivant  des  règles 
certaines;  la  seconde  emploie  des  lignes^  qu'elle  trace  aussi  suivant  des  règles  cer- 
taines ;  ces  règles  sont  exactes ,  parce  qu'elles  sont  établies  par  le  raisonnement ,  en 
vertu  de  déductions  successives  et  logiques  fondées  sur  la  nature  des  choses. 

Ces  deux  langues  sont  basées  sur  des  principes  différents  ;  la  langue  algébrique  a 
pour  principe  fondamental ,  Varithmétique  j  c'est-à-dire  le  nombre  ;  et  aussi  s'ap- 
plique-t-elle  en  géométrie  à  la  solution  des  problèmes  de  relations  métriques.  La 
langue  graphique  a  pour  principe  fondamental  la  forme ,  et  aussi  s'applique-t-elle , 
en  géométrie ,  à  la  solution  des  problèmes  de  relations  de  position. 

Comme  toutes  les  langues  dont  la  formation  dérive  de  principes  différents ,  ces 
deux  langues  algébrique  et  graphique  ont  des  puissances  et  une  fécondité  différentes  ; 
elles  demandent  aussi  à  être  employées ,  maniées  par  le  géomètre  d'une  manière 
différente ,  car  leur  esprit  ou  génie  est  différent  j  puisque  les  principes  qui  leur  ont 
donné  naissance  sont  différents  (*). 

Mais  pour  bien  savoir ,  pour  bien  parler  une  langue ,  pour  qu'elle  vous  soit 
familière  j  comme  le  dit  Monge,  il  faut  plusieurs  années  d'études  et  de  pratique. 

Et  dès  lors  comment  des  géomètres  peuvent-ils  se  prononcer  sur  la  géométrie 
descriptive ,  et  sans  craindre  d'errer,  lorsqu'ils  en  connaissent  seulement  les  premiers 
éléments  ! 

Une  pratique  constante  peut  seule  nous  faire  découvrir  toutes  les  ressources 
scientifiques  que  possède  la  géométrie  descriptive.  Si  un  homme  qui  aurait 
appris  dans  sa  jeunesse  quelques  phrases  de  la  langue  allemande,  et  qui  ne  l'aurait 
point  pratiquée  depuis ,  voulait  plus  tard  discuter  sur  le  génie  de  cette  langue  et 
examiner  si  elle  est  plus  ou  moins  poétique  que  telle  ou  telle  autre  langue ,  ne  lui 

(*)  N'est-on  pas  dans  rhabitode  de  dire  :  le  génie  d'une  langue,  —  le  génie  de  Ces  deux  langues  est 
différent , —ne  pas  confondre  le  génie  d'une  langue  avec  celui  d*une  autre  langue. 
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dirait-on  pas  :  apprenez  et  étudies  la  langue  allemande  avant  d'en  parler  ai  au  long  ? 

La  géométrie  descriptive  ^  comme  méthode ,  nous  permet  de  trouver  des  {hto- 
priétés  géométriques  nouvelles  (ou  inconnues  jusqu'alors)  ;  comme  langue ,  elle  nous 
permet  d'écrire  et  de  transmettre  ainsi  aux  ingénieurs  des  vériié$  géométriques,  et  de 
les  mettre  à  même  de  les  vérifier  et  de  s'en  servir  ;  en  un  mot  de  les  utiliser  dans 
leurs  travaim  sur  le  terrain. 

La  géométrie  descriptive  procède  ainsi  qu'il  suit  : 

Étant  donné  un  système  dans  l'espace,  on  le  projette  sur  deux  plans)  ces  pro« 
jections  sont  construites  rigoureusement ,  exactement ,  en  sorte  que  les  lignée  qui 
composent  une  projection  sont  entre  elles  en  des  positions  rigoureuses ,  exactes^  En 
regardant  avec  attention  l'une  et  l'autre  projection ,  on  peut  parvenir  à  détermia^ 
les  relations  de  position ,  rigoureuses ,  exactes ,  des  diverses  lignes  qui  composcni 
le  système  de  l'espace. 

On  peut  donc  affirmer  que  les  lignes  du  système  de  l'espace  ont  enta^  dles  tdlea 
ou  telles  relations  de  position. 

En  énonçant ,  en  langage  ordinaire ,  ces  relations  de  position  f  on  dicte  des 
théorèmes* 

Ainsi ,  c'est  en  lisant  les  projections  d'un  système  situé  dans  l'espace ,  comme  om 
lit  des  équation»  j  qu'on  découvre  les  propriétés  géométriques  écrites  graphiquemeni 
sur  V épure j  et  que  par  suite  on  arrive  à  découvrir,  d'une  manière  certaine,  las 
propriétés  géométriques  qui  subsistent ,  qui  existent  dans  ce  système  de  l'espace  ; 
et  il  me  semble  que  cette  marche  conduit  bien  à  une  démonstration  réelle ,  positive  ^ 
d'une  vérité  inconnue  et  que  recelait  le  système  donné  dans  l'e^iace. 

Ainsi ,  l'on  ne  peut  mettre  en  doute  que  cette  manière  de  procéder,  que  cette 
méthode  j  qui  constitue  ce  que  l'on  appelle  la  géométrie  descriptive  y  ou  la  scienee 
des  projections ,  ne  conduise  à  la  découverte  d'une  vérité  géométrique  inconnue  ; 
car  faire  voir  qu'unq  chose  est  telle  qu'on  le  dit  et  non  pas  autrement  qu'on  le  dit , 
n'est-ce  pas  démontra  que  cette  chose  est  ;  en  d'autres  termes ,  n'est^^  pas  dé- 
montrer des  théorèmes  de  géométrie  ? 

J'ai  dit  ci-dessus  qu'on  lisait  une  épure  comme  on  lisait  des  pages  à^ancdyse,  àeê 
pages  remplies  de  formules  algébriques;  entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Lorsqu'on  emploie  Y  analyse  à  la  recherche  des  propriétés  géométriques,  on  ne 
fait  pas  autre  chose  pour  mettre  le  problème  en  équation  que  d'écrire  les  équations 
des  lignes  qui  sont  les  projections  sur  trois  plans  des  lignes  situées  dans  l'espace. 

On  combine  entre  elles  ces  équations  d'après  les  règles  algébriques  j  et  l'on  (rf)tîeDl 
en  définitive  des  formules  algébriques  qui  expriment  la  solution  du  problème;  et  en 
traduisant  en  langage  ordinaire  la  solution  écrite  dans  ces  formules ,  on  énonce  la 
solution  du  problème  proposé ,  ou  la  vérité  du  théorème  qui  était  à  démontrar^ 
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On  IH  donc  des  éqmtioni  comme  on  lit  une  phrase  écrite  en  telle  ou  telle  langue  y 
cette  phrase  exprimant  une  idée. 

Lorsqu'on  emploie  la  géoméirie  descriptive  à  la  recherche  des  propriétés  géomé- 
triques ,  on  ne  fait  pas  autre  chose  pour  établir  les  données  du  problème  que  dsi 
tracer  sur  Yépure  les  lignes  qui  sont  y  sur  les  deux  plans  de  projection  y  les  projec- 
tions horizontales  et  verticales  des  lignes  situées  dans  Tespace. 

On  combine  entre  elles  ces  liçnes^rojfielioni  d'après  les  règles  graphiques  (les  règles 
d^  la  géométrie  descriptive)  y  et  Ton  obtient  en  définitive  des  figures  graphiques  qui 
expriment  la  solution  du  problème;  et  en  traduisant  en  langage  ordinaire  les  rela^ 
tiùns  qui  existent  entre  les  diverses  parties  de  ces  figures ,  auxquelles  on  est  arrivé 
en  définitive,  on  énonce  un  résultat  géométrique ,  on  énonce  un  théorème;  on  lit 
donc  nnei figure  y  une  construction  géométrique,  comme  on  Ut  des  équations,  coDune 
on  lit  des  formules  algébriques. 

On  voit  donc  bien  que  Y  esprit  du  géomètre  procède  dans  les  deux  cas  de  la  mâm« 
manière ,  et  qu'il  n'y  a  d  autres  différences  (  et  il  ne  peut  évidemment  y  en  avoir 
d'autres)  que  celles  qui  doivent  provenir  de  Y  emploi  de  deux  langues  différentes, 
savoir  ;  la  langue  algébrique  et  la  langue  graphique. 

Aussi  LàGaAKGB,  écoutant  une  leçon  de  Monei,  a-t-il  dit  t  /s  m  savais  pasquêja 
Mooîa  la  géométrie  descriptive» 

Les  analystes  de  nos  jours  ont  interprété  cet  aveu  si  tuAf  et  si  profond  de  LiaiAMS 
de  la  manière  suivante  : 

Tous  ceux  qm  savent  /'am aitse  pmawU  enseignor  ta  géoméirie  dêseripiivê. 

Et  par  suite  ils  ont  ajouté  : 

La  géométrie  descriptive  ne  peut  servir  qu^à  tracer  graphiquement  les  rénUtOÉê 
géométriques  obtenus  par  (analyse. 

Je  crois  que  ce  n'est  pas  là  ce  que  Lagiiangb  pensait  ;  je  crois  qu'il  fut  frappé  de 
Vvnité  qui  existait  dans  la  manière  de  manifester  les  vérités  de  la  géométrie  à  trois 
dimensions,  d'intelligence  à  intelligence,  d'homme  à  homme. 

Je  crois  qu*il  se  rq>lia  en  lui*mâme ,  et  qu'il  se  dit  intérieurement  :  En  toute 
vérité ,  le  procédé  des  projections  est  le  procédé  fondamental  dont  le  géomètre  se  sert , 
soit  qu'il  s'exprime  dans  la  langue  algébrique  ,  soit  qu'il  s'exprime  dans  la  langue 

GRAPHIQUE. 

Ne  pourrait-on  pas  dire ,  avec  quelque  raison ,  que  si  les  algébristes  qui  ne  sont 
pas  mécaniciens ,  et  qui  écrivent  sur  la  mécanique ,  dédaignaient  moins  la  géométrie 
descriptive ,  ils  auraient  appris  à  lire  dans  l'espace  le  système  dont  ils  veulent  s'oc- 
cuper ,  et  qu'ils  choisiraient  fins  judicieusementy  qu'ils  ne  l'ont  fait  assez  souvent,  les 
plans  sur  lesquels  ils  doivent  projeter  ce  systèmcy  de  manière  à  avoir  des  équations 
très-simples  à  traiter ,  très^faciles  à  manier? 
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M.  PoNCELET  a  donné  très-souvent ,  à  ce  sujets  de  bonnes  et  utiles  leçons ,  dans 
son  cours ,  à  la  Faculté  des  sciences. 

Et  lorsque  je  dis  :  les  algébriiles  et  les  géomètres  qui  ne  sont  pas  mécaniciens ,  j'en- 
tends parler  des  savants  qui  s'occupent  de  mécanique  générale  et  de  mécanique 
céleste  ou  d'astronomie,  désignant  par  mécaniciens  ceux  qui  s'occupent  delà  théorie 
des  machines.  Ces  derniers  ne  peuvent  ignorer  la  construction  et  les  formes  géomé- 
triques des  diverses  parties  des  machines  dont  ils  s'occupent  ;  ils  ne  peuvent  ignorer 
la  nature  et  la  résistance  des  matériaux  employés  ;  ils  ne  peuvent  être  étrangers 
aux  ateliers  et  aux  outils  ;  en  un  mot ,  ils  doivent  être  ingénieurs. 

Les  mécaniciens  doivent ,  de  toute  nécessité  y  savoir  la  géométrie  descriptive  ;  au 
reste  c'est  la  pensée  de  M.  Poncelet,  qui  a  dit  très-souvent  qu'il  préférait  employer 
la  géométrie  j  au  lieu  de  Vanalyse^  dans  les  démonstrations  des  principes  de  la  méca* 
nique,  parce  qu'on  était  conduit  tout  naturellement  à  des  tracés  graplùques  que  l'on 
pouvait  immédiatement  utiliser  dans  la  construction  des  machines  ;  car  il  est  de  toute 
évidence  qu'on  ne  paît  pas  construire  une  machine  sans  en  avoir  fait  V épure. 

Je  m'étais  proposé  deux  buts  en  écrivant  ce  mémoire;  le  premier,  de  donner  une 
preuve  évidente  que  la  géométrie  descriptive  pouvait  construire  et  démontrer,  ainsi 
que  l'avait  dit  Monge  ,  et  non  pas  seulement  construire,  comme  l'affirme  M.  Chasles  ; 
et  le  second,  de  remplacer  les  théorèmes  de  MM.  Quetelet  et  Dandelin ,  par  d'autres 
qui  fussent  plus  dans  l'esprit  de  la  géométrie  descriptive. 

Je  soumets  ce  travail  au  jugement  des  géomètres  impartiaux  et  de  bonne  foi , 
qui  aiment  la  science  pour  elle-même  ;  qui ,  n'étant  point  des  ambitieux  politiques , 
sont  dès  lors  ennemis  des  intrigues ,  et  ignorent  toutes  ces  mauvaises  passions  hu- 
maines qui  gâtent  le  cœur  de  l'homme  et  avilissent  le  caractère  du  savant. 

Ai-je  besoin  d'ajouter  que,  si  j'ai  mis  quelque  cluileur  dans  cette  discussion ,  l'on 
veuille  bien  songer  à  ceci  :  ce  ne  sont  point  mes  idées ,  ce  n'est  point  mon  œuvre 
que  je  défends  ;  je  défends  l'œuvre  de  Monge  et  les  idées  de  Garnot  ,  qui  furent  deux 
grands  savants  et  deux  'grands  citoyens ,  ayant  l'un  et  l'autre  au  fond  du  cœur 
l'amour  de  la  patrie  et  des  sciences ,  amour  qui  fut  pur  et  désintéressé. 

Efforçons-nous  de  les  imiter  ! 

T.O. 
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COURS 


DE 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


ADDITIONS. 


DÉMONSTRATION   NOUVELLE  DES  PROPRIÉTÉS   PRINCIPALES   DES   SECTIONS   GONIQUEft. 


Je  me  propose ,  dans  ce  mémoire  ^  de  démontrer  d'une  manière  nouvelle  ^  et  qui 
me  paraît  tout  à  fait  dans  Tesprit  de  la  géométrie  descriptive  ^  les  propriétés  relatives 
BxuLfoyerê ,  aux  directrices  et  axisi  focales  des  sections  coniques. 

}'ai  divisé  en  deux  parties  ce  mémoire ,  qui  forme  conmie  un  petit  traité  des 
élections  coniques. 

Dans  la  première  partie ,  j'arrive  à  démontrer  qu'un  cercle  et  une  section  conique , 
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situés  dans  deux  plans  différents ,  mais  ayant  un  point  de  contact,  peuvent  toujours 
être  enveloppés  par  un  cône  et  par  un  seul  cône. 

Cette  proposition  fondamentale  étant  démontrée,  elle  me  sert  de  point  de 
départ  pour  rechercher ,  construire  et  démontrer,  dans  la  seconde  partie ,  les  pro- 
priétés des  sections  coniques ,  relativement  à  leurs  foyers ,  à  leurs  directrices  et  à 
leurs  focales. 
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PRE11ÊR£  PARTIE. 


Un  cercle  et  une  section  conique  qui  ont  un  point  de  contact  sont  toujours  enveloppés 
par  un  cône  et  un  seul  cône. 

m 

Pour  arriver  à  démontrer  ce  théorème ,  il  faut  établir,  au  préalable,  plusieurs 
propositions  y  ainsi  qu'il  suit. 

§1- 

Étant  donnés  un  cercle  C  et  une  droite  D ,  cette  droite  peut  avoir  trois  positions 
par  rapport  au  cercle  :  1  *  elle  peut  être  extérieure  au  cercle  ;  2*  elle  peut  couper 
le  cercle  ;  3^  elle  peut  être  tangente  au  cercle. 

Quelle  que  soit  la  position  de  la  droite  D  par  rapport  au  cercle  G ,  je  dis  que  si 
Ton  prend  un  point  m  sur  cette  droite  et  si  de  ce  point  on  mène  deux  tangentes  au 
cercle ,  en  unissant  les  points  de  contact  du  cercle  et  des  deux  tangentes ,  on  aura 
une  corde  qui  passera  par  un  point  fixe  situé  :  1  ""  dans  Tintérieur  du  cercla  dans  le 
premier  cas ,  et  %^  par  le  point  de  contact  de  la  droite  D  et  du  cercle  G  dans  le  troi- 
sième cas ,  ce  qui  est  évident  et  n^a  pas  besoin  de  démonstration ,  et  S"*  par  un  point 
qui  sera  situé  hors  du  cercle  dans  le  deuxième  cas ,  et  dès  lors  ce  sera  le  prolonge- 
ment de  la  corde  qu^il  faudra  considérer. 

Nous  allons  démontrer  le  théorème  pour  le  premier  et  le  deuxième  cas. 

■ 

Premier  cas.  La  droite  D  étant  extérieure  au  cercle  G. 

Nous  pourrons  considérer  le  plan  du  cercle  G  et  de  la  droite  D  comme  étant  un . 
plan  diamétral  P  d'une  sphère  S ,  coupée  par  ce  plan  P  suivant  un  grand  cercle  G, 
cette  sphère  S  ayant  pour  centre  le  centre  o  du  cercle  G  (Jig.  I).  Nous  pourrons 
mener  par  le  centre  o  un  plan  R  perpendiculaire  à  la  droite  D  et  la  coupant  en  un 
point  d^  et  coupant  de  plus  la  sphère  S  suivant  un  grand  cercle  G' (prenons  ce 
plan  R  pour  plan  vertical  de  projection);  menant  du  point  d^  qui  sera  évidemment 
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extérieur  au  cercle  C,  deux  tangentes  9  et  9'  à  ce  cercle  C,  ces  droites  toucheront 
le  cercle  C  en  les  points  x  et  x\ 

Les  plans  (a;,  D)  et  {x\ï))  seront  tangents  à  la  sphère  S  en  les  points  x  et 
Xi  car  Ton  pourra  mener,  dans  le  plan  ( a; ,  D )  et  par  le  point  x ,  une  droite B 
parallèle  à  D ,  et  dans  le  plan  {x,D)  et  par  le  point  x  une  droite  B',  parallèle  à  D  ; 
et  il  est  facile  de  démontrer  que  le  rayon  ox  est  perpendiculaire  aux  droites  6  et  B, 
et  que  le  rayon  ox'  est  perpendiculaire  aux  droites  9'  et  B';  par  conséquent  les  plana 
{xy  D)  et  {x\  D)  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  extrémités  du  rayon  qui 
leur  correspond;,  donc,  etc. 

La  droite  xx  fera  un  angle  droit  avec  la  droite  D ,  et  elle  sera  coupée  par  le 
plan  P,  auquel  elle  est  perpendiculaire,  en  un  point  p  qui  évidemment  sera  situé 
dans  l'intérieur  du  cercle  C, 

Cela  posé  : 

Nous  savons  que  si  nous  prenons  un  point  m  sur  la  droite  D,  et  qu'on  le  consi- 
dère comme  le  sommet  d'un  cône  2  tangent  à  la  sphère  S ,  ce  cône  touchera  la 
sphère  suivant  un  petit  cercle  A  qui  contiendra  les  points  x  et  x\  et  dont  le  plan  Q 
passera  dès  lors  par  la  droite  xx'. 

Or  le  plan  Q  sera  coupé  par  le  plan  P,  auquel  il  est  perpendiculaire ,  suivant  une 
droite  passant  par  le  point  p  et  qui  sera  sur  le  plan  P  la  projection  orthogonale  du 
cercle  A  ;  et  le  cône  1  sera  coupé  par  le  plan  P  suivant  deux  génératrices  droites 
qui  seront  tangentes  au  cercle  C  ;  en  faisant  varier  la  position  du  point  m  sur  la 
droite  D,  on  aurait  les  mêmes  résultats. 

Le  théorème  est  donc  démontré  (*). 

Deuxième  cas.  La  droite  D  coupe  le  cercle  G. 

Prenons  un  point  n  sur  là  droite  xx'  précédente  (fig.  I),  et  considérons- le 
comme  le  sommet  d'un  cône  l'  tangent  à  là  sphère  S ,  on  aura  un  petit  cercle  de 
contact  A',  et  il  suffit  de  démontrer  que  le  plan  Q'  de  ce  cercle  A'  passe  par  la 
droite  D  (  mémeyî^.  I  )  pour-  que  le  théorème  se  trouve  démontré. 

Car  en  considérant  le  plan  R  (qui  n'est  autre  que  te  plan  vertical  de  projection) ,  ce 
plan  contiendra  la  droite  xx'  et  le  cercle  C,  lequel  sera  coupé  par  la  droite  xx'  en  les 
points  xet  x;  ce  plan  R  coupera  le  cône  l' suivant  deux  tangentes  3  et  ^  au  oerde 
C,  lequel  sera  touché  en  les  points  i  et  î'  par  ces  tangentes  i  et  y,  et  la  corde  H' 
prolongée  passera  par  le  point  rf,  en  lequel  la  droite  D  est  coupée  par  le  plan  R , 
puisque  cette  corde  ii  sera  l'intersection  du  plan  R  et  du  plan  Q'  du  cercle  A'. 


(*)  Cette  démoBstraUoaeat  de  Monob,  ainsi  que  la  suivante*. 
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Ainsi,  en  désignant  la  droite  xx  par  D',  on  aura  bien  démontré  qu^étant  donnée 
une  droite  D' coupant  un  cercle  C,  si  d'un  point  n  de  D'  on  mène  deux  tangentes  au 
cercle  C,  le  prolongement  de  la  corde  n  de  contact  passe  par  un  point  fixe  d  situé 
hors  du  cercle  C 

Démontrons  donc  que  le  plan  Q'  passe  par  la  droite  D;  et  d'abord  énonçons  le 
corollaire  suivant ,  qui  est  évident  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus. 

Si  par  la  droite  xx  ou  D'  on  fait  passer  un  plan  quelconque  coupant^a  sphère  S 
suivant  un  petit  cercle  A ,  le  cône  2 ,  qui  sera  tangent  à  la  sphère  S  suivant  ce  petit 
cercle  A,  aura  son  sommet  m  situé  sur  la  droite  D. 

Cela  posé  : 

Si  nous  prenons  un  point  y  sur  le  cercle  A',  qui  est  le  cercle  de  contact  de  la 
sphère  S  et  du  cône  2' (ayant  le  point  n  situé  sur  la  droite  xx  ou  D'  pour  sommet), 
le  plan  tangent  T  en  t/  à  la  sphère  S  contiendra  la  génératrice  droite  ny  du  cône  2',  et 
contiendra  la  tangente  X  en  y  au  cercle  A',  et  cette  tangente  X  sera  située  dans  le 
plan  Q'  (plan  du  cercle  A')  et  sera  perpendiculaire  à  la  génératrice  nj/. 

Si  par  le  point  y  et  la  droite  xx^  ou  D' on  fait  passer  un  plan  Q',  il  coupera  la 
sphère  S  suivant  un  petit  cercle  A ,  qui  sera  le  cercle  de  contact  d'un  cône  2  et  de 
la  sphère  S ,  et  ce  cône  2  aura  son  sommet  situé  en  un  point  m  de  la  droite  D 
(ainsi  que  nous  l'apprend  le  corollaire  ci-dessus).  De  plus,  il  est  évident  que  la 
génératrice  wy  sera  tangente  en  y  au  cercle  A  ;  et  conmie  le  cône  2  est  de  révolu- 
tion ,  il  s'ensuit  que  la  génératrice  ny  du  cône  2'  sera  perpendiculaire  à  la  généra- 
trice  m}j  du  cône  2. 

Or  le  plan  T,  tangent  en  y  a  la  sphère  S,  se  trouve  à  la  fois  être  tangent  et  au 
cône  2'  suivant  ny  et  au  cône  2  suivant  my  ;  de  plus,  ce  plan  T  contient  la  tangente  X 
en  y  au  cereleA'. 

Les  trois  droites  my,  ny,  X  sont  donc  dans  le  plan  T.  La  tangente  X  au  cercle  A'  est 
perpendiculaire  à  la  génératrice  ny ,  la  génératrice  wy  est  tangente  en  y  au  cercle  A 
et  dès  lors  perpendiculaire  à  la  droite  mij\  donc  les  droites  my  et  X  se  confondent. 

Donc  les  cercles  A  et  A'  se  coupent  à  angle  droit  au  point  y ,  puisque  les  droites  my 
et  X  se  confondent;  il  s'ensuit  que  X  passe  par  le  point  m  ;  il  s'ensuit  que  X  étant  dans 
le  plan  Q^,  ce  plan  plan  passe  par  le  point  m ,  c*es^à-dire  passe  par  un  point  de  la. 
droite  D. 

Et  comme  ce  qui  vient  d'être  dit  pour  un  point  y  du  cercle  A'  peut  être  dit  de 
tout  autre  point,  on  voit  que  le  plan  Q'  (ou  le  plan  du  cercle  A')  passe  par  la 
droite  D. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré.- 
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Les  théorèmes  précédents  sont  les  théorèmes  fondamentaux  de  la  théorie  des  po* 
laires  ;  nous  les  devons  à  Monge. 

§  "• 

Concevons  une  sphère  S  ayant  le  point  o  pour  centre;  prenons  un  point  y  sur 
la  sphère  Sy  on  aura  le  rayon  oy  ;  menons  au  point  y  un  plan  p^pendiculaire  au 
rayon  oy ,  nous  aurons  un  plan  T  tangent  en  y  à  la  sphère  S  ;  menons  par  le  centre  o 
un  plan  P  parallèle  au  plan  T,  ce  plan  P  coupera  la  sphère  S  suivant  un  grand 
cercle  C. 

Cela  posé  : 

Menons  dans  le  plan  P  et  par  le  centre  o  deux  droites  A  et  B  perpendiculaires 
«ntre  elles ,  et  imaginons  par  la  droite  A^  ainsi  que  par  la  droite  B^  deux  plans  per- 
pendiculaires au  plan  P  et  se  coupant  dès  lors  suivant  le  rayon  oy  j  ces  deux  plans 
couperont  la  sphère  S  suivant  deux  grands  cercles ,  Tun  A,  et  Fautre  B,. 

Un  cylindre  a  tangent  à  la  sphère  S  suivant  le  grand  cercle  A.,  aura  la  droite  B 
pour  axe* 

Un  cylindre  6  tangent  à  la  sphère  S  suivant  le  grand  cercle  B,,  aura  la  droite  A 
pour  axe. 

En  sorte  que  si  dans  le  plan  tangent  T  on  mène  par  le  point  y  deux  droites  A. 
et  B,  respectivement  parallèles  aux  axes  A  et  B,  la  droite  A,  sera  une  génératrice 
droite  du  cylindre  6  et  la  droite  B,  sera  la  génératrice  droite  du  cylindre  a. 

Les  deux  génératrices  A.  et  B,  se  coupent  à  angle  droit  au  point  y. 

Cela  posé  : 

Si  sur  la  génératrice  A^  on  prend  un  point  arbitraire  a  et  qu'on  le  regarde  comme 
le  sommet  d'un  cône  1  tangent  à  la  sphère  S ,  la  courbe  de  contact  sera  un  petit 
^rde  A ,  ayant  au  point  y  la  génératrice  B,  pour  tangente. 

De  même ,  si  sur  la  génénératrice  B,  on  prend  un  point  arbitraire  b  et  qu'on  \^ 
regarde  comme  le  sonmiet  d'un  cône  2'  tangent  à  la  sphère  S ,  la  courbe  de  contact 
sera  un  petit  cercle  A',  ayant  au  point  y  la  génératrice  A,  pour  tangente. 

En  sorte  que  les  cercles  A  et  A'  se  couperont  à  angle  droit  au  point  y  (*). 


(*)  Au  lieu  de  considérer  une  sphère  S ,  on  pourrait  considérer  une  surface  du  second  ordre  £.  Alors  le 
plan  Aené  parallèlement  au  plan  T  tangent  en  y  à  la  surface  B,  par  le  centre  o  de  cette  surface  E ,  la  cou- 
perait suivant  une  section  conique  C  qui  serait  ou  une  ellipse ,  ou  une  hyperbole,  ou  une  parabole;  alors 
le& droites  A  et  B  seraient  un  système  de  diamètres  conjugués  de  la  conique  C;  alors  les  droites  A^  et  Bi 
parallèles  aux  droites  A  et  B  feraient  entre  elles  un  angle  qui  en  général  ne  serait  pas  droit  ;  alors  les  petits 
^rcles  A  et  a' aéraient  des  coniques ,  etc.,  etc.  Cest  là  le  principe  fondamental  de  la  théorie  des  tangentes 
.conjuguées ,  et  nous  le  devons  à  Monge. 
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|in. 

Êiant  données  une  sphère  S  et  une  droite  R  coupant  cette  sphère  en  les  points  x  et  x'^je 
dis  que  si  par  la  droite  R  on  mène  deux  plans  coupant  la  sphère  S  suivant  deux  petits 
cercles  G  et  Cj  ces  cercles  seront  enveloppés  par  deux  cônes» 

Nous  savons  que  si  on  fait  rouler  un  plan  T  sur  deux  courbes  G  et  G'  et  tangen- 
tfiellement  à  ces  courbes ,  Uenveloppe  de  l'espace  parcouru  par  ce  plan  est  une  sur- 
face développable  2. 

Nous  savons  que  si  on  unit  par  une  droite  G  les  points  de  contact  des  courbes  C 
et  G'  avec  une  position  du  plan  T,  on  aura  une  génératrice  droite  de  la  surface  1. 

Nous  savons  que  si  les  génératrices  droites  d'une  surface  développable  2  s'ap- 
puient  toutes  sur  une  droite  D,  cette  surface  2  ne  peut  être  autre  qu'un  plan  ou 
qu'une  surface  conique  ayant  son  sommet  sur  la  droite  D  {*).. 

Gela  posé  : 

Il  est  évident  que  si  l'on  fait  mouvoir  un  plan  T  tangentiellement  aux  cercles  G 
et  G'  de  la  sphère  S ,  la  surface  développable  2  obtenue  sera  convexe  et  non  plane. 
Si  donc  nous  démontrons  que  toutes  les  génératrices  droites  de  cette  surface  2  s'ap- 
puient sur  une  même  droite ,  nous  aurons  démontré  que  cette  surface  développable  2 
n'est  autre  qu'une  surface  conique. 

Démonstration,  Prenons  sur  la  droite  R  un  point  r,  et  considérons  ce  point  r  comme 
le  sommet  d'un  cane  (qui  sera  droit  y  qui  sera  de  révolution)  tangent  à  la  sphère  S 
suivant  un  cercle  A,  ;  ce  cercle  A,  coupera  les  cercles  G. et  G'  en  quatre  points,«avoir  : 
m  et  n  sur  G  et  m'^  et  n'  sur  G'. 

Nous  aurons  donc  quatre  droites  rm ,  rm'  et  m ,  m',  tangentes  aux  deux  cercles 
donnés  G  et  C\ 

Ges  quatre  droites  seront  deux  à  deux  dans  six  plans  ;  et  il  est  évident  que  deux, 
de  ces  six  plans  ne  sont  autres  que  les  plans  des  cercles  G  et  G^ 

Les  quatre  autres  plans  seront  des  positions  du  plan  qui ,  roulant  tangentielle- 
m^t  sur  les  cercles  G  et  G' ,  doit  engendrer  la  surface  développable  2. 

Gela  posé  : 

Nous  savons  que  si  l'on  construit  les  plans  tragents  &  et  0'  en  les  points  xetxfy 
points  en  lesquels  la  sphère  S  est  percée  par  la  droite  R,  ces  plans  se  coupent  suivant 
une  droiteD ,  et  que  le  plan  du  cercle  Ai  passe  par  cette  droite  D. 

Par  conséquent,  les  quatre  droites  mm\  nn'j  m'n,  mn\  qui  unissent  deux  à  deux 
les  quatre  points  m ,  n  du  cercle  G  et  m',  n  du  cercle  G',  s'appuient  sur  la  droite  D; 


(*)  Voyez  le  Cwkr$  de  gfoméirU  deêcrij^tivê^  i«  (»rUe ,  |«Bge  4d. 
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Or  œs  quatre  droites  sont  des  génératrices  de  la  surface  dévelopable  2,  et  même 
chose  arrivera  en  considérant  sur  la  droite  R  un  autre  point  r..  Par  conséquent 
toutes  les  génératrices  droites  de  la  surface  développable  2  s'appuient  sur  la 
droite  D.  Et  comme  la  surface  2  est  évidemment  convexe  et  non  plane ,  il  s'ensuit 
qu'elle  n'est  autre  qu'une  surface  conique. 

Mais  comme ,  en  considérant  la  figure  de  l'espace ,  on  voit  de  suite  que  les  quatre 
points  m ,  n,  m',  n,  forment  un  quadrilatère  dont  les  côtés  ne  sont  autres  que  les 
génératrices  droites  de  la  surface  2,  et  qu'il  est  évident  que  les  deux  couples  de  cô- 
tés  opposés  se  coupent  en  des  points  distincts ,  il  s'ensuit ,  que  l'on  peut  affirmer 
que  la  surface  développable  2  est  composée  de  deux  surfaces  coniques  ayant  cha- 
cune leur  sommet  sur  la  droite  D ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

De  ce  qui  précède ,  on  déduit  le  théorème  suivant  : 

a 

Théorème.  Étant  donné  un  cercle  D,  si  l'on  prend  dans  t intérieur  de  cercle  un  point  a, 
51  l'on  mène  par  ce  point  a  deux  cordes  coupant  le  cercle  D  en  les  points  h ,  b',  et  b,,  b'„ 
on  forme  un  quadrilatère  dont  les  côtés  opposés  vont  se  couper  deux  à  deux  en  des  points  i 
et  ï  qui  déterminent  une  droite  A.  (La  droite  A  est  dite  polaire  et  le  point  a  est  dit 
pôle  du  cercle  D). 

Si  par  le  point  a  on  mène  une  troisième  corde  arbitraire  coupant  le  cercle  D  en  les 
points  b.  et  b ',  on  pourra  combiner  ces  deux  points  avec  les  points  b  et  h',  ou  b.  et  b/  et 
Conformera  deux  nouveaux  quadrilatères  dont  les  côtés  opposés  iront  concourir  en  des 
points  situés  sur  la  droite  A  (fig.  II)  {*). 

§iv. 

Considérons  un  cylindre  de  révolution  2  ayant  pour  section  droite  un  cercle  D  y 
et  un  cône  de  révolution  2'  ayant  pour  section  droite  un  cercle  If. 

Coupons  la  surface  cylindrique  2  par  un  plan  P,  nous  obtiendrons  une  courbe  E 
qui  sera  toujours  fermée  (de  fonne  dite  elliptique). 

Coupons  la  surface  conique  2'  par  un  plan  P',  nous  savons  que  l'on  peut  obtenir 
pour  sections  trois  courbes  de  formes  très-différentes ,  et  que  parmi  ces  formes  la 
forme  fermée  existe  ;  la  section  déforme  elliptique  est  donnée  lorsque  P'  coupe  toutes 
les  génératrices  droites  du  cône.  Désignons  cette  section  (de  forme  elliptique) 
par  E'. 

Les  deux  courbes  E  et  E'  ont  la  même  forme;  voyons  si  l'on  peut  ^  géométrique- 

(*)  Je  n*ai  pas  besoin  d'exposer  en  détail  la  théorie  iêê  polaires ,  je  me  borne  au^  théorèmes  nécessaires 
à  la  démonstration  de  la  question  qui  fait  le  sujet  de  cette  première  partie. 
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ma&t  pariant  9  les  conaîdéiw  ccmnoe  des  coarbes  identiques  et  jouissant  dès  k>rs  des 
mêmes  propriétés  géométriques. 

Rappelons-nous  la  distinction  que  nous  avons  feite  entre  les  deux  genres  de  pro-  . 
priétés  géométriques  qui  peuvent  exister  pour  une  courbe  y  savoir  :  propriétés  de  - 
relation  de  jHfsition  et  propriétés  de  relation  métrique. 

Si  les  deux  courbes  E  et  E'  jouissent  des  mêmes  propriétés  de  relation  de  posi- 
tion, nous  pourrons  les  dire  identiques ,  lorsqu'il  s'agira  des  propriétés  de  ce  genre  ; 
mais  nous  ne  pourrons  rien  affirmer  touchant  leur  identité  au  sujet  des  propriétés 
de  relation  métrique  (^). 

Par  conséquent ,  nous  devrons  avoir  grand  soin  de  ne  pas  confondre  et  mélan- 
ger dans  nos  démonstrations ,  ces  deux  genres  (bien  distincts)  de  propriétés  géo- 
métriques. 

Démontrons  maintenant  que  les  deux  sections  elliptiques ,  cylindrique  E  et  co- 
nique E'  sont  identiques  par  rapport  aux  relations  géométriques ,  dites  de  position. 

Il  est  évident  que  par  une  projection  cylindrique,  c'est-à-dire  au  moyen  de  droites 
parallèles  entre  elles  et  à  Taxe  du  cylindre  de  révolution  I ,  nous  ferons  passer  sur 
le  plan  P  et  par  suite  sur  la  section  E ,  toutes  les  propriétés  de  relation  de  position 
qui  existent  pour  le  cercle  D,  ces  relations  de  position  étant  du  genre  de  celles 
dites  des  transversales ,  ou  des  points  de  concours. 

Il  est  évident  que ,  par  une  projection  conique ,  c'est-à-dire  au  moyen  de  droites 
passant  par  le  sommet  du  cône  Î!  nous  ferons  passer  sur  le  plan  P'  et  par  suite  sur 
la  section  Ë',  toutes  les  propriétés  dites  des  transversales  t  ou  des  points  de  concours 
qui  existent  pour  le  cercle  D'. 
Gela  posé  : 

Si  dans  le  cercle  D  ou  D' on  mène  deux  cordes  M  et  N  se  coupant  en  un  point  o 
intérieur  au  cercle,  et  dont  nous  désignerons  les  extrémités  par  ??i,  m' et  » ,  «';  si 
l'on  détermine ,  ainsi  qu'il  a  été  dit  ci-dessus ,  la  polaire  0 ,  le  point  o  étant  le  pâle  ; 
prenant  sur  le  cercle  D  ou  D'  un  cinquième  point  x  arbitraire ,  on  déterminera  le 
sixième  point  x  conjugué  du  point  x ,  par  la  construction  suivante  : 

On  unira  les  points  o;  et  m  par  une  droite  coupant  la  polaire  0  en  un  point  </et 

unissant  les  points  d  et  m'  par  une  droite;  elle  coupera  la  corde  xo  (prolongée)  en 
un  point  x'  qui  sera  le  sixième  point  demandé. 

On  voit  donc  qu'en  faisant  cheminer  le  cinquième  point  x  sur  le  cercle  D  ou  D',  oo 
construira  une  Série  de  sixi^es  points  x\  qui  appartiendront  tous  au  cercle  D  ou  D'. 

Même  chose  aura  lieu  pour  la  section  E  ou  E',  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci- 


(*)  Ainsi  lo  cwele^  Vellipse,  la  parabole  et  Vhyperbole  sont  id&ntiques  pour  fes  relalîons  de  poeikion , 
nai.-^  ces  courbes  ne  80Dt  pas  identiques  pourleâ  relations  métriques. 


i 
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dessus,  UmchaDt  remploi  des  fn'ojeciknu  cylmdrîqiie  on  conique,  pour  faire  passer 
Iç  système  qui  est  lié  au  cercle  D  ou  D',  sar  les  courbes  fi  ou  Ë^ 

Par  cOQséqueut,  tous  les  points  conjugués  x,  et  j;/  de  la  courbe  E  ou  E'  srnit  liés 
entre  eux  et  aux  quatre  points  m,,  fnjy  n,j  n/,  arbitrairement  choisis  sur  les  courbe» 
E  et  Ë'^  par  une  même  construction*  graphique* 

Ces  deux  courbes  Ë  et  Ë'  sont  donc ,  géométriquement  parlant ,  des  courbes  iden- 
tiques. Dés  lors  si  nue  certaine  propriété  de  relation  de  position  existe  pour  la  courbe  E, 
elle  existera  pour  la  courbe  Ë'.  (Ceci  est  dit  comme  induction  ou  déduction  philosophique.) 
Par  conséquent ,  sachant  que  si  Ton  inscrit  à  la  section  cylindrique  Ë  un  hexagone 
tel  que  deux  couples  de  côtés  oj^osés  soient  parallèles  entre  eux ,  le  troisième 
couple  de  côtés  opposés  est  formé  par  des  droites  qui  sont  aussi  parallèles  entre 
elles  (*)  ;  propriété  que  Ton  démontre  directement  par  la  projection  cylindrique. 
Cette  propriété  dont  jouit  la  section  cfflindrique  Ë  existera ,  sans  aucun  doute ,  pour 
la  section  conique  Ë',  quoique  nous  ne  démontrions  pas  directement  Texistence  de 
cette  propriété  pour  la  courbe  E';  et  en  vertu  de  cette  propriété  dont  jouit  (  par 
induction  )  la  section  conique  Ë',  nous  pourrons  démontrer  Vhexagramme  de  Pascal 
ainsi  qu'il  suit* 

Traçons  un  cercle  G  dans  un  plan  P;  inscrivons  dans  ce  cercle  un  hexagone 
quelconque  ;  élevons  par  le  centre  o  du  cercle  C  une  perpendiculaire  au  plan  de 
ce  cercle  et  prenons  sur  cette  droite  un  point  arbitraire  ^;  le  cône  (  * ,  C  )  sera  de 
révolution  ;  on  aura  ainsi  le  cône  droit  des  anciens  géomètres. 

Gela  posé  : 

Prolongeons  les  côtés  opposés  de  l'hexagone  inscrit  {jig.  HI  ). 

Les  cétés  ab  et  a'b'  se  couperont  en  un  point  p; 

Les  côtés  arf,  a'd  se  couperont  en  un  point  r  ; 

Les  côtés  db\  db  se  couperont  en  un  point  q. 

Il  faut  démontrer  que  les  trois  points  p,  q,  r,  sont  en  ligne  droite. 

Pour  cela  faire  : 

Unissons  par  une  droite  D  deux  des  trois  points  p  j^  </ ,  r  et  ainsi  les  points  p  et  «y. 

Menons  par  le  sommet  s  et  la  droite  D  un  plan  R  et  coupons  le  cône  (»,  C)  par  un 
plan  Q  parallèle  au  plan  R. 

Ge  plan  Q  coupera  le  cône  suivant  une  section  elliptique.  Ë',  car  la  droite  D 
étant  extérieure  au  cercle  C,  ce  plan  Q  coupera  toutes  lesg&iératrices  droites  du  cône. 

Or  il  est  évident  que  les  génératrices  sa,  sa\  sbj  sb\  êdj  sdl  du  oône(»,  G)  seront 
coupés  par  le  plan  Q  en  des  points  a„  a.',  6.,  A/,  (t,  d/  qui  sermit  les  sommet  d'un 
hexagone  iascrit  à  la  coiu-beE'. 


(♦)  Voyez  le  Coxirê  de  géométrie  descriptive ,  2«  partie,  page  76 ,  art.  320. 
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Et  comme  la  pyramide  hexagonale  inscrite  au  cône  {sy  C)  a  deux  couples  de  faces 
opposées  se  coupant  suivant  les  droites  sp  et  sq,  qui  sont  parallèles  au  plan  Q^  il  s'en- 
snit  que  rhexaigone  inscrit  dans  la  courbe  E'  a  nécessairemeni  deux  couples  de 
obté»  opposés  qui  sont  parallèles. 

Or,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus^  le  troisième  couple  de  côtés  opposés 
doit  être  formé  de  droites  parallèles ,  donc  la  droite  sr  doit  être  dans  le  plan  R. 
Donc  les  trois  plans  p,  q,  r  sont  en  ligne  droite.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 


§  V.        . 

Mais  supposons  que  les  géomètres  éprouvent  des  scrupules  (assez  légitimes)  et  ne 
puiseaat  admettre  Vexacûiade  géométrique  de  la  démonstration  de  Vhexagrmnme  pour 
le  cercle ,  ainsi  que  nous  Tavons  donnée  ci-dessus ,  attendu  que  cette  démonstration 
s'appuie  sur  ce  que  la  section  elliptique  du  cône  droit  jouit  d'une  propriété  qui  ap- 
fartient  à  la  aectioa  elliptique  du  cylindre  droit,  savoir  : 

Que  si  l'on  inscrit  dans  l'une  ou  l'autre  section  un  hexagone,  tel  que  deux  cou- 
fles  de  côtés  opposés  forment  un  faisceau  composé  de  deux  droites  parallèles ,  le 
troisième  couple  de  côtés  opposés  est  nécessairement  composé  de  deux  droites  pa- 
rallèles entre  elles. 

Et  qu'ainsi  les  géomètres  ne  puissent  admettre  ce  mode  de  démonstration,  attendu 
que  si  la  propriété  énoncée  et  qui  sert  de  point  de  départ  se  trouvant,  en  effet,  démon- 
trée d'une  manière  rigoureuse  pour  la  section  elliptique  du  cylindre  droit ,  et  cela 
au  moyen  des  projections  cylindriques  j  elle  n'est  démontrée  que  par  induetUm  et 
d'une  manière  purement  pbUasaphiqne  pour  la  section  elliptique  du  cône  droit. 

Supposant  donc  que  les  géomètres  soient  conduits  à  dé^er  une  démonstration 
directe  de  la  propriété  de  Fhexagramme  dans  lo  cercle,  nous  donnerons  la  démon- 
stration suivante  qui  a  l'avantage  d'être  dans  un  même  esprit  géomé$rique  avec  celles 
données  par  Mokgb  sur  tes  propriétés  des  polaires  et  des  tcmgeutes  conjuguées  expo- 
sées ci-dessus  (§§  I  et  II),  et  cette  uniformité  de  méthode  doit  être  remarquée  par 
les  géomètres,  car  c'est  précisément  cette  uniformité  dans  les  méthodes  qui  donne 
un  si  grand  charme  à  la  géométrie  des  anciens  et  qui  la  rend  surtout  d'une  étudefacile. 

nÉM^lfft'niilTI^N    BIIBCTB   »E   l'bEXAGIUMME   ]>MS  LE   CERCLE. 

Concevons  une  sphère  S;  menons  par  son  centre  o  un  plan  P,  ce  plan  coupera  la 
sphère  suivant  un  grand  cercle  C  ;  inscrivons  dans  le  cercle  C ,  un  hexagone  quel- 
conque ;  unissons  deux  à  deux  par  des  cordes  3 ,  d',  è"  les  sommets  opposés  de  cet 
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hexagone  ;  ces  trois  cordes  se  couperont;  deux  à  deux  en  trois  points ,  qui  seront 
toujours  situés  dans  l'intérieur  du  cercle,  c'est  évident. 

Menons  par  tes  cordes  â,  3',  d",  des  plans  X,  X',  X",  perpendiculaires  au  plan  P  ; 
ces  plans  couperont  la  sphère  S  suivant  des  petits  cercles  A,  à! y  A"  qui  se  couperont 
deux  à  deux  et  en  deux  points  symétriquements  placés  par  rapport  au  plan  P;  Ton 
de  ces  points  étant  en  dessus ,  l'autre  en  dessous  du  plan  P,  et  étant  l'un  et  l'antre 
également  distants  de  ce  plan  P. 

Cela  posé  : 

Désignons  (/y.  111)  par  a  et  a*  les  points  en  lesquels  le  cercle  C  est  coupé  par  la 

corde  3. 

—  par  b  et  b'  les  extrémités  de  la  corde  d'. 

—  par  d  et  d!  les  extrémités  de  la  corde  d". 

Chacune  de  ces  cordes  3,  i',  3",  sera  sur  le  plan  P  la  projection  orthogonale  dea 
cercles  A,  A',  A". 

En  vertu  de  ce  qui  a  été  démontré  §  II,  ces  cercles  pourront  être  enveloppés  deux 
à  deux  par  deux  cônes  ;  on  aura  donc  en  tout  six  cônes  enveloppant  deux  à  deux 
ces  trois  cercles  (*). 

En  vertu  de  ce  que  le  plan  P  est*  symétrique  par  rapport  à  la  sphère  S  et  aux  trois 
cercles  A,  A',  A",  il  est  évident  que  les  sommets  de  ces  six  cônes  seront  situés  sur 
ce  plan  P  ;  par  conséquent  l'hexagone  inscrit  (aérf,  a'6'(i')  sera  tel  que  : 

1  ^  Ses  côtés  opposés  ab  et  ab'  étant  prolongés,  seront  les  génératrices  droites 
d'un  cône  1  enveloppant  les  cercles  A  et  A'  ; 

2®  Ses  côtés  opposés  ad  et  ad'  seront  les  génératrices  droites  d'un  cône  2'  enve- 
loppant les  cercles  A  et  A"  ; 

3""  Ses  côtés  opposés  db'  et  bd'  seront  les  génératrices  droites  d'un  cône  2"  en- 
veloppant les  cercles  A' et  A". 

(Et  cela  a  lieu  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  §  II). 

Les  sommets  des  cônes  2 ,  2',  2"  seront  donc  situés  sur  le  plan  P  (plan  du  cercle 
C)  en  les  points  p ,  9 ,  r,  en  lesquels  concourent  chaque  couple  de  côtés  opposés  de 
l'hexagone. 

Cela  posé  : 

Je  dis  que  les  trois  points  p,  9,  r  sont  en  ligne  droite.  Et  en  effet  : 

Considérons  les  deux  cônes  2  et  2'  ;  puisque  le  premier  2  ayant  son  sommet  an 
point  p  enveloppe  les  cercles  A  et  A',  puisque  le  second  2'  ayant  son  sommet  au  point 
r,  enveloppe  les  cercles  A  et  A",  il  s'ensuit  que  ces  deux  cônes  ont  une  basa  com^ 


(*)  Voyez  io8  Compléments  de  géométrie  deser^tive^  page  42. 
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mune  qui  est  le  cercle  à  ;  si  donc  on  unit  leurs  ^sommets  p  et  r  par  une  droite ,  elle 
viendra  couper  le  plan  X  du  cercle  A  (et ,  par  conséquent ,  elle  viendra  couper  la 
corde  S)  en  un  certain  point  m,  et  si  de  ce  point  m  on  mène  deux  tangentes  au  cer- 
cle A,  on  aura  deux  points  de  contact  x  elx,. 

Or  il  est  évident  que  les  plans  (x ,  p,  r)  et  (x, ,  p ,  r)  seront  tangents  à  la  fois  aux 
deux  cônes  1  et  2\  et  chacun  d'eux  sera  tangent  suivant  la  génératrice  px  ou  px^ 
pour  le  cône  1  et  suivant  la  génératrice  rx  ou  rx,  pour  le  cône  2'. 

Or,  le  cercle  A"  étant  situé  sur  le  cône  2',  il  s'ensuit  que  la  génératrice  px  cou- 
pera le  cercle  A"  en  un  point  x'!  et  que  la  génératrice  rx,  coupera  ce  même  cercle  A" 
en  un  point  x'\  ;  or  le  cercle  A'  étant  situé  sur  le  cône  2,  il  s'ensuit  que  la  génératrice 
px  coupera  le  cercle  A'  en  un  point  x\  et  que  la  génératrice  px,  coupera  ce  même 
cercle  en  un  point  x,\ 

Et  il  est  évident  que  les  tangentes  9  en  x  au  cercle  A,  6'  en  x  au  cercle  A',  9"  en 
x"  au  cercle  A",  seront  situées  dans  le  plan  (x ,  p ,  r),  et  que  de  même  les  tangentes 
6,  en  jp,  au  cercle  A,  6/  en  x/  au  cercle  A',  9/'  en  x,"  au  cercle  A'',  seront  situées  dans 
le  plan  (a:,,  p,  r)  ;  par  conséquent  le  plan  (x,  p,  r)  coupera  la  sphère  S  suivant  un 
cercle  C  tangent  respectivement  aux  cerclés  A,  A',  A"  en  les  pointe  Xy  x%  te' ;  et  le 
plan  (x.,  p,  r)  coupera  la  sphère  S  suivant  un  cercle  C„  tangent  respectivement  aux 
cercles  A,  A',  A",  en  les  points  x,,  xl  x\ 

Cela  posé  : 

On  arrivera  au  même  résultat,  soit  que  Ton  considère  les  cônes  2,  2'  ou  2,  2''  ou 
2',  2".  Par  conséquent  le  plan  du  cercle  C,  ainsi  que  le  plan  du  cercle  C.  est  tangent 
à  la  fois  aux  trois  cônes  2,  2',  2",  chacun  des  plans  des  cercles  C  et  C.  contient  donc 
les  sommets  des  trois  cônes  2,  2',  2"  ;  or  ces  sommets  p,  ç,  r  sont  sur  le  plan  P , 
donc  ils  sont  en  ligne  droite. 

Ainsi  se  trouve  démontré  d'une  manière  rigoureuse,  et,  pour  le  cercle,  X^ihéwème 
connu  sous  le  nom  d'hexagramme  de  Pascal. 

g  VI. 

■ 

L'hexagramme  de  Pascal  étant  démontré  pour  le  cercle,  il  est  facile  de  le  démon* 
trer  pour  les  sections  planes  d'un  cylindre  droit  ou  d'un  cône  droit. 

Et  en  effet  : 

Désignant  par  C  la  section  droite  d'un  cylindre  droit  2 ,  et  par  G'  la  section  droite 
d'un  cône  droit  2',  (les  deux  courbes  G  et  G'  seront  des  cercles)  en  inscrivant  dans 
chacun  des  cercles  G  et  G'  un  hexagone ,  les  trois  points  de  concours  des  côtés  op* 
posés  de  cet  hexagone  saront ,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  démontré  ci-dessus ,  distri- 
bués inr  une  droite  D  pour  le  cerçte  G  et  sur  une  droite  D' pour  le  cerdeG'. 


—  fi- 
cela posé  : 

Coupant  1*  le  cylindre  1  par  \m  plan  quelconque  P,  nous  obtiendrons  «ne  conrbe 
fermée  (elliptique)  E ,  sur  laquelle  nous  ferons  passer  toutes  les  droites  de  la  figure 
située  dans  le  plan  du  cercle  C  au  moyen  de  droites  parallèles  à  Taxe  du  cylindre  2; 
et  ainst  par  une  profeciion  qfHndrique. 

L'hcxagrammè  de  Pascal  se  trouvera  donc  démoatré  pour  la  courbe  E. 

Coupant  â^  le  cône  l'  par  un  plan  quelconque  P',  nous  obtiendrons  l'une  des 
trois  sections  coniques  Ë'  et  nous  ferons  passer  sur  le  plan  P'  la  figure  située  dans 
le  {dau  du  cercle  C\  au  moyen  de  droites  concourant  au  sommet  du  eèoe  2';  et 
akisî  par  une  projection  eenirale  ou  ceràqm. 

L'be&agramme  de  Pascal  se  trouvera  donc  démontré  pour  la  courbe  Ë'. 

Et  comme  au  moyen  de  Thexagramme ,  on  peut ,  étant  donué  dnq  poiuts  de  la 
couri)e  E  ou  Ë'^  construire  autant  de  sixièmes  points  qu'on  voudra^  ou  voit  que  cette 
oonstruction  de  la  courbe  équivaut  en  géométrique  graphiqney^  à  Téquation  de  la 
GOiurbe  en  géométrie  analytique. 

Par  conséquent  les  trois  sections  coniques  E'  sont  de  même  i^ture  géométriques 
soit  entre  elles,  soit  avec  la  section  cylindrique  E« 

Cda  posé  : 

Si  Ton  imagine  un  cône  quelconque  2,  ayant  pour  base  une  section  conique  E' 
(qui  ne  sera  autre  que  Tune  des  trois  sections  planes  d'un  cône  droit),  et  si  Ton 
ooupe  ce  cône  2,  par  un  plan  quelconque  P, ,  suivant  une  courbe  E. ,  je  dis  que  la 
courbe  E,  sera  toujours  une  section  conique. 

Ëtenefiet: 

L'hexagramme  de  Pascu.  existant  pour  la  court)e  E',  on  pourra  le  faire  passer  sur  la 
courbe  E.  au  moyen  d'une  projection  centrale  ou  conique,  le  sommet  du  cône  2,  étant 
le  œutre  de  cette  projection ,  donc,  etc.  Ce  qui  précède  nous  permet  donc  d'énoncer 
les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  1  ".  Tout  cône  qui  a  pour  base  une  section  conique  est  coupé  par  un  plan 
suivant  une  autre  section  conique. 

Théorème  2.  Une  section  conique  est  toujours  projetée  orthogonalement  ou  oblique- 
ment sur  un  plan^  suivant  une  section  conique  de  même  forme  quelle. 

§  VIL 

Imaginons  un  cône  2  ayant  pour  base  une  section*  conique  A  située  dans  un 
jdsm  P;  coupons  ce  cône  par  un  second  plan  P';  les  dewx  plausPet  P'  se  couperont 
suivant  une  droite  I  et  le  plan  P'  coupera  le  côue  2  swaut  une  seconde  section  co- 
nique A'. 
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Cela  posé: 

Meoons  par  le  sommet  <ki  cône  1  une  droite  arbitraire  R,  mais  telle,  qu'elle  soit 
extérieure  au  cône  2  ;  prenons  sur  cette  droite  R  deux  points  arbitraires  a  et  q\  et 
regardons  chacun  de  ces  points  comm^  le  sommet  d'un  cône  ayant  la  courbe  A 
ou  A'  pour  base  ;  nous  aurons  deux  cônes  (A,  a)  et  (A',  a)  qui  auront  deux  plans 
tangents  communs. 

Si  nous  cherchons  la  courbe,  intersection  de  ces  deux  cônes  (a,  A),  (a', A'), 
nous  verrons  que  cette  courbe  est  divisée  en  deux  branches,  dont  Tune  est 
plane,  parce  que  ses  tangentes  s'appuient  toutes  sur  la  droite  I. 

Cette  branche,  que  nous  désignerons  par  a,  étant  plane  ne  sera  autre  qu'une  sec- 
tion conique. 

Dès  lors  les  deux  cônes  (a.  A),  (a',  A')  peuvent  être  considérés  comme  ayant 
même  base  a  (*). 

§  vm. 

Démontrons  maintenant  le  théorème  suivant  : 

THÉORkMB.  Deux  cônes  S  et  S'  qui  ont  pour  base  commune  une  section  conique  B , 
s  entrecoupent  suivant  une  sectmde  section  conique  B^ 

Démonstration.  Unissons  les  sommets  s  et  s^  des  cônes  S  et  S'  par  une  droite  K 
qui  viendra  couper  le  plan  de  la  base  B  en  un  point  k  \  menons  par  le  point  k  une 

série  de  sécantes  X , ^  la  section  conique  B  ;  ces  droites  X, seront  sur  le  plan 

de  la  courbe  B,  les  traces  d'une  série  de  plans  auxiliaires  passant  tous  par  la  droite 
K ,  et  coupant  dès  lors  les  deux  cônes  S  et  S' suivant  des  génératrices  droites ,  les- 
quelles s'entrecouperont  en  des  points  qui  appartiendront  à  la  courbe  B'  cherchée. 
Or,  si  l'on  veut  construire  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe  B',  il  faudra  faire 
la  construction  suivante  : 

Mener  aux  points  x  et  x^  en  lesquels  la  courbe  B  est  coupée  par  la  divergente  X 
des  tangentes  6  et  9,  à  cette  courbe  B ,  ces  deux  tangentes  se  couperont  en  un  point  t 
qni  sera  la  trace  sur  le  plan  de  la  courbe  B  des  deux  tangentes  à  la  courbe  B'  et  pour 
les  points*  en  lesquels  se  coupent  les  génératrices  droite  sx ,  s*x  situées  dans  le  plan 
auxiliaire  ayant  la  droite  X  pour  trace. 

Or  tous  les  points  l. . .  sont  sur  une  droite  L  qui  coupe  la  courbe  B  (cette  droite  L 
est  la  polaire  de  la  courbe  B ,  le  pôle  étant  le  point  k  ). 

(*)  Je  n*eii(re  pas  daDS  plus  de  détails ,  i)arce  qu*on  peut  lire  la  démonstration  complète  dans  les  Con^ 
pléments  de  géométrie  deêcriptive,  pages  3  et  suivantes. 
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Donc  tovtes  Ijbs  tangentes  à  la  courbe  B'  s'appâtent  sur  une  droite  L  ;  donc  la  courbe 
B'  est  plane;  donc  elle  est  une  section  coniqoe.  Ce  qu'il  fallait  démontrer  (*). 

§IX. 

Tout  ce  qoi  précède  étant  bien  compris  j  arrivons  maintenant  à  la  démonstration 
du  théorème  qui  sert  de  base  à  la  nouvelle  manière  de  démontrer  les  propriétés 
principales  des  sections  coniques. 

Co  théorème  s'énonce  ainsi  : 

Théobèmb.  Lorsqu^un  cercle  et  une  section  conique,  situés  dans.des  plans  différents ^ 
ont  un  peint  de  contact ,  ces  courbes  sont  toujours  enveloppées  par  un  cône  et  par  un 
seul  cône. 

Démonstration.  Imaginons  sur  le  plan  horizontal  un  cercle  C;  menons  en  un 
point  m  de  ce  cercle  une  tangente  9  ;  faisons  passer  par  la  droite  9  un  plan  P,  et  tra- 
çons dans  ce  plan  une  conique  E  tangente  en  m  au  cercle  C. 

Cela  posé  : 

Cinq  conditions  déterminent  une  section  conique  ;  par  conséquent ,  si  je  prends 
sur  la  oonique  E  trois  points  arbitraires a^bjdy  la  conique  E  sera  complètement 
déterminée ,  en  ajoutant  les  deux  conditions  de  passer  par  le  point  m  et'  d'être  tan- 
gente e  Bce  point  m  à  la  droite  9.  ^ 

Je  puis  donc  y  dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  otiblier  la  conique  E  et  n'^nployer  que 
les  points  m,a,by  deiia  tangente  9. 

Considérons  trois  cônes  A ,  B ,  D ,  ayant  respectivement  pour  sommet  les  points 
a,  6,  (/  et  pour  base  commune  le  cercle  C. 

Les  deux  cônes  Â  et  B  se  couperont  suivant  une  conique  S. 

Les  deux  cônes  A  et  D  se  couperont  suivant  une  conique  y. 

Les  deux  coniques  6  et  y  seront  donc  situées  toutes  deux  sur  le  cône  A. 

Or  deux  coniques  tracées  sur  un  cône  ne  peuvent  avoir  entre  elles  que  quatre 
positions  distinctes  : 

l**  Elles  peuvent  n'avoir  aucun  point  commun  ; 

T  Elles  peuvent  ôtre  tangentes  l'une  à  Pautre  en  un  point  ; 

■ 

3*  Elles  peuvent  se  couper  en  deux  points  ; 

4*  Elles  peuvent  se  couper  en  un  seul  point ,  alors  elles  sont  composées  de  branches 

infinies.  ,  . 

•    Or,  il  est  évident ,  en  faisant  Y  épure  de  l'intersection  des  deux  cônes  A  et  B,  que 


(*)  Je  n^entre  pas  dans  plus  de  détails ,  pnrce  qa*on  peut  lire  la  démonstratibn  complète  dans  le  Coeirs 
40  géométrie  èucriplwe^  pages  4  44  et  suivantes. 
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la  courbe  6  passe  par  le  point  m  ;  de  même  Tintersection  y  des  deux  cônes  Â  et  D 
passe  par  le  point  m. 

Ainsi  les  deux  coniques  6  et  y  ont  en  m  un  point  commun. 

Voyons  maintenant  si  ce  point  m  peut  être  un  point  de  contact  entre  les  courbes  6 
et  y. 

La  tangente  en  m  à  la  courbe  6  sera  située  sur  le  plan  (a,  9)  langent  au  cône  A 
suivant  sa  génératrice  droite  am. 

La  tangente  en  m  à  la  courbe  y  sera  aussi  située  sur  le  môme  plan  tangent  (a^  9). 

Si  donc  les  deux  courbes  6  et  y  sont  tangentes  en  m ,  ces  deux  tangentes  se  con- 
fondront en  une  seule  et  même  droite. 

Si  au  contraire  les  deux  courbes  6  et  y  qui  se  coupent  déjà  au  point  m  ,  se  coupent 
en  un  second  point  m, ,  alors  ces  deux  tangentes  seront  distinctes. 

Gela  posé  : 

Admettons  que  les  deux  courbes  g  et  y  sont  tangentes  Tune  à  Tautre  au  point  m , 
et  voyons  ce  qui  doit  en  advenir. 

Lorsque  Ton  a  sur  un  cône  A  deux  coniques  6  et  y  tangentes  Tune  à  l'autre  en  un 
point  m  y  il  est  impossible  de  faire  mouvoir  un  plan  tangent  à  ces  deux  coniques ,  de 
telle  manière  qu'il  leur  soit  intérieur.  Par  conséquent ,  ces  deux  coniques  ne  peuvent 
être  enveloppées  que  par  le  seul  cône  A. 

Mais  par  hypothèse,  les  coniques  6  et  y  sont  les  intersections,  savoir  :  S  des  cônes 
A  et  B ,  et  y  des  cônes  A  et  D  ;  ces  deux  coniques  6  et  y  ne  peuvent  donc  être  tan- 
gentes en  m ,  dès  lors  elles  doivent  impérieusement  se  croiser  au  point  m  et  se  couper 
en  un  second  point  m, ,  lequel  sera  le  sommet  du  cône  1  qui  enveloppe  les  deux 
courbes  données ,  savoir  :  le  cercle  C  et  la  conique  E. 

Le  point  m  est  bien  le  sommet  d'un  second  cône  enveloppant  les  courbes  C  et  E , 
mais  il  est  évident  que  ce  second  cône  est  formé  des  plans  de  ces  courbes  C  et  E. 

Ainsi ,  il  se  trouve  démontré  que  le  cercle  C  et  la  conique  E  qui  ont  un  point  de 
contact  m  sont  toujours  enveloppés  par  un  cône  et  par  un  seul  cône. 

Dans  le  paragraphe  suivant ,  nous  allons  démontrer  que  dans  le  cas  où  l'on  con- 
sidère un  cercle  C  et  une  section  conique  E ,  les  deux  courbes  6  et  y  ne  peuvent  pas 
se  couper  en  le  seul  point  m. 

§X. 

J'ai  dit  ci-dessus  que  les  coniques  6  et  y  se  coupaient  impérieusement  en  deux 
points  m  et  m,  ;  il  faut  justifier  cette  assertion. 

Deux  coniques  X  et  Y  tracées  sur  un  cône  1 ,  peuvent  ne  se  couper  qu'en  un 
seul  point. 

3 


—  i9  — 

En  efiet  : 

Par  un  point  m  pris  sur  Tune  des  nappes  de  la  surface  conique  1 ,  on  peut  baqoms 
mener  une  droite  Z  parallèle  à  une  génératrice  droite  G  de  cette  surface  2- 
.  Dès  lors  y  la  droite  Z  ne  percera  cette  surface  2  qu'en  le  seul  point  m. 

Si  par  la  droite  Z  nous  menons  une  suite  de  plans  P,  P',  P",  . . .  chacun  de  cet 
plans  sera  parallèle  à  la  génératrice  G,  et  il  n'y  aura  entre  eux  qu'un  seul  plan  P. , 
qui  sera  parallèle  au  plan  0  tangent  à  la  surface  1  suivant  la  génératrice  G. 

Dès  lors  tous  les  plans  P,  P\  P",.-  couperont  le  cône  1  suivant  des  kyperMes^  et 
le  plan  P.  sera  le  seul  qui  coupera  ce  cône  1  suivant  une  parabole. 

Ainsi  j  pour  que  deux  coniques  X  et  Y  ne  se  coupent  qu'en  un  seul  {xûat  m ,  il 
faut  qu'elles  soient  ou  i  **  deux  hyperboles,  ou  2*  une  hyperbole  et  une  parabole  ;  et 
il  est  facile  de  voir  que  dans  le  premier  cas  les  deux  hyperboles  ont  chacune  une  de 
leurs  deux  asymptotes  parallèles  aux  droites  G  et  Z ,  et  que  dans  le  second  cas 
riiyperbole  et  la  parabole  sont  des  courbes  telles,  que  l'axe  infini  de  la  parabole  est 
parallèle  à  l'une  des  deux  asymptotes  de  l'hyperbole,  et  ainsi  à  l'asymptote  qui  est 
elle-môme  parallèle  aux  droites  G  et  Z. 

Cela  posé  : 

Il  serait  à  craindre  que  les  deux  coniques  7  et  g  se  coupassent  en  un  seul  point 
m,  lorsque  toutes  deux  seront  hyperboliques  y  ou  lorsque  l'uae  d'elles  serait  une  lofper^ 
bole ,  l'autre  étant  une  parabole. 

Mais  comme  la  base  commune  aux  trois  cônes  A ,  B ,  D  est  un  cercle  C ,  si  par 
hasard  le  point  b  pris  sur  la  conique  E  se  trouve  placé  de  manière  à  ce  que  la 
courbe  6  intersection  des  cônes  A  et  B  se  trouve  être  vuie  hyperbole  ou  une  parabole , 
on  pourra  toujours  choisir  un  point  d  sur  la  courbe  E,  tel  que  le  cône  D  coupe  le  cône 
A  suivant  une  ellipse  7.  Et  en  effet  :  en  unissant  les  points  a  et  d  par  une  droite  et 
faisant  glisser  le  cône  D  parallèlement  à  lui-même  jusqu'en  la  position  D',  poeitioB 
en  laquelle  le  sommet  d  sera  venu  se  superposer  sur  le  sommet  a ,  ce  cône  D' sera 
coupé  par  le  plan  du  cercle  C ,  suivant  un  cercle  G'  ;  et  il  est  évident  que  l'on  pourra 
toujours  choisir  sur  la  conique  Ë  ,  le  point  d  de  tdle  manière  que  les  deux  oercle&  C 
et  C'  ne  se  coupent  pas  ou  ne  se  touchent  pas,  en  un  mot  n'aient  entre  eux  aucun 
point  commun  ;  et  l'on  sait  que  dans  ce  cas  les  deux  cônes  A  et  D  se  coupent  tou- 
jours suivant  une  ellipse. 

Par  conséquent ,  les  deux  coniques  6  et  7  se  couperont  toujours  en  deux  points 
met  me 
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§XI. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  si  l'on  se  donne  deux  coniques  quelconques  C  et  E 
tangentes  Tune  à  l'autre  en  un  point  m  et  situées  dans  des  plans  différents ,  ces  deux 
coniques  ne  pourront  être  enveloppées  par  un  cône,  qu'autant  qu'elles  auront 
entre  elles  une  position  convenable. 

Ainsi,  ces  courbes  C  et  E  étant  deux  hyperboles,  ou  deux  paraboles,  ou  une 
hyperbole  et  une  parabole ,  ne  pourront  pas  être  placées  sur  un  cône ,  si  les  sommets 
des  branches  en  contact  par  le  point  m  ont  leurs  sommets  situés  l'un  à  droite  et  l'autre 
à  gauche  du  plan  normal  mené  à  la  tangente  9  par  le  point  m ,  comme  l'indiquent 
\&& figures  IV,  V  et  VI. 

Car  Ton  sait  à  priori  qu'il  est  impossible  de  couper  un  cône  par  deux  plans  de 
manière  à  avoir  des  coniques  ainsi  disposées  l'une  par  rapport  à  l'autre  ;  il  faut 
que  les  sommets  des  deux  branches  en  contact  au  point  m  soient  placés  tous  les  deux, 
ou  à  droite,  ou  à  gauche  du  plan  normal  mené  à  la  tangente  0  par  le  point  m,  en  un 
mot  soient  placés  tous  les  deux  d'un  même  côté  par  rapport  à  ce  plan  normal , 
comme  l'indiquent  les  figures  YII ,  YIII  et  IX. 

Dans  le  cas  où  les  coniques  C  et  E  auraient  entre  elles  la  position  indiquée  par 
les  figures  IV,  V  et  VI ,  la  construction  des  courbes  g  et  y  devrait  nous  indiquer  l'im- 
possibilité  d'unir  les  deux  courbes  G  et  E  par  un  cône  ;  et  cette  impossibilité  sera 
manifestée,  parla  manière  d'être  entre  elles  des  courbes  6  et  y  ;  aussi  la  construction 
graphique  nous  montrera-t-elle  que  ces  courbes  6  et  y  ne  se  coupent  qu'en  le  seul 
point  m  ;  et  elles  seront  dès  lors  disposées  sur  le  cône  A ,  comme  nous  l'avons 
dit  §  X. 
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DEUXIÈME  PARTIE '). 


DES  PROPRIÉTÉS  DES  SECTIONS  CONIQUES  RELATIVES  A  LEURS  FOYERS,  A  LEURS  DIRECTRICES 

ET  A  LEURS  FOCALES. 


Ce  sont  les  diverses  propriétés  dont  jouissent  les  sections  coniques  par  rapport  à 
leurs  foyers ,  à  leurs  directrices  et  à  leurs  focales  y  que  nous  désignons  par  le  nom 
de  propriétés  principales  des  sections  coniques. 

Pour  les  démontrer,  nous  nous  appuierons  sur  le  théorème  suivant ,  et  qui  est 
démontré  dans  la  première  partie  de  ce  mémoire ,  savoir  :  qu'un  cercle  et  une  section 
conique  ayant  un  point  de  contact ,  ces  deux  courbes  étant  situées  dans  des  plans  diffé- 
rentSy  sont  toujours  enveloppées  par  un  cône  et  un  seul  cône. 

Nous  allons  chercher  et  démontrer  ces  propriétés  principales  successivement  pour 
VeUipsCj  Y  hyperbole  et  la  parabole ,  ainsi  qu'il  suit. 

Propriétés  principales  de  rellipse. 

Soit  donnée  sur  le  plan  horizontal  de  projection  une  ellipse  A  (  en  d'autres  termes 
prenons  pour  plan  horizontal  le  plan  coupant  un  cône  droit  ou  de  révolution  suivant 
une  courbe  fermée  A). 

Supposons  que  Ton  connaisse  les  deux  axes  de  cette  courbe ,  et  ainsi  son  grand 
axe  aa'  et  son  petit  axe  bb^  et  son  centre  o. 

Menons  aux  extrémités  a  et  a' y  b  et  b'  des  axes,  des  tangentes  à  la  courbe  A,  nous 
savons  que  nous  aurons  construit  un  rectangle  circonscrit  à  cette  courbe  A. 

Désignons  par  9 ,  9',  d ,  d'y  les  tangentes  menées  respectivement  à  cette  courbe  A 
et  en  les  sommets  a,  a',  b,  b'  (fig.  1). 


(*)Le8  principaux  résultats  contenus  dans  cette  deuxième  parlieont  été  communiqués  à  la  Société 
philomatique  de  Paris ,  dans  sa  séance  du  43  mars  4847. 
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Cela  posé  : 

Prenons  une  ligne  de  terre  LT  parallèle  au  grand  axe  ad  de  la  courbe  A  ;  conce- 
vons un  cylindre  2  vertical  ayant  cette  courbe  A  pour  section  droite  ;  coupons  ce 
cylindre  2  par  un  plan  P  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  et  ayant  la 
tangente  9  pour  trace  horizontale  H'  {^g.  4);  ce  plan  coupera  le  cylindre  2  suivant 
une  ellipse  E  dont  la  projection  E^  ne  sera  autre  que  la  courbe  donnée  A. 

Gela  posé  : 

Prenons  sur  le  grand  axe  ad  (ou  sur  son  prolongement)  de  la  courbe  donnée  A 
un  point  arbitraire  rf;  et  de  ce  point  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  ac/,  dé- 
crivons un  cercle  D. 

Ce  cercle  D  sera  tangent  à  la  courbe  donnée  A  en  son  sommet  a. 

Cela  posé: 

Les  deux  courbes ,  ellipse  E  et  cercle  D ,  auront  au  point  a  une  tangente  com- 
mune 9  ;  ces  deux  courbes  E  et  D  pourront  donc  être  placées  ou  enveloppées  par  un 
cône  S,  et  ne  pourront  être  placées  ou  enveloppées  que  par  un  seul  cône  S. 

Déterminons  le  sommet  «  de  ce  cône  S. 

Il  est  évident  que  les  courbes  E  et  D  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  ver- 
tical M  passant  par  le  grand  axe  ad  (ce  plan  M  sera  parallèle  au  plan  vertical  de 
projection)  ;  dès  lors  le  sommet  %  du  cône  S  sera  située  sur  le  plan  M  ;  dès  lors  le 
point  ^  sera  situé  sur  le  grand  axe  ad  ou  sur  son  prolongement. 

Pour  déterminer  le  point  «^,  il  est  évident  qu'il  suffira  de  prendre  sur  la  tangente  9 
un  point  m  arbitraire  et  de  mener  par  ce  point  m  deux  tangentes ,  Tune  à  Tellipse  A 
ou  E^  et  la  touchant  au  point  3^  et  Tautre  au  cercle  D  et  la  touchant  au  point  y.  En 
unissant  les  deux  points  a:*  et  y  par  une  droite  G*,  on  aura  la  projection  horizontale 
d'une  génératrice  droite  6  du  cône  S ,  et  cette  droite  G*  coupera  le  grand  axe  ajd  ou 
son  prolongement  en  un  point  /  qui  sera  la  projection  horizontale  du  sommet  5  du 
cône  S. 

En  vertu  de  ce  que  nous  savons  en  géométrie  descriptive ,  il  sera  facile  de  construire 
le  point  s^  (les  constructions  sont  exécutées  sur  Y  épure ,  fig.  1  ) . 

Cela  posé  : 

En  faisant  varier  la  position  du  point  d  sur  le  grand  axe  adj  on  fera  varier  la 
grandeur  du  rayon  du  cercle  D;  on  aura  donc  une  série  de  cercles  D,  D',  D",  .•• 
ayant  respectivement  pour  centres  les  points  rf,  d',  d"...  ;  tous  ces  cercles  seront 
tangents  entre  eux  et  à  la  courbe  A  en  le  point  a. 

La  courbe  B  sera  successivement  enveloppée  et  respectivement  avec  les  cercles 
D,  D',  D", ...  par  des  cônes  S,  S',  S", .-.  dont  les  sommets  « ,  «',  <",.••  seront  situés 
sur  le  plan  M ,  et  détermineront  une  certaine  courbe  7  dont  nous  reconnaîtrons  plus 
tard  la  nature  géométrique. 
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Mais  remarquons  que  pour  détenniner  les  points  «*,  «'*,  «"*, . . .  nous  derrons  mener 
du  point  m  des  tangentes  aux  âivea^  cercles  D,  D',  D", .  •  •  àmt  les  points  de  contact 
«erimt  respectivem^it  y,  y\  y'\ ...  Or  il  est  évident  que  Ton  aura  : 


mas=fiijf =mi/'  =  my"=s 

Dès  lors  tous  les  points  y,  y\  y'\.. .  seront  situés  sur  un  cercle  g  ayant  le  point  m 
pour  centre  ^  ayant  ma  pour  rayon. 

Cela  posé  : 

Démontrons  que  les  points  d  et  s*,  d!  et  «'*, . . .  seront  en  général  des  points  distincts, 
séparés  F  un  de  Fautre  et  que  dès  lors  les  cônes  S ,  S', .  •  •  seront  des  cônes  obliques  à 
base  circulaire  ;  et  démontrons  en  même  temps  que  parmi  tous  ces  cônes  obliques , 
û  en  existera  deux  et  qu'il  n'en  existera  que  deux ,  qui  seront  de  révolution  ;  et 
démontrons  dès  lors  qu'il  existera  deux  cercles  dans  la  série  D ,  DV  •  •  tels  que  pour 
chacun  d'eux  le  centre  se  confondra  avec  la  projection  horizontale  du  sommet  d'un 
cône  de  la  série  S,  S',.  ••  Et  qu'ainsi,  on  pourra  faire  passer  par  l'ellipse  E  deux 
cônes  de  révolution  distincts  et  ayant  chacun  son  axe  de  rotation  perpendiculaire  au 
plan  horizontal  sur  lequel  est  tracée  la  courbe  donnée  A. 

11  est  évident  que  le  point  «*  étant  l'intersection  de  la  droite  G*  ou  ya^  avec 
le  grand  axe  aa!  de  l'ellipse  A  ou  E*  et  que  le  point  d,  centre  du  cercle  D,  étant 
l'intersection  du  même  grand  axe  aa!  et  d'une  droite  menée  par  le  point  y  perpen- 
diculairement au  rayon  my  du  cercle  g ,  il  est  évident ,  dis-je ,  que  ces  deux  points  ^ 
«t  d  ne  se  confondront  en  un  seul  et  même  point ,  qu'autant  que  les  droites  ya^  et 
yd  se  superposeront  ;  et  il  est  évident  que ,  pour  que  cette  superposition  ait  lieu,  il 
laut  que  la  droite  ya^  soit  tangente  au  cercle  €. 

Dès  lors ,  supposant  que  le  point  a^  est  extérieur  au  cercle  S  (plus  loin  nous  dé- 
montrerons que  cela  a  toujours  lieu),  il  est  évident  que  l'on  pourra  mener  par  ce 
point  a^  deux  tangentes  au  cercle  6. 

Ainsi  {fig.  2) ,  menant  par  le  point  a^  deux  tangentes  au  cercle  6 ,  Fune  de  ces 

tangentes  touchera  le  cercle  6  au  point  p,  et  coupera  le  grand  axe  aa  en  un  point  *,*, 
et  Fautre  tangente  touchera  le  même  cercle  6  au  point  p.  et  coupera  le  même  grand 

axe  aa'  en  un  point  «,*. 

Les  points  «,*  et  s^  seront  donc  les  projections  horizontales  des  sommets  «,  et  «,  de 
deux  cônes  S,  et  S.  de  révolution  passant  l'un  et  l'autre  par  l'ellipse  E  et  ayant  l'un 
et  l'autre  leur  axe  de  rotation  perpendiculaire  au  plan  horizontal  de  projection ,  ou, 
en  d'autres  termes ,  perpendiculaire  au  plan  de  l'ellipse  donnée  A. 


—  SS- 
II est  évideal  qae  ron  doit  retrouver  les  mêmes  points  g,^  et  $^  ea  effectuant  des 
constructions  analogues  aux  constructions  précédentes ,  quel  que  soit  le  point  00^ 
choisi  sur  l'ellipse  A  ou  Ë'^  ;  si  donc  il  est  évident  que  pour  un  certain  point  de  Tel- 
lipse  A  la  construction  des  tangentes  au  cercle  6  correspondant  à  ee  point ,  se 
trouve  toujours  possible ,  il  sera  démontré  que  la  construction  de  ces  deux  tan* 
gentes  sera  toujours  possible  quel  que  soit  le  point  af^  choisi  sur  l'ellipse  A. 

Or  si  Ton  prend  pour  le  point  a;*,  le  point  b  extrémité  du  petit  axe  de  l'ellipse  A, 
en  menant  par  ce  point  b  une  tangente  à  rdlipscA,  on  aura  une  droite  parallèle  au 
grand  axe  aa'  {fig.  3  )  et  coupant  la  tangente  9  en  un  point  t ,  de  telle  sorte  que  l'on 
aura  ta  égale  au  demi  petit  axe  de  l'ellipse  A  ;  et  si  du  point  t  comme  centre  et 
avec  ta  pour  rayon  on  décrit  un  cercle  6',  ce  cercle  sera  toujours  tel  que  le  point  6 
lui  sera  extérieur  puisque  l'on  aura  toujours  ta  <  ifr ,  car  ta  est  égale  au  demi  pe- 
tit axe  et  tb  est  égal  au  demi  grand  axe  de  l'ellipse  A  ;  ainsi  il  se  trouve  démontré 
qu'il  existe  toujours  sur  le  grand  axe  d'une  ellipse  A,  deux  points  tels  qu'ils  sont 
les  projections  orthogonales  des  sommets  de  deux  cônes  de  révolution  passant  par 
une  ellipse  Ë  de  l'espace ,  dont  la  courbe  A  est  la  projection  orthogonale. 

Les  points  s!"  et  s.*  seront  les  centres  de  deux  cercles  D,  et  D,  tangents  à  l'ellipse  A 
en  son  sommet  a,  et  les  deux  cônes  qui  envelopperont  respectivement  les  courbes 
Ë  et  D,  9  Ë  et  D,  9  seront  de  révolution  et  auront  chacun  leur  axe  de  rotation  per* 
pendiculaire  au  plan  horizontal. 

On  pourra  construire  {fig.  4)  les  points  s,''  et  9^"  par  les  méthodes  de  la  géométrie 
descriptive  y  et  la  construction  nous  démontre  elle-même  que  l'un  de  ces  points  sera 
situé  au-dessus  de  la  Ugne  de  terre  LT  et  que  l'autre  sera  situé  en  dessous  de  la 
même  ligne. 

Après  avoir  démontré  qu'il  existe  toujours  sur  le  grand  axe  aa'  de  l'ellipse  A 
deux  points  tels  que  s!"  et  sj^^  démontrons  qu'il  ne  peut  pas  en  exister  de  sem- 


blables sur  le  petit  axe  bb  de  la  même  ellipse  A  j  et  ensuite  sur  aucun  diamètre  de 
cette  courbe. 

Si  (fig.  5)  l'on  mène  au  point  6,  extrémité  du  petit  axe^  une  tangente  à  la  courbe 
A  coupant  la  tangente  9 ,  menée  au  sommet  a  de  cette  courbe,  en  un  point  1,  on  voit 
de  suite  que  le  cercle  6"  décrit  du  point  i  comme  centre ,  et  avec  tb  pour  rayon ,  en- 
veloppera le  sommet  a  ;  en  sorte  que  le  point  a  étant  intérieur  (et  il  8ffl*a  toujours 
intérieur  )  au  cercle  ë'j  on  ne  pourra  pas  mener  par  ce  point  u  des  tançantes  à  ce 
cercle  6".  Ainsi  il  est  démontré  que  l'on  ne  pourra  pas  trouver  sur  le  petit  axe  d'une 
ellipse  y  des  points  analogues  aux  points  ^,  et  g^  dont  nous  aivoBB  dâmMtré  l'exis- 
tence sur  le  grand  axe  de  cette  courbe. 
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Lorsque  Ton  coupe  un  cône  de  révolution  2  par  un  plan  de  manière  à  obtenir 
une  section  elliptique  Ë ,  on  ne  peut  couper  ce  cône  2  par  un  plan  perpendiculaire  à 
son  axe  de  rotation  suivant  un  cercle  tangent  à  Fellipse  E  que  de  deux  manières 
différentes  ;  les  deux  plans  sécants  (  évidemment  parallèles  entre  eux  )  passeront  par 
les  extrémités  du  grand  axe  de  Tellipse  E  ;  il  est  donc  impossible  de  trouver  sur  un 
diamètre  de  l'ellipse  A,  des  points  tels  que  ceux  «*  et  «,*. 

D'ailleurs  un  diamètre  de  l'ellipse  Â ,  faisant  avec  sa  tangente  conjuguée  un  angle 
qui  n'est  jamais  droit  (excepté  lorsque  le  diamètre  n'est  autre  que  le  petit  ou  le  grand 
axe  de  l'ellipse)  ,  le  centre  du  cercle  qui  serait  tangent  à  l'ellipse  ne  pourrait  jamais 
être  situé  sur  le  diamètre  considéré  {fig.  6). 

Ce  qui  précède  nous  permet  de  démontrer  que  l'on  aura  toujours  pour  l'ellipse 

QS^z=zs^a\  ou,  en  d'autres  termes,  que  les  points  «*  et#,*  sont  équidistants  du  centre 
de  l'ellipse. 

En  effet  : 

Ayant  décrit  {fig.  7)  du  point  «,*  comme  centre  et  avec  a«,*  pour  rayon  un 
cercle  D, ,  nous  savons  que  si  nous  prenons  un  point  a?*  arbitraire  sur  l'ellipse  A 
ou  E*,  en  menant  au  point  a:^une  tangente  à  cette  ellipse  A,  elle  coupera  la  tangente  G 
(menée  au  pointa)  en  un  point  m  tel  que,  si  par  ce  point  on  mène  une  tangente 

au  cercle  D, ,  laquelle  le  touchera  en  un  point  y^ ,  la  droite  t/^  passera  par  le 
point  «  *. 
En  prenant  un  autre  point  x^  (fig.  7)  sur  l'ellipse  A  on  obtiendra  un  second 

cercle  6'.  lequel  coupera  le  cercle  D,  en  un  point  y\  et  la  droite  x''y\  passera  encore 
par  le  point  «*. 

Il  est  évident  sur  la  figure  que  les  droites  a:*y,,  ^'Vo  sont  tangentes  respective- 
ment aux  cercles  6,,  6',,  en  les  points  y,,  y\. 

Mais  de  chacun  des  points  a/" y  x^j ...  de  l'ellipse  A  on  peut  mener  deux  tangentes 
aux  cercles  6.,  6". ,*••  lesquelles  droites  passeront  respectivement  par  les  points 

Quelle  que  soit  donc  la  position  du  point  a?*  sur  l'ellipse  A ,  l'on  obtiendra  toujours, 
par  la  même  construction ,  les  deux  mêmes  points  s!"  et  s^. 

Si  donc  on  prend  pour  point  a:*,  le  point  b  extrémité  du  petit  axe  de  l'ellipse  A , 
on  obtiendra  aussi  les  points  «.*  et  «  \ 

Or  pour  ce  point  6,  on  devra  mener  en  b  une  tangente  à  l'ellipse  A,  laquelle  cou- 
pera la  tangente  S  en  un  point  n ,  et  décrire  de  ce  point  n  comme  centre ,  et  avec  na 
pour  rayon ,  un  cercle  7.  (Il  est  évident  que  le  rayon  du  cercle  y  est  égal  au  demi 
petit  axe  de  l'ellipse  A);  ensuite  on  mènera  du  point  b  deux  tangentes  au  cercle  y, 
lesquelles  couperont  le  grand  axe  aa  de  l'ellipse  donnée  A  en  les  deux  points  s^ 
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et  «,*;  et  il  est  évident  (en  lisant  sur  la  figure)  que  Ton  aura  «*a  =  5,*a',  ce  qu'il 
fallait  démontrer  (*). 

Nous  donnerons  le  nom  de  foyers  aux  deux  points  «  *  et  «,*  ;  et  nous  nommerons 
rayon  vecteur  la  droite  menée  de  l'un  de  ces  foyers  à  un  point  de  Tellipse,  et 
rayons  vecteur  s  conjugués  ^  les  rayons  vecteurs  menés  de  chacun  des  foyers  à  un  même 
point  de  Tellipse. 

Ce  qui  précède  étant  bien  compris,  nous  allons  démontrer  les  diverses  propriétés 
principales  dont  jouit  C ellipse. 

§11. 

Puisqu'en  vertu  de  ce  qui  précède,  étant  donnée  une.ellipse  A  (yîgr.  8),  1*  si  Ton 
mène  en  un  de  ses  points  a!"  la  tangente ,  laquelle  coupe  la  droite  9  tangente  au 
sommet  a  de  l'ellipse ,  en  un  point  m  ;  2**  si  du  point  m  conmie  centre  et  avec  ma 
pour  rayon  on  décrit  un  cercle  6  ;  3"  si  du  point  x*  on  mène  deux  tangentes  au 
cercles  et  touchant  ce  cercle  en  deux  points  y'et  t/",  puisque  ces  tangentes  viennent 
couper  le  grand  axe  aa  de  l'ellipse  en  deux  points  «  *  et  s^  qui  sont  les  foyers  de 
cette  ellipse ,  il  est  évident  que  la  tangente  maf"  à  V  ellipse  divise  en  deux  parties  égales 

VdiXif^e  s^a^y"  de  ces  deux  tangentes  au  cercle  6,  et  que  dès  lors  la  normale  menée 

au  point  a;*  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  sj'al's^  des  deux  rayons  vecteurs 
menés  au  point  o^  de  l'ellipse.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

{*)  D'après  ce  qui  précède,  pour  construire  les  foyers  d'une  ellipse  Â  (fig.  7  bis)  dont  on  connaît  le 
grand  axe  aa!  et  le  petit  axe  bb'^  on  devra  d*abord  mener  au  sommet  a  une  tangente  9  à  Tellipse  et  au 
sommets,  une  tangente  ^  qui  coupera  la  droite  8  en  un  point  m;  ensuite  on  décrira ,  du  point  m  comme 
centre ,  et  avecma  pour  rayon,  un  cercle  C  ;  enfin  menant  du  sommet  b  (  extrémité  du  petit  axe)  deux  tan- 
gentes au  cercle  C ,  ces  tangentes  couperont  le  grand  axe  €Mf  en  deux  points  f  et  f  qui  seront  des  foyers 
demandés. 

Dans  cette  construction,  on  a  deux  triangles  semblables ,  savoir  :  myb  et  obf,  ces  deux  triangles  sont 

rectangles,  l'un  en  y  et  l'autre  en  o  ;  de  plus  les  angles  o^b  et  mby  sont  égaux  comme  angles  eorrespon' 
dants,  puisque  les  droites  bm  et  of  sont  parallèles. 
On  aura  donc  la  proportion  : 

ob  :  my  ::  of  :l!y 

Désignant  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse  par  a  et  le  demi  petit  axe  par  b ,  on  aura ,  en  remarquant  que  : 

i^     my^=^ma'=^ob 


2»      by  »  ybrn  —  my  ' 

b:b::ôf:\/a*^b* 
d'où  o/''=\/a*— 5» 

résultat  connu  et  qui  permet  de  «construire  directement  les  foyers  d'une  ellipse ,  connaissant  ses  axes. 


i 
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Théorèiib.  La  normale  menée  en  un  point  (Cme  eUip$e  divise  en  deux  ptartieê  égales 
t angle  formé  par  les  deux  rayons  vecteurs  qui  se  croisent  en  ce  point. 

Construction  par  points  de  C ellipse. 

Ce  qui  précède  nous  permet  de  construire  par  points  une  ellipse  dont  on  connaît 
le  grand  axe  et  les  deux  foyers. 
En  effet  : 

Étant  donnés  (Jig.  1  ter)  le  grand  axe  aa  et  les  foyers/et/'  de  Tellipse^  on  mè- 
nera par  Tun  des  sommets  a  de  la  courbe  une  perpendiculaire  0  à  Taxe  aa'  ;  on 
prendra  sur  cette  droite  9  une  suite  de  points  vi,  m\  m" y...  et  de  chacun  d'eux 

•V^BB*  M^iV^aH  MH^^B^H* 

comme  centre  et  avec  ma ,  maj  m'a , comme  rayon ,  on  décrira  les  divers 

cercles  d ,  d',  d", tous  tangents  entre  eux  et  au  grand  axe  aa^  en  le  point  a  ;  des 

pointe/ et /*,  on  mènera  respectivement  deux  tangentes  aux  cercles  d,  i', les- 
quelles se  croiseront  respectivement  en  les  points  x,  x'j qui  appartiendront  à 

Tellipse,  et  de  plus  les  tangentes  en  ces  points  x,  Xj de  Tellipse,  ne  seront 

autres  que  le^  drmtes  mx ,  m'x 

On  obtiendra  ainsi  les  points  qui  appartiennent  à  la  demi-ellipse  située  au  des- 
sous du  grand  axe  aa  ;  pour  obtenir  les  points  de  la  demi-ellipse  située  en  dessus 
de  cet  axe  aa\  il  faudra  tracer  des  cercles  tangente  en  a  à  cet  axe  aa\  mais  ayant 
leurs  centres  situés  sur  la  partie  de  la  droite  9  qui  est  au-dessus  de  cet  axe  aal  {*). 

§  III. 

Étant  donnés  une  ellipse  A  {Jig.  9  )  et  son  grand  axe  aa  et  ses  deux  foyers  /et/, 
nous  pouvons  décrire  quatre  cercles,  dont,  l""  deux  auront  pour  centre  commun  le 
point/ et  pour  rayon  l'un  a/ et  l'autre  af  (je  désignerai  le  premier  cercle  par  D  et 
le  second  par  C  )  ;  dont ,  2'  deux  auront  pour  centre  commun  le  foyer/  et  pour 
rayon  l'un  a'f  et  l'autre  af  (je  désignerai  le  premier  par  D' et  le  second  par  C). 

Ainsi  on  a  deux  cercles  D  et  D'  «iveloppés  par  l'ellipse  A,  et  deux  cercles  C  et  C 
qui  enveloppent  cette  courbe  A. 
•  Cela  posé  : 

Regardant  l'ellipse  A  (Jig.  10)  comme  la  section  droite  d'un  cylindre  vertical  2 , 
nous  pourrons  couper  ce  cylindre  par  deux  plans  P  et  P',  dont  les  traces  horizon- 
tales seront  H^  et  H'"  respectivement  tangentes  aux  sommets  a  et  a'  de  l'ellipse  A. 

(*}  Plus  loin  noua  montrerons  comment  Ton  doit  employer  cett^  construction  pour  tracer  sur  le  terrain 
et  par  potnl» ,  one  elltpse  dont  on  coonatt  la  position  des  sonunets  et  des  foyers  au  moyen  de  piquets  ou 
jal^nê. 
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Nous  aurons  donc  pour  sections  dans  le  cylindre  2  deux  ellipses  E  et  E',  qui  se 
projetteront  orthogonalement  sur  le  plan  horizontal  en  la  même  ellipse  A. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  les  plans  P  et  P'  font  des  angles  égaux  avec 
le  plan  horizontal  ;  alors  les  deux  courbes  E  et  E'  seront  deux  ellipses  de  même 
grandeur. 

Cela  posé  : 

Nous  pouvons  envelopper  Tellipse  E  et  le  cercle  D  par  un  cône  de  révolution  S , 
dont  Taxe  sera  vertical  et  dont  le  sommet  s  sera  projeté  en  /  ou  «*  et  en  «". 

Nous  pourrons  envelopper  Fellipse  E  et  le  cercle  C  par  un  cône  de  révolution  S' 
dont  Taxe  sera  vertical,  et  dont  le  sommet  «'  sera  projeté  en/  ou  s^  et  en  s'^. 

Nous  pourrons  envelopper  Fellipse  E'  et  chacun  des  cercles  D'  et  C  par  deux 
cônes  de  révolution ,  ayant  chacun  leur  axe  vertical  et  leurs  sommets  ;  $^  et  «/  seront 
horizontalement  projetés  pour  le  premier,  s,  appartenant  au  cône  (E',  D')  en/,  et 
pour  le  second,  s' appartenant  au  cône  (E',  C)  en/. 

Deux  des  quatre  sommets  de  ces  cônes  seront  au-dessous  et  deux  seront  au-des- 
sus du  plan  horizontal;  les  deux  premiers,  ainsi  que  les  deux  seconds,  seront 
équidistants  du  plan  horizontal ,  mais  la  distance  au  plan  horizontal  des  sommets 
situés  en  dessous  ne  sera  pas  égale  à  celle  des  sommets  situés  en  dessus.  Yoy.  VÉ- 
pure(Jg.  10). 

Gela  posé  : 

Faisons  passer  un  plan  vertical  M  par  le  grand  axe  aa'  de  Fellipse  donnée  Â.  Ce 
plan  M  contiendra  les  sommets  s ,  s'y  5. ,  s/  des  quatre  cônes  dont  nous  avons  parlé 
ci-dessus.  De  plus ,  ce  plan  M  coupera  chacun  des  quatre  cercles  D,  C,  D',  C  tracés 
sur  le  plan  de  TelUpse  A ,  et  dès  lors  situés  sur  le  plan  horizontal  de  projection  en 
deux  points  ;  ainsi  ce  plan  M  coupera  les  cercles  D  en  les  points  a  et  e(,  C  en  les  points 
a  et  c,  D' en  les  points  a'  et  d',  C  en  les  points  a!  et  c. 

Et  il  est  évident  que  Ton  aura,  feif  étant  les  foyers  de  Fellipse  A  et  les  centres 
de  ces  cercles , 

fà=%  N^fd,  r^^f^.  13'=Jé 

De. plus ,  le  plan  M  coupera  :  1""  chacun  des  quatre  cônes  suivant  deux  généra- 
trices droites ,  et  S""  les  plans  P  et  P'  des  ellipses  E  et  E'  suivant  les  grands  axes  de 
ces  courbes ,  savoir  suivant  le  grand  axe  aa,  de  FellipseE  et  aa\  de  FellipseE'. 

Toutes  les  lignes  droites  composant  cette  section  faite  par  le  plan  M  sont  tracées 
sur  la  fig.  1 0  ;  et  d'après  ce  qui  précède ,  on  voit  de  suite  que  les  génératrices 
droites  sa  et  sd  du  cône  S ,  enveloppant  les  courbes  E  et  D ,  sont  respectivement 
parallèles  aux  génératrices  droites  «V  et  «a  du  cène  S'  enveloppant  les  cowbes  E 
et  C. 
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On  voit  aussi  que  même  chose  aura  lieu  pour  les  cènes  qui  enveloppent  :  i""  les 
courbes  E  et  D',  E  et  C  ;  2Mes  courbes  E' et  D,  E'  et C;  3*  les  courbes  E'  et  D',  E'  et  C. 

Nous  pourrons  donc  conclure  de  ce  qui  précède  :  1  "^  que  les  quatre  cônes  ont  le 
même  angle  au  sommet  (nous  désignerons  ce  demi-angle  au  sommet  par  «  )  ;  2  que 
chaque  génératrice  droite  de  ces  cônes  fait  avec  le  plan  horizontal  de  projection  un 
angle  constant  que  nous  désignerons  par  X. 

Cela  posé  : 

Si  Ton  prend  {fig.  11)  sur  Tellipse  E  un  point  x  arbitraire,  ce  point  se  projettera 
en  a^  sur  l'ellipse  A ,  et  les  portions  sx  de  la  génératrice  droite  du  cône  S  et  sx  de  la 
génératrice  droite  du  cône  S' se  projetteront  respectivement  sur  le  plan  horizontal  en 
les  rayons  vecteurs /a;*  et /a:*  de  l'ellipse  A. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus ,  on  aura  : 


^=Ar.cosX       et       Y^  =  sfx.coi\ 

Si  par  le  point  x  et  le  sommet  s  on  mène  deux  plans  parallèles  entre  eux  et  hori- 
zontaux ,  ils  couperont  l'axe  vertical  du  cône  S'  en  deux  points  x,  et  </,  qui  seront 

respectivement  les  projections  des  points  xei  s  sur  cet  axe,  et  sa,  sera  la  projection 
de  la  génératrice  s'xj  et  qx^  sera  la  projection  de  la  génératrice  sx  sur  cet  axe. 
On  aura  donc  : 

7x.='?Ï.C08a        et        qx,=  sx.cosx 


Or,  quelle  que  soil  la  position  du  point  x  sur  l'ellipse  E,  on  aura  toujours  s'x,  +  qx, 
=  constante =K. 

K  sera  égal  à  la  distance  existant  entre  les  deux  plans  horizontaux  menés  par  les 
sommets  s  et  s'  des  cônes  S  et  S'. 

On  aura  donc  : 

SX  4- s  J?= 

CCS  a 

Et  par  suite  : 


K.cos\ 

CCS  a 


=  fx''+fxr 


Ainsi  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  Dans  toute  elUf^se,  ta  somme  des  rayons  vecteurs  menés  des  foyers  à  un 
point  quelconque  de  ta  courbe  est  constante. 

Et  comme  si  le  point  xf" n'était  autre  que  l'un  des  sonunets  a  de  l'ellipse  A,  on 
aurait  "0/^+0^= oô^,  puisque  l'on  sait  que  a/=  àf }  on  voit  que  l'on  peut  dire  que. 
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dans  toute  ellipse ,  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  constante  et  égale  au  grand  axe  de 
la  courbe. 
Les  angles  a  et  X  sont  des  angles  complémentaires  ;  par  conséquent  on  a  : 

cosa=  sin  S 

Dès  lors  on  aura  : 

-T         K 


aa  = 


tangX 


On  peut  démontrer  le  théorème  précédent  en  se  servant  de  deux  cônes  ayant  leurs 
sommets  situés  d'un  même  c6té  par  rapport  au  plan  horizontal ,  et  ainsi  (fig.  1 2) 
en  employant  les  cônes  S/  et  S' qui  enveloppent,  le  premier  Tellipse  E'  et  le  cercle  C , 
et  le  second  Tellipse  E  et  le  cercle  C. 

On  sait  que  les  sommets  «/  et  s'  de  ces  deux,  cônes  sont  équidistants  du  plan 
horizontal. 

Si  du  point  a/"  on  élève  une  verticale ,  elle  coupera  l'ellipse  E'  au  point  x  et 
l'ellipse  E  au  point  x. 

En  sorte  que  la  génératrice  «/a;  se  projettera  suivant  le  rayon  vecteur/o:*,  et  la 
génératrice  sx  se  projettera  suivant  le  rayon  vecteur /a^. 

Or  les  angles  au  sommet  des  deux  cônes  S/  et  S'  sont  égaux  et  les  axes  de  ces 
cônes  sont  verticaux  ;  on  aura  donc  : 

fi?s=  i/îc'.  oosX  et  fa^=  «'ar .  cosX 

Menons  par  les  points  x  et  x'  deux  plans  horizontaux  coupant  l'axe  du  cône  S'  en 
les  points  x,  et  x,'  ;  on  voit  de  suite  que  s'x,  sera  la  projectioa  sur  l'axe  de  la  géné- 
ratrice s'x  du  cône  S',  et  que  sx/  sera  Ja  projection  sur  le  même  axe  de  la  généra- 
trice s/x'  du  cône  S', .  On  aura  donc  : 


[sfx  +  «.V  )  ces  X  =  (s'a?,+s'a?;  ) 

Or  si  l'on  mène  par  les  sonunets  a.  et  a/  des  ellipses  E  et  Ë'  un  plan  perpendiou- 
laire  au  plan  M ,  nous  savons  que  ce  plan  sera  horizontal ,  puisque  les  ellipses  E  et 
E'  ont  même  grandeur,  leurs  plans  P  et  P'  étant  également  incliné  (  mais  en  sens 
contraire)  sur  le  plan  horizontal;  ce  plan  coupera  l'axe  du  cône  S'  en  un  point  q,  et 
le  plan  horizontal  de  projection  qui  passe  par  les  sommets  a  et  a'  des  mêmes  elUpses 
E  et  E'  coupera  le  même  axe  en  un  point  p,  qui  ne  sera  autre  que  le  foyer/  de 
l'ellipse  A. 

Or  l'on  voit  de  suite  sur  lajîgr.  12  que  l'on"  a  :  qfo;,  =spa;,',  et  que  cela  a  lieu  quelle 
que  soit  la  position  du  point  a^  sur  l'ellipse  A. 
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On  aura  dmc:      

d'où  : 


ou  bien  : 

(  ix^  -f  «V,  )  3=  5'ç  +  «P  =  coDsIantc  =i  H. 
par  conséquent ,  on  a  : 

C08a 

Ce  qui  vérifie  le  théorènae  énoncé  ci-dessns. 

Et  l'on  voit  aussi  que  l'on  a  K= H  ;  et  on  Ut  en  effet  ce  résaHat  sur  la  figure  sttuée 
dans  le  plan  M  (/gr.  10,  1 4  et  1 2). 


§1V. 

D'après  ce  qui  précède ,  nous  savons  que  si  Ton  a  une  ellipse  A  ayant  son  centre 
en  0  et  oa  pour  demi  grand  axe  et  o6  pour  demi  petit  axe  (jSy.  13),  menant  au 
sommet  a  la  tangente  9  à  cette  courbe ,  et  traçant  une  série  de  cercles  D ,  D',. •  •  tan- 
gents entre  eux  et  à  cette  ellipse  A  en  ce  même  sommet  a  (ces  divers  cercles  ayant 
chacun ,  dès  lors ,  son  centre  situé  sur  le  grand  axe  ad  de  la  courbe  donnée  A  )  : 
1  "*  si  l'on  prend  un  point  arbitraire  of^  sur  l'ellipse  A ,  et  si  Ton  mène  en  ce  point  o^ 
une  tangente  à  cette  courbe  A ,  laquelle  tangente  coupera  la  droite  0  au  point  m  ; 
2''  si  du  point  m  comme  centre  et  avec  mipL  pour  rayon  on  décrit  un  cercle  6  coupant 
la  droite  9  en  un  point  z  et  les  divers  cercles  D ,  DV  •  •  en  les  points  y,  yi  ^  •  •  •  ^  on 
sait,  dis>-je,  que  les  droites  my^  my,,...  seront  des  tangentes  aux  cerdes  D,  D',.-- 
et  que  les  droites  a;*y,  ic*{/, ,...  iront  couper  le  grand  axe  ad  et  respectivement  en 
les  points  s^,  «'*, . . .  qui  seront  les  projection  horizontales  des  divers  sommet  «,«',.- 
des  cônes  qui  enveloppent  l'ellipse  E  de  l'espace  (dont  l'ellipse  donnée  A  est  la  prp- 
jection  horizontale  et  orthogonale)  avec  chacun  des  cercles  D ,  !/,... 

Le  point  3^  étant  arbitraire ,  on  peut  prendre  l'extrémité  b  du  petit  axe  de  l'ellipee 
A ,  et  menant  en  ce  point  b  une  tangente  à  la  courbe  A,  eUe  coupera  la  droite  d  en 
un  point  m  ;  si  donc  du  point  m  comme  centre  et  avec  nîa  pour  rayon  oa  déc^^it 
un  cercles',  il  coupera  la  droite  6  en  un  point  2'  et  les  divers  cercles  D,  D',...  ^oi  les 
points  j/',y/,  /.et  les  droites  a:^y ,  oï^y  /  v . .  iront  couper  le  grand  axe  oa'  en  les  mêmes 
points  **,  «'*,...  trouvés  ci-dessus. 

En  sorte  qu'étant  donné  un  cercle  D ,  on  peut  déterminer  le  point  %^  en  employant 
le  point  b  au  lien  d'employer  un  point  x^  arbitraire. 
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Le  rayon  de  chacun  des  cercles  D,  D',.-  p^ut  avoir  tonte  grandeur;  ce  rayon 
peut  donc  être  infini,  et  alors  la  droite  6  représentera  Tun'  des  cercles  de  la  série  D, 
DV--  elle  représentera,  dans  cette  série,  le  cercle  ayant  un  rayon  infini. 

Dès  lors  on  devra ,  pour  un  point  o^  arbitraire  prendre  le  point  z  en  lequel  le 
cercle  6  coupe  le  cercle  9,  et  l'on  devra  prendre  pour  le  point  b  le  point  «'  en  lequel 
le  cercle  9  est  coupé  par  le  cercle  6'. 

De  sorte  que  les  droites  &r^  et  z'6  devront  se  couper  en  un  même  point  situé  sur 
le  grand  axe  oa',  et  ce  point  sera  la  projection  horizontale  et  orthogonale  du  sonunet 
du  cône  A  qui  enveloppe  Fellipse  E  et  le  c^cle  G  de  rayon- infini. 

Or  il  est  évident  que  ce  cône  A  n'est  autre  que  le  plan  de  Fellipse  E ,  et  il  est  évi- 
dent que  la  droite zb  ira  couper  Taxe  aa'au  point  a',  second  sommet  de  Tellipse  Â. 

Ainsi  9  le  plan  P  de  Fellipse  E  représente  un  cône  A ,  et  son  sommet  doit  être  au 
sommet  a.  de  Fellipse  E  (sommet  a,  projeté  horizontalement  en  le  sommet  a^  de 
Fellipse  A)  pour  que  ce  plan  P  ou  cône  A  appartienne  à  la  série  des  cônes  envelop- 
pant FelUpse  E  avec  chacun  des  cercles  (  à  rayon  fini  )  D ,  D', . . . 

Ainsi ,  il  est  démontré  que  les  droites  so^,  zby . . .  passent  par  le  second  sommet  a' 
de  Fellipse  donnée  A. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  Étant  donnés  une  ellipse  A  et  son  grand  axe  aa',  si  ton  mène  au  sommet  a 
une  tangente  0  à  cette  courbe;  si  Von  unit  par  une  droite  le  second  sommet  a!  avec  un 
point  quelconque  x**  de  cette  courbe  A ,  cette  droite  coupera  la  tangente  B  enun  point  z , 
et  le  point  m ,  milieu  de  la  droite  za,  sera  le  point  en  lequel  la  tangente  menée  à  r ellipse 
A  au  même  point  x^  coupera  la  droite  9  (*) . 


(*)  En  se  servant  de  Vanalyse  de  DBsoAatBà,  on  démontre  de  suite  ce  théorème  ;  en  effet  {fig.  43  biê  )  y 
soit  : 


a?»      -• 


réquation  de  l'ellipse  j^. ,  Téquation  de  la  tangente  /en  un  point  n  de  cette  courbe  sera  : 

(  représentant  par  x*  et  y'  les  coocdonnées  du  point  n  ). 

Si  Ton  cherche  le  point  en  lequel  la  tangente  é  (  ayant  pour  équation  l'équation  {%))  coupe  la  perpen- 
diculaire d  menée  à  T^trémité  p  du  grand  aie  de  l'ellipse ,  il  suffira  tie  faire  : 

x^a  (3) 

dans  l'équation  {%) ,  et  Ton  aura  : 


d*où  Ton  tire  : 
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Diverses  manières  de  construire  la  tangente  en  un  point  dune  ellipse. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  pouvons  construire  la  tangente  en  un  point  d'une 
ellipse  de  trois  manières  différentes. 

Première  construction.  Étant  donnés  une  ellipse  A  (fig.  14),  ses  axes  aa'  et  bb'  et 
ses  foyers /et/',  pour  construire  la  tangente  en  un  point  quelconque  :<; ,  on  mènera 

les  rayons  vecteurs  a/ et  xf  et  Ton  divisera  Tangle/jç/"  en  deux  parties  égales  par 
la  droite  ocp ,  cette  droite  xp  étant  normale  en  :i:  à  Tellipse ,  la  droite  xq  perpendi- 
culaire à  xp  sera  la  tangente  demandée. 

Deuxième  construction.  Étant  donnés  une  ellipse  A ,  ses  axes  aa  et  bb'  et  ses  foyers 
/  et  /',  construire  en  un  de  ses  points  x  la  tangente  ;  du  foyer /comme  centre  (fig.  i  5), 
et  avec  le  rayon  fa  on  décrira  un  cercle  D  ;  on  mènera  au  sommet  a  une  droite  6 
perpendiculaire  au  grand  axe  aa  (cette  droite  8  sera  tangente  à  Tellipse  A  en  le 
sommet  a  )  ;  on  unira  le  point  x  donné  avec  le  foyer  /  par  une  droite  qui  coupera 
le  cercle  D  au  point  y  ;  on  mènera  au  point  y  une  tangente  au  cercle  D ,  laquelle 
coupera  la  droite  9  en  un  point  m  et  en  unissant  les  deux  points  m  et  a; ,  on  aura  la 
tangente  demandée. 

Troisième  construction.  Étant  donnés  une  ellipse  A  et  son  grand  axe  aa'y  on  mè- 


Ainsi  Ton  aura  en  (3)  et  (4)  les  coordonnées  du  point  m  en  lequel  la  tangente  J"  coupe  lu  droite  9. 

Unissant  le  point  n  avec  le  point  p'  second  sommet  de  Tellipse ,  on  aura  une  droite  qui  coupera  la  droite  6 
en  un  point  ^,  et  si  le  théorème  subsiste  on  devra  avoir  :  , 

pp  :pq::'nf  :Tp 
ou  en  remplaçant  pp'  eipq^  nr  et  rp'  par  leurs  valeurs  : 

8a:   ^  ^  ^^r      ::g+a?^y'    .  (5) 

d'où  : 


*'  ay' 

d'où ,  après  réduction  : 

aV'==aV  — ftV«  (6) 

■ 

La  proportion  (sj  est  donc  exacte  ,  puisqu'elle  conduit  à  l'équation  (6)  qui  est  exacte ,  puisqu'elle  n'est 
autre  que  l'équation  de  l'iUipse. 
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nera  au  point  ««  sommet  de  Tellipe,  une  tangente  9 ,  laquelle  droite  6  sera  perpendi- 
culaire au  grand  axe  aol  ;  on  unira  le  second  sommet  al  (fig.  16)  avec  le  point  x 
(donné  sur  Tellipse)  par  une  droite  qui  coupera  la  tangente  G  en  dh  point  z;  on 
divisera  la  droite  az  en  deux  parties  égales  par  un  point  m  ;  en  unissant  les  points  m 
et  X  par  une  droite ,  on  aura  la  tangente  demandée.  ^ 

g  VI. 

Étant  donnés  une  ellipse  A  et  son  grand  axe  aa'  et  ses  foyers /et/' (yî^.  17); 
ayant  mené  en  les  sommets  a  et  a  des  droites  0  et  6'  perpendiculaires  à  l'axe  aa'  ; 
ayant  tracé  du  foyer /co^ime  centre  et  1"  avec  le  rayon /a  un  cercle  D,  et  2**  avec 
le  rayon  fa'  un  cercle  C  ;  si  par  le  foyer  /  on  mène  dans  le  plan  de  Tellipse  A  une 
perpendiculaire  au  grand  axe  aa\  cette  perpendiculaire  coupera  le  cercle  D  en  un 
point  jfj  Tellipse  A  en  un  point  x  et  le  cercle  C  en  un  point  z. 

Si  Ton  mène  des  tangentes  aux  cercles  D  et  G  et  respectivement  aux  points  y  et  x  ^ 
on  aura  des  droites  parallèles  entre  elles  et  au  grand  axe  aa. 

La  tangente  en  y  au  cercle  D  coupera  la  droite  9  au  point  m ,  et  la  tangente  en  z 
au  cercle  G  coupera  la  droite  9'  au  point  m';  et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  on 
sait  que  la  droite  mm  sera  tangente  en  a:  à  l'ellipse  A. 

Or  il  est  évident  que  l'on  a  : 


fna=af     et     mfàssàf, 
donc  l'on  a  : 

ma-^-m'cl  «  00*=?  le  grand  axe  de  TelUpie  A. 

Si  Ton  avait  mené  une  tangente  au  sommet  6,  extrânité  du  petit  axe  del'ellipee  A, 
cette  tangente  aurait  coupé  la  droite  9  en  un  point  »  et  la  droite  9'  en  un  point  m\ 
et  l'on  aurait  évidemment  : 


fia+ fi^  s=  66'  =  le  petit  axe  de  l'ellipie  A, 

Si  au  contraire  on  considère  le  point  a  ^  extrémité  du  grand  axe  aa'y  la  tangente 
en  ce  point  se  confondra  avec  la  droite  9  et  coupera  la  droite  9'  à  Tinfini. 
On  peut  donc  énoncer,  d'après  ce  qui  précède,  le  théorème  suivant  : 

THÉORiEiiB«  ÊUmt  donnée  tme  ellipse  et  son  grand  axe ,  ayant  mené  dos  tangentes  9 
et  9'  aux  exirémités  de  ce  grmdaxe ,  n  F  on  consiruit  la  tangente  en  un  point  x  de 
t ellipse,  cette  tangente  coupera  les  droites  B  eîB'  enles  ptnnU  m  et  m'  ;  «l  ton  aura  : 

5 
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1  *  ma  +  m'a'  <  aa',  <t  U  point  x  *e  projette  sur  te  grand  axe  entre  le  centre  de  t ellipse 
ei  fim  de  ses  foyers;  2"  ma  -f-  m'a'=  aa'  si  le  point  x  se  projette  sur  F  un  des  foyers  ; 
3"*  ma  4-  mV  ^  aa'  si  le  point  x  se  projette  sur  le  grand  axe  entre  F  un  des  foyers  et  le* 
somniei  adjacent  à  ce  foyer. 

m 

§  VU. 
Propriétés  principales  de  l'hyperbole. 

Nous  n'aurons  pas  besoin  ^  en  nous  occupant  de  Thyperbole ,  d'entrer  dans  tous 
les  détails  de  construction ,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  lorsque  nous  nous  sommes 
occupé  de  l'ellipse;  car  il  est  évid^t  que  nous  devons  retomber  sur  les  mêmes  rai- 
sonnaments  géométriques ,  et  dès  lors  il  est  permis  d'abréger ,  tout  ce  qui  a  été  dit 
au  sujet  de  l'ellipse  étant  bien  compris. 

Étant  donnés  une  hyperbole  A  y  ses  deux  asymptotes  I  et  T  (fig,  18  )  et  son  axe 
traosverse  aa  supposé  prolongé  indéfiniment  à  droite  et  à  gauche  des  deux  sommets 
a  et  a 'y  ayant  mené  en  chacun  des  sommets  a  et  a'  des  tangentes  à  rhyperbole,  on 
aura  deux  droites  9  et  G'  perpendiculaire  à  l'axe  aa'. 

Gela  posé  : 

Si  l'on  considère  l'hyperbole  A  comme  la  base  ou  section  droite  d'un  cylindre 
vertical  2 ,  nous  pourrons  couper  ce  cylindre  2  par  un  plan  P  ayant  la  tangente  8 
pour  trace  horizontale  H',  et  l'on  obtiendra  pour  section  une  hyperbole  Ë  ayant  la 
courbe  A  pour  projection  horizontale  £*• 

Nous  pouvons  prendre  sur  la  droite  aa  un  point  cf.  et  le  considérer  comme  le  centre 
(l'un  cercle  D,  tangent  à  la  courbe  A  en  son  sommet  a  ^  et  les  deux  courbes  D,  et  E 
seront  enveloppées  par  un  cône  S,  qui  sera  en  général  oblique  et  dont  le  sommet  9, 
se  projettera  horizontalement  en  un  point  «.*  distinct  du  centre  rf,. 

Il  sera  toujours  possible  de  placer  la  courbe  E  sur  deux  cônes  de  révolution ,  ayant 
chacun  pour  axe  de  rotation  une  droite  verticale;  et  en  effet  j  prenant  un  point  a^  sur 
l'hyperbole  A  ou  E'^,  et  menant  une  tangente  en  ce  point,  elle  coupera  la  droite  6  ou 
H'  en  un  point  m  ;  décrivant  de  ce  point  m  comme  centre  et  avec  ma  pour  rayon ,  un 
cercle  6 ,  il  suffira  de  mener  du  point  af"  deux  tangentes  au  cercle  6 ,  et  œs  tangentes 
couperont  l'axe  aa'  en  deux  points/  et/  qui  seront  équidîstants  des  sommets  a  et  a\ 
on  sorte  que  L'on  aura  :fa  zszf'a\ 

EneSei(Jg.  19): 
:  Quel  que  soit  le  point  a:^  prissar  l'hyperbole  A,  une  construction  analogue  nous 
con<jhiîra  toiqours  à  déterminer  les  mâmes  points/ «t/.  Si  donc  nous  oonsidérons 
le  point  situé  à  l'infini  %ur  l'une  des  branches  de  la  courbe,  la  tangente  en  ce  point  ne 
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«erd  autre  qae  rasymptote  I  ou  Vy  laquelle  coupera  la  droite  0  en  un  point  p^  et  décri- 
vant du  point  p  comme  centre  et  avec  pa  pour  rayon  un  cercle  i  y  les  deux  tangentM 
.menées  à  ce  cercle  d  et  du  point  situé  à  l'infini ,  et  par  conséquent  menées  à  ce  cercle  i 
parallèlement  à  l'asymptote  T,  couperont  Taxe  transverse  aa'en  les  foyers/ et/';  et 
il  est  évident  par  Ia)îgr.  19  que  Ton  a  :fa  =^fa'  (*) . 

Gela  posé  : 

Ces  deux  points  ou  foyers  f  et  f  seront  tels  que  si  Ton  décrit  (Jig.  18): 

1*  Du  point /comme  centre  et  avec  fa  pour  rayon  un  cercle  D  ; 

2*  Du  point/  comme  centre  et  avec /a  pour  rayon  un  cercle  C,  les  courbes  D 
et  E  seront  enveloppées  par  un  cône  S  dont  le  sommet  s  se  projettera  orthogona- 
lement  en /et  les  courbes  C  et  E  seront  enveloppées  par  un  cône  S' dont  le  sommet 
«'  se  projettera  orthogonalement  en  /'  (  voy.  la  fig.  18). 

On  lit  de  suite  sur  V épure  (1 8)  :  1  •  que  les  deux  cônes  S  et  S'  ont  leurs  sonunets 
situés  au-dessus  du  plan  horizontal  ;  2*  que  ces  deux  cônes  ont  même  angle  au 
sommet  ;  par  conséquent  toutes  les  génératrices  droites  de  ces  deux  cônes  feront 
le  même  angle  a  avec  le  plan  horizontal  et  le  même  angle  X  avec  une  droite  ver- 
ticale. 

Par  conséquent,  si  Ton  prend  un  point  a; sur  Thyperbole  E ,  et  si  Ton  projette  sur 
Taxe  vertical  du  cône  S',  1  "  le  sommet  s  du  cône  S  en  p ,  et  2*  le  point  x  de  l'hy- 
perbole E  en  a;,  9  on  voit  de  suite  que  l'on  aura  : 


i*«  1**11 


(*)  Ayant  construit  les  foyers  fei  f  de  l'hyperbole ,  elieiiâioos  kl  valeur  de  la  distance  de  Tun  de  ces 
foyers  au  centre  de  la  courbe. 

le  dis  que  FM  aura  :  ôf^l^  (/if.  19  Ml). 

Désignons  oa  par  a  et  ap  par  d. 

Menons  par  le  foyer  /"  une  parallèle  à  çp  et  coupant  la  droite  mo  en  un  point  m. 

Si  l'on  joint  les  points  a  et  m  par  une  droite ,  je  dis  que  cette  droite  est  parallèle  à  qp. 

En  effet,  on  a  :  fq'=^  fa  comme  tangentes  menées  d'un  même  point  extérieur  /'au  cercle  /. 

Et  comme  les  droites  fm  et  pq  sont  parallèles  par  construction ,  ainsi  que  les  droites  fq  et  poy  il  s'ensuit 
que  l'on  a:  ^^ 

n^^qf^fa 
dephis.ona: 

Pfo^pfq       et       ffi-^fi^ 
Donc  les  an^l^  ffé  et  fpo  Mmt  égaux ,  par  Conséttnent  le  tf  iaitgtè  fop  est  isocèle  ;  et  l'en  a  : 


o/=op 
Bt  fmitqfie  î  

sf'^mp^      on  a  :      aùm^om 
donc  )t»4foHesilm  H  fp  som  parallèles,  ee  qu'H  faUait  démolir. 


Or  op'-«=  oa'+ ap'— i  a' -J- d*       donc       o/"»»  Va*+b^ 


et  comme  Ton  a  : 


il  s'ensuit  que  : 


et  comme  Ton  a  : 


on  aura  : 
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flx, — pa?,=  constante  =  K. 

ix  cosl^i'x,        et        $x.cosl=px, 

— -    —        K 

{^x^sx)=  — - 

cosx 

s'a: .  cofl  a  =  f'a^       et        «a?.cosa=^ 

Ta?  —7^ = — ' — — -  =  constante. 

Et  comme  cela  a  lieu ,  quel  que  soit  le  point  x^,  on  voit  que  pour  le  sommet  a  on 

aura: 

^     K.coss 

aa  = 

eos\ 

Ainsi  y  Ton  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  Dans  f  hyperbole  ^  la  différence  des  rai/ons  vecteurs  est  constante  ei  elle 
est  égale  à  l'axe  transverse. 

Et  comme  pour  un  autre  point  x*^  de  Thyperbole  E*  ou  A ,  on  aurait  un  autre 
cercle  6'  qui  conduirait  aux  mêmes  foyers/  eif^  on  voit  de  suite  sur  la  fig.  18  que 

l'on  a  :  jy'm  rnzf'xf'm. 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorèmb.  Pour  une  hyperbole^  la  tangente  en  un  de  ses  points  divise  en  deux  parties 
égales  Cangle  des  deux  rayons  vecteurs  se  croisant  en  ce  point. 

Ce  qui  précède  nous  permet  de  construire  par  points  une  hyperbole. 

Construction  par  points  de  r hyperbole. 

Étant  donnés  Taxe  transverse  aa'  et  les  foyers  fetf  d'une  hyperbole  {fig.  4  9  ter), 
on  mènera  par  l'un  des  sonunets  a  une  droite  9  perpendiculaire  à  l'axe  transverse 
aa'  ;  de  divers  points  m,  m,...  pris  sur  la  droite  G,  et  avec  les  rayons  ma ,  m'a,... 
on  décrira  une  suite  de  cercles  i,  ^j...  tous  tangents  entre  eux  et  au  point  a  ;  des 
foyers /et  y 'on  mènera  des  tangentes  à  ces  cercles  i,...  lesquelles  se  couperont 
respectivement  en  les  points  x,  x',...  qui  appartiendront  à  Tune  des  branches  de 
l'hyperbole,  et  les  droites  mx^  m'x\...  seront  des  tangentes  à  cette  branche  en  les 
points  a?,xV  •  • 
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Les  points  a;,  x\...  que  nous  obtiendrons  appartiendront  à  la  demi-branche  de 
gauche  de  Thyperbole  j  ainsi  qu'à  la  partie  de  cette  branche  qui  est  située  au-dessous 
de  Taxe  transverse  aa' ;  cependant  on  doit  remarquer  qu'en  faisant  croître  les  rayons 
des  cercles  d, . . .  depuis  zéro,  il  arrivera  que  pour  un  certain  rayon  r. ,  le  cercle  d.  sera 
tel  y  que  les  tangentes  qui  lui  seront  menées  des  foyers  /et  f\  seront  parallèles  et 
donneront  la  direction  de  Tasymptote  à  l'axe  inférieur  de  la  branche  de  gauche  de 
l'hyperbole;  en  prenant  un  cercle  3/  d'un  rayon  r/  >  r,,  les  tangentes  à  ce  cercle 
iront  se  couper  à  droite  de  la  tangente  9  et  détermineront  par  leur  intersection  un 
point  de  l'arc  supérieur  de  la  branche  de  droite  de  l'hyperbole  ;  pour  obtenir  les  arcs 
supérieurs  de  la  branche  de  gauche  et  inférieur  de  la  branche  de  droite  de  l'hyper- 
bole j  il  faudrait  tracer  des  cercles  3, . . .  ayant  leurs  centres  situés  sur  la  partie  de  la 
droite  0  qui  est  au-dessus  de  l'axe  transverse  aa\ 

Déterminons  maintenant  la  longueur  r.  du  rayon  du  cercle  d,  pour  lequel  les 
tangentes  qui  lui  scMit  menées  des  foyers/et/  se  trouvent  parallèles  entre  elles. 

Supposons  te  problème  résolu  {fig.  19  quater),  les  tangentes^  ^^/V  ^^  cercle  d, 
seront  parallèles  ;  dès  lors  la  corde  yy  sera  un  diamètre  de  ce  cercle  et  ce  diamètre 
tjyf  coupera  la  droite  9  en  m, ,  centre  du  cercle  3.. 

Joignant  les  points/  et  m.,  /  et  iw.,  on  aura  deux  triangles /mw.  et/am.,  tous 
deux  rectangles  en  a. 

Les  triangles  fam,  et  fyin,  seront  égaux  et  superposables ,  on  aura  donc  : 

De  même  les  triangles  afm,  dfy'm,  seront  égaux  et  superposables^  on  aura  donc  : 

im)'  =  /'fwy 
Or  pour  que  les  tangentes^  ^/y'  soient  parallèles ,  il  faut  que  les  quatre  angles 

y/m.,    /w.a,    amf,  /♦m.y, 
valent  en  somme  deux  angles  droits ,  il  faut  donc  que  les  deux  angles /m.a  et  am,f 

valent  en  somme  un  angle  droit;  en  d'autres  termes,  il  faut  que  l'angle/m./  soit 
droit. 

Pour  détermmer  le  centre  m.  du  cercle  J. ,  on  devra  donc  décrire  sur  jf'j  comme 
diamètre,  un  cercle  X  qui  coupera  la  droite  9  au  point  m.,  centre  demandé,  et  m  fi 
sera  la  longueur  du  rayon  r..  La  tangente  au  point  x, ,  intersection  des  rayons 
vecteurs  parallèles  f»,  et  fx,  (ce  point  s,  étant  dès  lors  à  l'infini),  passe  par  le 
centre  m.  du  cercle  d,;  et  il  est  éfvidentjiue  cette  tangente  ou  asymptote  passe  par 
le  point  o ,  milieu  de  l'axe  transverse  aa'^ 
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Ainsi  Ton  vérifie  les  résultats  déjà  coanos ,  savoir  : 

1  *  Que  rhyperbole  a  deux  asymptotes  passant  par  le  oentre  o  de  cette  couiiie^ 

^  Que  ces  asymptotes  font  des  angles  égaux  avec  l'axe  transverse  aa'  de  la 
courbe; 

3""  Qœ  désignant  par  a  le  demi-^xe  transverse  att  et  par  b  la  longueur  du  rayon 
r, ,  on  a  :  ^ 

§  VIIL 

L'on  peut  tracer  une  série  de  cercles  D  ^  D',  D", . . .  tangents  oitre  eux  et  à 
rhyperbole  A  et  en  son  sommet  a. 

On  pourra  envelopper  l'hyperbole  E  et  chacun  de  ces  cercles  par  un  seul  cône,  et 
Ton  aura  ainsi  une  série  de  cônes  S,  S',  S",...  qui  seront  tous  obliques,  excq>té 
deux  qui  seront  de  révolution  ;  ce  seront  ceux  dont  les  soHunels  se  projettent  ortho- 
gonalement  en  les  foyers/et/  de  l'hyperbole  A. 

Les  rayons  des  cercles  D,  D',  D'\ . . .  iront  en  grandissant ,  enfin  on  aura  un  oercle 
de  rayon  infini ,  et  ce  cercle  ne  sera  autre  que  la  droite  G  ;  dès  lors  le  cône  envelop- 
pant l'hyperbole  E  et  le  cercle  6  de  rayon  infini  ne  sera  autre  que  le  plan  P  de 
l'hyperbole  E.  Mais  sur  ce  plan ,  qui  va  jouer  ici  non-seulement  le  rôle  de  surface 
conique,  mais  celui  encore  d'une  surface  conique  appartenant  à  la  série  des  cônes 
S,  S',  S" y...  il  devra  exister  un  point  tout  particulier  qui  sera  appelé  k  jouer  le  rôle 
de  sommet  de  cône. 

Cherchons  ce  point. 

Si  nous  déterminons  la  projection  horizontale  de  ce  point  sommet ,  en  employant 
un  certain  point  de  l'hyperbole  A ,  elle  sera  toigours  la  même  pour  tout  autre 
point  pris  sur  cette  hyperbole. 

Or  si  l'on  considère  le  point  situé  à  l'infini  sur  l'une  des  branches  de  l'hyperbole 
A ,  la  tangente  en  ce  point  sera  l'asymptote  !',  laquelle  coupera  la  droite  0 ,  consi- 
dérée comme  tangente  au  sommet  a  de  l'hyperbole,  en  un  point  p  (fig.  20). 

Et  si  nous  décrivons  du  point  p  comme  centre  et  av^c  pa  potur  rayon ,  un  cercle  j, 
il  coupera  la  droite  9,  considérée  comme  un  cercle  de  rayon  infini  et  appartenant 
à  la  série  des  cercles  D,  D",  D'V«*  en  le  point  r. 

Or  si  Ton  unit  le  point  r  avec  le  point  situé  à  YtiAm  sur  l'hyperbole ,  il  faudra 
mener  par  ce  point  r  une  parallèle  à  l'asymptote  T,  et  cette  paralfèle  coupera 
évidenuamt  l'axe  transverse  aa'  en  le  point  a',  second  soUfifmet  de  Iliyperbole 
A  ;  ce  point  ^  sera  donc  la  projecticm  horizontale  et  orthogonale  du  sommet  a. 
de  l'hyperbole  E  située  dans  l'espace  sur  le  [dan  P;  ce  sommet  a,  «^a  donc  le  point 
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qui  y  sur  le  plan.P,  doit  jouer  le  rôle  de  sommet  de  la  mrface  conique  que  ce  plan  P 
est  appelé  à  jouer  dans  la  série  des  cônes  S,  S',  S". . . 

Cela  posé  : 

Il  est  évident  que  si  l'on  preqd  un  point  a^  quelconque  sur  Thyperbole  A ,  si  Ton 
mène  en  ce  point  ci/^  une  tangente  à  la  courbe ,  elle  coupera  la  droite  6  en  un  point  m 
(fig.  20  )  ;  et  si  du  point  m*  comme  centre  et  avec  ma  pour  rayon  on  décrit  un 
cercle  g ,  lequel  coupera  la  droite  6  en  un  point  y,  la  droite  qui  unira  les  points 
a^  ely  ira  passer  par  le  point  a',  second  sommet  de  Thyperbole  donnée  A. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  Étant  donnés  une  hyperbole  et  ses  deux  sommets  a  et  a';  ayant  mené  au 
premier  sommet  a  une  droite  0  perpendiculaire  à  taxe  transverse  aa';  si  ton  unit  par 
une  droite  le  second  sommet  a'  avec  un  point  x^  quelconque-  de  t hyperbole  ^  cette  droite 
coupera  la  droite  B  en  un  point  y  et  la  tangente  à  l'hyperbole  en  x^  divisera  en  deux 
parties  égales  la  droite  ay. 

§IX. 
Diverses  manières  de  construire  la  tangente  en  un  point  dune  hyperbole. 

Première  construction.  Étant  donnés  une  hyperbole  et  ses  asymptotes,  son  axe 
transverse  et  son  centre,  ainsi  que  sesfoyersfeify  pour  construire  la  tangente  en 
un  point  x  de  cette  courbe ,  il  suffira  (fig,  21  )  de  mener  les  deux  rayons  vecteurs 

fx  etfx  et  de  diviser  en  deux  parties  égales  l'angle /c^';  la  bissectrice  sera  la  tangente 
demandée. 

Deuxième  construction.  Étant  donnés  une  hyperbole ,  son  axe  te'ansverse  et  ainsi 
ses  deux  sommets  a  et  a%  et  aussi  ses  deux  foyers /et/,  pour  construire  la  tangente 
en  un  point  x  de  cette  courbe ,  on  décrira  d'un  des  foyers  /  comme  centre  et  avec /a 
pour  rayon  un  cercle  D  (fig.  22);  on  unira  les  points  x  et /par  une  droite  qui 
coupera  le  cercle  D  en  un  point  y,  et  l'on  mènera  en  cç  point  y  une  tangente  au 
cercle  D,  laquelle  coupera  la  tangente  9  (menée  au  sommet  a  de  l'hyperbole)  en  un 
point  m  ;  la  droite  m'x  sera  la  tangente  demandée. 

Troisième  construction.  Étant  donnés  une  hyperbole  et  son  axe  transverse,  et 
ainsi  ses  deux  sommets  a  et  a',  pour  construire  la  tangente  en  un  point  x  de  la 
courbe  (  fig.  23),  on  mènera  d'abord  la  tangente  0  au  prunier  sommet  a  (la  droite  9 
est  perpendiculaire  à  l'axe  transverse),  ensuite  on  unira  le  point  a;  et  le  second 
sommet  a'  par  une  droU6^<|iii  eoupera  la  droite  6  en  un  point  y  ;  divisant  la  di^oite  ay- 
en' deux  parties  égales  par  un  point  m,  la  droite  mx  sera  la  tangente  demandée.. 


—  40  — 

gx. 

Étant  donnés  sur  le  plan  horizontal  de  projection  une  hyperbole  A ,  ses  sommets 
a  et  a\  ses  foyers  /  et  /^  et  ses  asymptotes  I  et  V  (fig.  24  ),  décrivant  d'un  des  foyers 
/  comme  centre ,  avec^îi  pour  rayon,  un  cercle  D,  et  décrivant  avec  fa'  pour  rayon 
un  cercle  C ,  si  Ton  mène  par  le  foyer/  une  perpendiculaire  à  l'axe  transverse  aaj 
cette  perpendiculaire  coupera  le  cercle  D  au  point  y  et  le  cercle  C  au  point  y. 

Et  si  l'on  mène  en  les  points  y  et  y  des  tangentes  aux  cercles  D  et  C ,  on  aura 
deux  droites  parallèles  entre  elles  et  à  l'axe  transverse  aa\  lesquelles  couperont 
respectivement  les  tangentes  6  et  9'  menées  à  l'hyperbole  donnée  A  en  ses  sommets 
a  et  Qj  en  les  points  m  et  m';  d'après  tout  ce  qui  précède  il  est  évident  que  la  droite 
mm  sera  tangente  à  l'hyperbole  A  en  le  point  x  projetée  orthogonalement  en  le 
foyer/        ^ 

Désignant  ma  par  r  et  m'a  par  r',  on  voit  de  suite  que  comme  ma  =  a/*  et  que 


m'a'  =  a'f,  on  aura  :  r  +  r'  z=z  ad. 

Désignons  aa'  par  2a  et  désignons  par  26  le  double  de  la  portion  de  la  tangente  9 
comprise  entre  le  sommet  a  et  l'asymptote  I. 

On  aura  dès  lors  :  ad=^  2a  et  ad=  b. 

Or  b  peut  avoir  trois  valeurs  différentes  comparativement  à  a;  on  peut  avoir:  ' 
1*6>a,2*6=a,  3*6<a. 

Quel  que  soit  le  rapport  entre  b  et  a>,. lorsque  l'on  considérera  sur  l'hyperbole  A 
le  point  X  qui  se  projette  orthogonalement  en  son  foyer  f^  on  aura  toujours  : 

f'— r=2a 

Lorsque  l'on  considérera  le  point  de  l'hyperbole  situé  à  l'infini ,  alors  la  tangente 
en  ce  point  ne  sera  autre  que  Tasymptote  I ,  et  Ton  aura  : 

r='âd=ih      et     r'ssâW^»*      et     r'— r=0 

Lorsque  l'on  considérera  le  pcHut  a  sommet  de  l'hyperbole ,  alors  la  tangente ^eo 
ce  point  ne  sera  autre  que  la  droite  0 ,  et  l'on  aura  évidemment  : 

r=:0     et      f'  =  ^       donc       W— r=40 
Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


(*)  On  voit  que  pour  Tellipee  la  iùmme  (r*f-r'  )  va  en  augmentant  depuis  nne  quantité  linéaire  égale  au 
petit  axe  jusqu'à  l'infini ,  et  que  pour  l*hyperboIe  c'est  la  difféf0tie€  (r^-^r)  qui  va  en  augmentant  depuis 
zéro  jusqu'à  l'infini. 
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TnÉORÉxc,  Si  en  un  poiné  qnelcmque  d*une  hypetbole  on  mène  une  tangente  cou- 
potni  les  tangeiffies  9  et  9'  menées  œm  sommets  a  et  a!  .de  la  cowbe  en  deux  points  m 
et  m',  m  aura  toigours  :  i""  (ma --r.  m'a')  plus. petit  que  l'axe  transverse  .pour  tous  les 
points  situés  entre.le  point  qui  est  à  l'infini  et  celui  qui  se  projette  ortbogonatement  en 
le  foyer  ;  2*  (ma — m'a'  )  ^gale  à  Caam  transverse  pour  le  point  qui  se  projette  ortkogo- 
nalement  en  le  foyer]  S""  (ma — m'a')  plus  grand  que  l'axe  trxinsverse  pour  tout  point 
situé  entre  le  sommet  et  celui  qui  se  projette  orthogonalement  en  le  fo^er. 


§XI. 
Propriétés  principales  de  ta  parabole, 

w 

Étant  donnés  une  parabole  Â  (fig.  25),  son  soBamet  a  et  son  axe  infini  X,  nous 
mènerons  au  sommet  a  une  perpendiculaire  à  Taxe  X ,  et  nous  aurons  la  tangente  9 
en  le  sommet  de  la  parabole. 

Gela  pdsé! 

Si  Ton  prend  un  point  d  arbitraire  sur  Taxe  X ,  et  que  de  ce  point  (/comme  centre 
et  avec  da  pour  rayon ,  on  décrive  un  cercle  D  ;  prenant  sur  la  droite  9  un  point  m 
arbitraire,  et  menant  de  ce  point  deux  tangentes.  Tune  au  cercle  D  et  le  touchant 
en  y ,  et  Tautre  à  la  parabole  A  et  la  touchant  en  :b^,  la  droite  yx!^  ira  couper  Taxe  X 
eii  uft  point  ^  ;  et  en  vertu  de  tout  ce  qui  a  été  (fit  précédemment  y  il  est  évident 
que  le  point  ^  sera  la  projection  horizontale  du  sommet  s  du  cône  oblique  qui  enve^ 
loppe  le  cercle  D  et  la  parabole  E  dont  A  est  la  projection. 

Or  si  du  point  jn  comme  centre  et  avec  ma  pour  rayon  on  décrit  un  cercle  6,  il 
passera  évidemment.par  le  point  y,  et  en  ce  point  y  les  deux  cercles  D  et  6  se  cou- 
peront rectangulairement.  Pour  que  les  points  rf  et  «*  se  confondent ,  il  faudra  que  la 
droite  yx!'  soit  une  tangente  au  cercle  6. 

Si  donc  {fig.  26)  on  mène  d'un  point  a^,  pris  arbitrairement  sur  la  parabole 
donnée  A,  deux  tangentes  au  cercle  6,  l'une  d'elles  viendra  couper  l'axe  X  au 
point  /,  et  l'autre  ira  couper  l'axe  X  en  un  point  que  je  dis  être  situé  à  l'infini ,  en 
sorte  que  la  seconde  tangente  sera  parallèle  à  l'axe  X  ;  nous  démontrerons  plus 
tard  l'exactitude  de  cette  assertion. 

Mais  quelle  que  soit  la  direction  de  la  seconde  tangente ,  et  par  conséquent  que  le 
seopnd  foyer  soit  situé  à  l'infini  ou  non ,  il  nous  est  démontré  que  la  normale  af'q 
divise  en  deux  parties  égales  l'angle  formé  par  les  deux  rayons  vecteurs  se  croisant 
au  point  xf"  considéré  sur  la  parabole. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

6 
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TnéORÈVE.  Pour  les  trois  seûHans  coniques,  etHpse ,  p$rabôte  et  h/perMey  kk nor- 
male et  la  umgente^en  un  pmni  de  la  courbe ,  divisent  en  demx  parties  égales  T angle  ou 
le  supplément  de  tangle  formé  par  tes  deux  rayons  vecteurs  qui  se  croisent  en  ce 
point, 

§  XII. 

Remarquons  que  lorsqu'on  avait  une  ellipse  oaune  hyperbole^on  pouvait  imiiié* 
diatement  construire  les  foyers  ;  car  puisqu'il  suffit  d'employer  une  tangente  quel- 
conque à  la  courbe  donnée  pour  obtenir  le  cercle  g ,  il  suffit  de  connaître,  à  priori  y 
une  tangente  autre  que  celle  qui  répond  au  sommet  de  la  courbe ,  pour  pouvoir 
résoudre  le  problème. 

Or,  pour  Tellipse,  on  sait  que  la  tangente  menée  à  l'extrémité  du  petit  axe  est 
parallèle  au  grand  axe  de  TeUipse  f  or  pour  l'hyperbole ,  on  sait  que  l'asymptote 
est  la  tangente  au  point  situé  à  l'infini  sur  la  courbe. 

Mais  pour  la  parabole,  nous  ne  connaissons  pas,  à  priori  f  de  point  autre  que  le 
sommet  pour  lequel  la  direction  de  la  tangente  soit  connue  ;  nous  ne  pouvons  donc, 
quant  à  présent,  construire  le  foyer/ (/^.  26)  ^quoique  l'existenoe  dQ  ce  foyer  se 
trouve  démontrée. 

§  xm. 

L'existence  d'un  foyer  étant  démontrée  pour  la  paraljple,.  nous  pourrons: 
1*  {fig.  27)  du  foyer/  comme  centre  et  mec  fa  pour  rayon^décrire  un  cercle  D  j 
2*"  couper  le  cylindre  vertical  2  ayant  la  parabole  Â  pour  section  droite  par  un 
plan  P  ayant  la  tangente  9 ,  menée  au  sommet  a  de  la  courbe ,  pour  trace  horizon- 
tale H';  nous  prendrons  le  plan  vertical  de  projection  parallèle  à  l'axe  infini  X  de  la 
parabole. 

Cela  posé: 

Nous  construirons  le  cône  de  révolution  S  ayant  son  sommet  en  s^  lequel  cône  S 
enveloppe  le  cercle  D  et  la  parabole  E ,  section  faite  dans  le  cylindre  2  par  le  plan  P 
(  cette  parabole  E  se  projettera  horizontalement  et  orthogonalement  suivant  la  pa- 
rabole donnée  A).  Voy.  ïépure  {fig.  27). 

Cela  posé  : 

Le  cône  S  ayant  son  sooomet  s  projeté  sar  le  plan  horizonfot  en  le  foyer/  de  la 
parabole  A ,  nous  mènerons  par  ce  sommet  s  un  pian  horizoatai  R  qui  conpera  le 
plan  suivant  une  droite  Q.  Dès  lors ,  Q^  sera  parpevidioulaiFe  à  Faxe  infini  X  de  la 
parabole  donnée  A. 
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De  plus ,  te  fig.  27  noue  dit  qae  le  triangle  «Vt/"  est  isocèle ,  et  qu'ainsi  Ton  a  : 

t  a  =a  f 
et  que  les  angles  qfVa*  et  «"ç^a"  sont  égaux ,  par  conséquent  Ton  a  : 

Cela  posé  : 

Preaoûs  un  point  x  arbitraire  sur  Tellipse  E ,  menons  par  ce  point  x  un  plan  hori- 
zontal ;  il  coupera  la  génératrice  extrême  G  du  cône  S  en  un  point  t ,  et  Ton  aura  la 
droite  $x  de  l'espace  égale  à  s'^V'  ;  on  pourra  donc  poser  :  «a;r=  ^T. 

La  distance  xq  du  point  4;  à  la  droite  Q  sera  une  droite  perpendiculaire  à  Q  et  pa- 
rallèle au  plan  vertical  de  projection ,  cette  distance  sera  dès  lors  égale  à  a:Y- 

Gela  posé  : 

Je  dis  que  Ton  aura  toujours  y  quel  que  soit  le  point  x  considéré  sur  la  parabole  E  : 

IS     on     «V  =  a?V 
En  effet  i 

Les  deux  triangles  ^''aY  (invariable)  et  xVr  (variable)  sont  isocèles ,  et  Ton  a  : 


,»-» 


fV  =  aY      et      x''a*^=^a*î^      donc     iV=«J?  =  a7*g 

Toutes  les  génératrice^  du  cône  S  font  avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  a  ; 
on  aura  donc  : 

Le  plan  P  fait  avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  «^  la  droite  xq  est  une  ligne 

de  plus  grande  pente  de  ce  plan  P,  elle  fait  donc  avec  le  plan  horizontal  un  angle  «  ; 

on  a  donc  : 

a:5f.co8a=î?5^ 
Or 

$x^xq       donc       'fi?=zl?^ 

Et  cela  aura  lieu  quel  que  soit  le  point  x  pris  sur  la  parabole  E.  La  droite  Q^  est 
dite  directrice  de  la  parabole  A. 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théobème.  triant  (kmnés  une  parabole  A,  son  axe  infiniX^  son  sommet  a  et  son  foyer  f, 
affmt  nwné  une  droite  Q^  perpendiculaire  à  F  axe  X  et  à  une  distance  du  sommet  a  égale 
à  fa ,  ^  Ion  prend  un  poim  quelconque  x^  sur  la  courbe  A,  les  distances  de  ce  pmnt  x^ 
au  wtVBifei  à  la  dibbctbicb  Q^  sermt  égales. 
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§  XIV. 

Ce  qui  précède  nous  permet  de  construire  le  foyer  f  d'une  parabole  A  {fig.  28) 
dont  on  connaît  Taxe  infini  X  et  par  suite  le  sonunet  a  et  la  tangente  G  en  Ce  sommet. 

Et  en  effet  : 

Prenons  un  point  x  sur  la  courbe  A  et  maions  ta  droite  xz  parallèle  à  Taxe  X  et 
coupant  la  tangente  9  au  point  m. 

Du  point  m  comme  centre  et  avec  ma  pour  rayon ,  décrivons  un  cercle  S  et  me- 
nons par  le  point  x  une  tangente  à  ce  cercle  6,  elle  coupera  l'axe  X  au  point /et 
elle  touchera  le  cercle  6  au  point  y. 

Imaginons  la  directrice  Q ,  nous  aurons  par  hypothèse  r 


xf:=^ xb^      zh^  ad-=af  ( m  le  point  /'est  le  /byer } 
Mais  par  construction ,  on  a  : 

xz  =  xy^      cl      yf^fa 

On  retrouve  donc  la  propriété  xf^=zocb. 

Ainsi,  pour  construire  le  foyer  d'une  parabole  A,  il  suffira  de  décrire  d'un 
point  m  arbitraire  pris  sur  la  tangente  9  menée  au  sommet  a  de  la  courbe  et  avec  un 
rayon  ma  un  cercle  6 ,  lequel  coupera  la  droite  9  en  un  point  %  ;  on  mènera  en  ce 
point  z  une  tangente  au  cercle  & ,  laquelle  sera  parallèle  à  l'axe  infini  X  et  coupera 
la  parabole  A  en  un  point  x  ;  menant  de  ce  point  x  une  seconde  tangente  au  cercle  £, 
elle  coupera  l'axe  X  en  un  point /qui  sera  ïe^  foyer  demandé. 

De  ce  qui  précède  nous  pouvons  conclure  que ,  pour  la  parabole ,  le  second  foyer 
est  toujours  situé  à  l'infini ,  puisqu'il  devrait  se  trouver  à  l'intersection  de  l'axe  x 
et  de  la  tangente  ocz  ;  de  plus  on  voit  que  la  tangente  au  point  x  passe  par  le  centre 
m  du  cercle  6 ,  l'on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  SI  par  un  point  x  (Tune  parabole  A  on  trace  une  perpendiculaire  à  la 
tangente  9  menée  en  son  sommet  a,  ces  deux  droites  se  couperont  en  un  point  z,  et  la 
tangente  au  point  xde  la  parabole  coupera  la  droite  za  en  deux  parties  égales. 

Ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  nous  permet  de  construire  par  points  une  parabole. 

§  XV. 
Construction  par  points  de  la  parabole* 

Étant  donnés  le  sommet  a  et  le  foyer/  d'une  parabole  (fig.  28  bis),  cm  mènera 
par  le  sommet  a  une  droite  9  perpendiculaire  à  la  droite  indéfinie  fa  ;  on  prendra 
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sur  )a  droite  9  une  suite  de  points  m ,  m', . . .  et  de  chacun  d'eux  comme  centre  et 
avec  ma ,  ma^...  pour  rayons ,  on  décrira  une  suite  de  cercles  6, 6',. . .  tous  tangents 
entre  eux  et  au  point  a;  ces  cycles  6,  6',...  couperont  la  droite  Ô  en  les  points  * , 
2,.-;  par  le  foyer /on  mènera  une  tangente  à  chacun  des  cercles  6,  6',.-  et  par 
chacun  des  points  «,«',...  on  mènera  des  parallèles  à  Taxe  infini /a;  la  tangente  yir 
coupera  la  parallèle  zx  en  un  point  a?  qui  appartiendra  à  la  parabole ,  et  la  droite 
mx  sera  tangente  en  x  à  cette  parabole. 

§XVI. 

On  peut  placer  la  parabole  E  située  dans  Tespace  et  ayant  la  parabole  A  pour 
projection  horizontale,  sur  une  infinité  de  cônes  obliques  ayant  chacun  pour  trace 
horizontale  un  cercle  tracé  sur  le  plan  horizontal  et  tangent  à  la  parabole  Â  en  son 
sommet  a. 

On  pourra  donc  tracer  une  série  de  cercles  D,  D',  D",.--  tangents  entre  eux  et  à 
la  parabole  A  en  son  sommet  a,  et  l'on  aura  une  série  de  cônes  S,  S',  S",...  enve- 
loppant respectivement  la  parabole  E  avec  les  cercles  D,  D',  D"... 

Mais  l'on  p^t  concevoir  que  l'un  de  ces  cercles  D,  D',...  ait  un  rayon  infini  ;  dès 
lors  ce  cercle  ne  sera  autre  que  la  tangente  6  menée  au  sommet  a  de  la  parabole 
donnée  A  ;  dans  ce  cas  le  cône  qui  enveloppe  la  parabole  E  et  le  cercle  (  de  rayon 
infini  )  9,  ne  sera  autre  que  le  phm  P  de  )a  courbe  £; 

Ce  plan  Pjouant  le  rôle  d'une  surface  conique  appartenant  à  la  série  des  cônes 
S,  S',  S'',.--  devra  avoir  un  point*  particulier  qui  paisse  être  considéré  comme 
sommet. 

Pour  construire  la  projection  horizoïftale  de  oe  sommet ,  il  faudrait  d'un  point  x!" 
de  la  parabole  A  mener  une  tangente  à  cette  courbe  ;  cette  tangente  couperait  la 
tangente  9  en  un  point  m  j  et  décrivant  du  point  m  comme  centre  et  avec  ma  pour 
rayon  un  cercle  6,  ce  cercle  6  couperait  la  droite  9,  jouant  le  rôle  d'un  cercle  de 
rayon  infini ,  en  un  point  Zy  et  unissant  les  points  z  et  a^  par  une  droite,  elle  irait 
couper  l'axe  X  en  un  point  qui  serait  la  projection  horizontale  du  sommet  demandé. 

Mais  toutes  les  droites  telles  que  a^z  sont  parallèles  à  l'axe  X ,  par  conséquent 
le  sommet  demandé  est  à  l'infini ,  et  le  plan  P  doit  être  considéré  comme  une 
surface  cylindrique,  dans  la  série  des  cônes  S,  S',  S"... 
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§  XVII. 

Diverses  manières  de  ccnstruire  la  tangente  en  un  peint  d'une  parabole, 

■f. 

De  ce  qai  précède  on  peut  déduire  trois  cqn^tructi(ui9  de  la  ta&gente  ^en  un  point 
donné  sur  une  parabole. 

Première  construcHon.  Étant  donnés  une  paral)ole  A ,  son  axe  infini  ^  et  son 
sommet  a  j  et  son  foyer/,  pour  construire  la  tangente^en  un  point  x  (fig.  S9),  on 
mènera  )e  rayon  vecteur /c,  la  droite  xp  parallèle  à  Taxe  X ,  et  Ton  divisera  Tangle 

fxp  en  deux  parties  égales  par  la  normale  doi^  ;  la  droite  xt  perpendioulaire  à  U 
normale  xd  sera  la  tangente  demandée. 

Deuxième  cùnstructUm.  Étant  donnés  {fig.  30)  une  parabole  A ,  son  axe  X ,  son 
sommet  a ,  son  foyer/,  pour  construire  la  tangente  en  un  de  ses  points  x ,  on  décrirai 
du  foyer  /  comme  centre  et  avec  fa  pour  rayon  un  cercle  D  ;  on  mènera  au  sommet 
a  une  perpendiculaire  9  à  Taxe  X  (  cette  droite  9  sera  tangente  en  le  sommet  a  à  la 
parabole  A);  on  unira  le  foyer /et  le  point  x  par  une  droite  coupant  le  cercle  D  en 
un  point  y  ;  en  ce  point  y  on  mènera  une  tangente  au  cercle  D,  laquelle  coupera  la 
droite  9  en  un  point  m  ;  la  droite  qui  unira  les  points  m  et  a;  sera  la  tangente 
demandée. 

Troisième  oonsÉructian.  Étant  donnés  une  parabole  A ,  son  axe  infini  X  et  son 
sommet  a ,  pour  construire  la  tangente  en  un  de  ses  points  x  {fig.  31  ),  on  mènera  la 
tangente  9  au  sommet  a;  on  mènera  par  l#pdint â^  une  droite  parallèle  à  Taxé  X, 
laquelle  coi^)era  la  tangmte  9  en  un  point  z;  on  prendra  le  milieu  m  de  la  droite  az  \ 
et  en  unissant  les  points  m  et  «  par  une  droite ,  on  aura  la  tang^ite  demandée. 

§  xvni. 

Directrices  de  V ellipse  et  de  la  parabole. 

La  propriété  dont  jouit  la  parabole  d'avoir  un  foyer  et  une  directrice ,  doit  con-^ 
duire  à  penser  que  les  deux  autres  sections  coniques  possèdent  des  directrices. 

Et  en  effet ,  en  suivant  la  même  marche  que  pour  la  parabole ,  on  arrive  de  suite 
à  démontrer  Texistence  de  ces  droites  t&rectrices  pour  TelKpse  et  Vbyperbole. 

Pour  C  ellipse  : 

Étant  donnée  une  ellipse  A  sur  le  plan  horizontal  de  projection  (  fig.  32  ) ,  ayant 
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construit  les  foyecs  /  et  /'  et  les  deux  cônes  de  révolutioti  S  et  S*  qui  enveloppent 
Tellipse  E  de  l'espace ,  M  (dfâcun  des  cercles  D  et  G",  en  menant  par  les  sommets  s 
et  s' des  cônes  S  et  S'  des  plans  R  et  R'  horizontaux ,  ces  plans  couperont  le  plan  P 
de  Tellipse  E  suivant  les  droites  K  et  K',  doet  les  projections  K^  et  K"^  seront  les 
direcirices  de  Tellipse  A  ou  E^. 

Pour  le  démontrer,  prenons  un  p(Hiit  x  arbitraire  sur  l'ellipse  E  ;  menons  par  ce 
point  X  et  dans  le  plan  P  une  perpendiculaire  à  la  droite  K'  et  coupant  cette  droite 
en  un  point  9';  comme  la  droite  xq'  est  parallèle  au  plan  vertical  de  projection ,  elle 
se  projettera  en  véritable  grandeur  en  x^'q'"'. 

On  aura  donc  : 


xq'  =  x\'* 


De  plus ,  en  prenant  un  point  quelconque  x  sur  l'ellipse  E ,  on  voit  que  toutes 
les  droites  telles  que  xq'  seront  des  lignes  de  plus  grande  pente  du  plan  P  et  feront 
donc  avec  le  plan  horizontal  un  angle  constant  qui  sera  égal  à  celui  que  le  plan  P 

fait  avec  le  plan  horizontal ,  et  qui  sera  dès  lors  égal  à  l'angle  à^q'^'x^y  que  nous  dé- 
signerons par  X. 

En  projetant  la  droite  xqf  ew\è  plan  horizontal ,  on  aura  :  x/'q"' ,  et  dès  lors  on 
aura  : 

dê^zs  îg^.  cos  X  =  5V .  00$  > 
Cela  posé  : 

Menant  par  le  point  x  un  plan  horizontal ,  il  coupera  la  génératrice  extrême  du 

cône  S' en  un  point  i',  et  Ton  aura  :  <'t'=«'*i'',  puisque  la  droite  s'i'  est  parallèle  au 

plan  vertical  de  projection  ;  de  plus  ^  l'on  sait  que  les  droites  s'x  et  s'i'  sont  égales , 

on  a  donc  : 

Toutes  les  droites  9'x ,  quel  que  soit  le  point  x  sur  l'ellipse  E ,  font  le  même  angle 

avec  le  plan  horizontal  ^  angle  qui  est  égal  à  Fangle  q'''s'H'''j  que  nous  désignerons 
par  a  ;  en  sorte  que  projetant  la  droite  s'x  sur  le  plan  horizontal ,  on  «ura  : 

Or  en  vertu  des  triangles  semblables  a'^'ivY''  et  ^ Y*'a'''^  m  aura  ^  quel  que  soit  le 
point  X  sur  l'eUipse  E  :  

r^=r  ^  oonstanle  ss  & 
q^x' 

/SA 

De  [dus,  il  est  évident,  parla  figure^  que  l'ona  :  X<  aj  par  conséqoQiEit  1  on  a  : 


flcV>«'V 


—  48  — 
D'après  ce  qui  précède ,  on  voit  que  Ton  aura  : 


•!•  =  Goostante  =  B  . 


^Jf  C08O 


Et  l'on  aura  de  plus*  V  <  a?*^'*,  car  ai  Ton  prolonge  la  verticale  passant  par  le 
point  a'*"  jusqu'en  /  sur  la  droite  «'"9'",  on  a  évidemment  ;  «'"/  <  (7'%  en  vertu  de  ce 

A      A 

que  l'on  a:  X<<x, 
Ainsi  y  l'on  aura  toujours  pour  l'ellipse  E ,  B.<  1 ,  et  pour  Tellipse  A  l'on  aura  : 

cos> 

'Ce  que  Ton  a  fait  en  considérant  le  cône  S',  on  peut  le  répéter  pour  le  cône  S ,  et 
l'on  démontre  ainsi  que  Tellipse  A  a  deux  (krectrices  K*  et  K*,  perpendiculaires  à 
son  grand  axe,  situées  en  dehors  de  la  courbe  et  équidistantes  des  foyers/  et/'  de  la 
courbe. 

Pour  C hyperbole: 

Plaçons  l'hyperbole  E  {fg.  33  )  (située  dans  un  plan  P  et  projetée  horizontalement 
en  l'hyperbole  A  ayant  ses  foyers  en/et/'),  et  chacun  des  cercles  D  et  C  (décrits 

des  foyers /et/'  conune  centre  et  avec  fa  et  fa  pour  rayon)  sur  dçux  cônes  de 
révolution  S  el  S' ayaont  pour  sommets  les  points  s  et  «'.  ^ 

Gela  fait  : 

Menons  par  les  sommets  s  et  ^  des  plans  horizontaux  R  et  R'  coupant  le  jtofi  P 
en  les  droites  K  et  K'. 

Si  nous  prenons  un  point  x  sur  l'hyperbole  E ,  en  menant  par  ce  point  x  un  plan 
horizontal ,  lequel  coupera  la  génératrice  extrême  du  cône  S  en  un  point  î,  on  aura  : 


En  menant  du  m^e  point  x ,  et  dans  le  plan  P,  une  perpendiculaire  à  la  droite  K 
et  la  coupant  en  un  point  q^  on  aura  : 


xq  =  x*q^ 


Les  deux  triangles  «V^*"  et  (f  a;*r  étant  semblables ,  on  aura  ^  quel  que  soit  le 
point  x: 


— ^  =  constante  =  L 


a?Y 


et  L  sera  plus  grand  que  l'unité ,  car  il  est  évident  que  dans  le  triangle  «Va*,  l'angler 

A  A 

en  <  OU  0t  est  plus  petit  que  l'angle  en  9-  ou  « ,  ainsi  on  a  :  L>  1 . 
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Toutes  les  droites  sx  font  avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  a  ;  en  projetant 
$x  sur  le  plan  horizontal  y  on  aura  : 

$X,C0B0L  =  7û? 

Toutes  les  perpendiculaires  xq  font  avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  A  ;  ea 
projetant  xq  sur  le  plan  horizontal ,  on  aura  : 

xq .  cos.>  =  xV 
On  aura  donc,  queile  que  soit  la  position  du  point  x  sur  Thyperbole  E  : 

fr"  cos> 

=  Jl4   • 


i?? 


006a 


cos  X 

et  Ton  voit  de  suite  sur  la  figure  que  :  L  . ,  sera  plus  grand  que  Tunité. 

Au  lieu  de  considérer  le  foyer /et  le  cône  S ,  on  pourra  considérer  le  foyer/'  et 
le  cône  S'  et  par  suite  la  droite  K',  et  Ton  aura  des  résultats  identiques. 

Ainsi,  il  se  trouve  démontré  que  l'hyperbole  À  a  deux  directrices  K*  et  K'*  per- 
pendiculaires à  son  axe  transverse ,  équidistantes  de  ses  foyers/ et/'  et  situées  entre 
ses  sommets  a  et  a  (*). 

'      '■■  ■  ....    I     -  Il  I.         Il      ■  ■  ..    .1         I   I     .    I  II  ■  .111  .       ■■  ■        .1  yi  I.  I  ■ 

(*)  Étant  donnés  une  section  conique  A  (  ellipse ,  hyperbole ,  parabole  ) ,  son  axe  X  (  cet  axe  X  étant  le 
grand  axe  de  Vellipêe,  ou  l'axe  transverse  de  Vhyperbole^  ou  l'axe  infini  de  la  parahoîe)  et  l'un  de  ses 
sommets  a  situé  sur  l'axe  X  et  le  foyer  f  le  plus  proche  de  ce  sommet ,  on  peut  très-facilement  construire 
la  directrice  de  cette  conique  A ,  qui  correspond  au  foyer  f. 

En  effet  : 

Nous  avons  vu  que  la  conique  A  pouvait  être  regardée  comme  la  projection  orthogonale  d'une  conique  E, 
et  qu'en  traçant  un  cercle  C  ayant  le  point  f  pour  centre  et  ayant  fa  pour  rayon ,  on  pouvait  envelopper 
les  deux  courbes  C  et  E  par  un  cône  droit  S  dont  le  sommet  i  se  projetait  horizontalement  en  le  foyer  f. 

Nous  avons  vu  que  si  par  le  sommet  $  du  c6ne  S  on  menait  on  plan  horizontal ,  il  coupait  le  plan  de  la 
courbe  E  suivant  une  droite  K  qui ,  projetée  orthogonolament  sur  le  plan  horizontal  (  qui  n'est  autre  que 
le  plan  de  la  courbe  A  ) ,  donnait  la  directrice  de  la  conique  A. 

Or,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  dans  la  première  partie  (  $  Y  )»  si  l'on  imcrit  dans  le  cercle  C  un  hexa- 
gone dont  les  trois  couples  de  oétés  opposés  soient  composées  de  lignes  parallèles  »  le  pdU  sera  le  centre  f 
de  ce  cercle,  et  sapototre  sera  à  l'infini. 

Le  plan  delà  courbe  E  sera  donc  coupé  par  le  plan  horizontal  mené  par  le  somatet  $  du  cône  S  suivant 
une  droite  K  qui,  étant  consîdéréecomme  jiola«W,aura  pourpi^e ,  par  rapport  à  la  courbe  B,  le  point  en 
lequel  l'axeTjf  dece  cène  S  sera  coupé  par  le  plan  de  cette  courbe  E. 

Or  la  projection  R^  de  la  droite  K  est  la  directrice  de  la  conique  A  ;  donc  le  foyer  f  sera  le  pdl€  de  la 
courbe  A ,  R^  étant  la  polaire. 

Pour  construire  la  directrice  R^,  il  suffira  donc  de  mener  par  le  fbyer  f  une  perpendiculaire  à  l'axe  X  et 
coupant  la  conique  A  en  un  point  x.  Menant  en  x  me  tangente  t  à  cette  conique  A,  cette  tangente  viendra 
couper  l'axe  X  en  un  point  p,  et  menant  par  ce  point  p  une  perpendicukiire  K^  à  Taxe  X ,  on  auça  la  direc- 
trice de  la  conique  donnée  A, 


à 
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§  XIX. 

Tout  ce  qui  précède  nous  permet  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorèbie.  Si  ton  a  une  mite  de  cônes  de  révolution  S^  S',  S",.-  ayant  même  axe 
de  révolution  A ,  si  ton  coupe  ces  cônes  par  autant  de  plans  P,  P',  P", . . .  que  l'on  voudra 
et  dirigés  d'une  tnanière  arbitraire  dans  C espace  j  toutes  les  sections  coniques  que  ton 
obtiendra  se  projetteront  sur  un  plan  Q  perpendiculaire  à  iaxe  Â  suivant  des  sections 
coniques  ayant  un  foyer  commun  qui  ne  sera  autre  que  le  point  f  en  lequel  le  plan  Q  cùupe 
faxe  A;  de  plus^  en  menant  par  chacun  des  sommets  des  cônes  S,  S'y  S",...  un  plan 
perpendiculaire  à  faxe  A,  on  aura  une  série  de  plans  qui  couperont  respectivement  les  plans 
P,  P',  P'',...  suivant  des  droites  dont  les  projections  ortliogonales  sur  le  plan  Q  seront 
respectivement  les  directrices  des  diverses  sections  coniques  tracées  sur  ce  plan  Q  et  ayant 
le  point  f  pour  foyer  commun;  de  sorte  que  pour  cttacune  des  sections  coniques  tracées 
sur  leplanQ  on  cannaUra  immédiatement  le  foyer  f  et  la  directrice  qui  y  correspond. 

On  peut  encorç  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  (yî^.  42).  Etant  donnée  une  série  d ellipses  A  j  A! ^  A'V-*  ayant  même 
sommet  a  et  même  foyer  f ,  leurs  grands  axes  étant  superposés  sur  la  droite  indéfinie  fa , 
le  lieu  des  extrémités  de  leurs  petits  axes  est  une  parabole  ayant  le  point  f  pour  foyer 
et  la  droite  indéfinie  Sifpour  axe  infini  et  dont  le  sommet  est  le  milieu  de  la  droUe  af. 

Théorème  (fig.  42  ).  Étant  donnée  une  série  ^hyperboles  A,  A',  A'V--  ayant 
même  sommet  a  et  même  foyer  f ,  leurs  axes  transverses  étant  superposés  sur  la  droite 
indéfinie  af  »  le  lieu  des  extrémités  de  leurs  axes  non  transverses  est  une  parabole  ayant 
pour  axe  infini  la  droite  indéfinie  af ,  ayant  pour  sommet  le  point  milieu  de  af>  et  ayant 
le  sommet  a  y.  commun  aux  diverses  hyperboles  A,.. .  pour  foyer  (^) . 

§  XX. 
Des  focales  des  sections  coniques. 

Lorsque  nous  avons  étudié  les  propriétés  d'une  section  conique  A  (ellipse, 
hyperbole  ou  parabole),  nous  avons  vu  qu'en  considérant  cette  courbe  A  comme 
étant  là  section  droite  d'un  cylindre  vertical  2 ,  et  qu'en  coupant  ce  cylindre  par  un 
plan  P  suivant  une  section  conk;ue  E ( cpii  était  une  ellipse,  ou  une  hyperbole,  ou 
une  parabole ,  suivant  que  la  courbe  donnée  A  était  une  ellipse ,  ou  une  hyperbole 
ou  une  parabole  ) ,  nous  avons  vu ,  dis-je ,  que  l'on  pouvait  envelopper  la  courbe  E 


(*)  Voyez  la  note  A  à  la  fin  de  la  seconde  partie  de  ce  mémoire» 


—  fil- 
et les  cercles  D  et  C  décrits  des  foyers  /  et  /  de  la  courbe  A  comme  centres ,  avec 
fa  et  /o^pour  rayons  (  les  points  a  et  cl  étant  les  sommets  de  la  courbe  A ,  ellipse 
,  ou  hyperbole) ,  par  deux  cônes  de  révolution  et  ayant  chacun  son  axe  de  rotation 
perpendiculaire  au  plan  horizontal,  c'est-à-dire  au  plan  sur  lequel  se  trouvait  tracée 
la  courbe  A. 

Nous  avons  vu  de  plus  que  lorsque  la  courbe  A  était  une  parabole  (ce qui  établis- 
sait que  la  courbe  E  était  une  parabole) ,  nous  avons  vu ,  dis-je ,  qu'en  vertu  de  ce 
que  la  courbe  A  n'avait  qu'un  seul  foyer/ (l'autre  étant  situé  à  Tinfini) ,  on  n'avait 
que  le  cercle  D  décrit  du  foyer  /  comme  centre  et  avec  fa  pour  rayon  (  le  point  a 
étant  le  sommet  de  la  parabole  A) ,  et  que  ce  cercle  D  et  la  parabole  E  étaient  tou- 
jours enveloppés  par  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  de  révolution  était  vertical , 
c'est-à-dire  perpendiculaire  au  plan  de  la  parabole  A. 

Nous  avons  vu  de  plus  que  les  sommets  de  ces  cônes  de  révolution  se  projetaient 
orthogonalement  sur  le  plan  delà  courbe  A,  en  les  foyers  de  cette  courbe  k. 

Cela  étant  rappelé  : 

Si  nous  nous  en  rapportons  à  la  construction  des  sommets  s  et  5' des  cônes  de  révo- 
lution Set  S'(/gr.  4, 1 8 et  27),  nous  devons  remarquer  que  nous  avons  démontré,  en 
prenant  un  point  arbitraire  sur  la  courbe  E ,  que  l'on  avait  toujours  :  \''  9x  +  s'x  :s 
constante ,  lorsque  la  courbe  E  était  une  ellipse  ;  2*  «a?  —  g*x  =  constante,  lorsque  la 
courbe  E  était  une  hjjperbole  ;  et  3*  sx = xq^  lorsque  la  courbe  E  était  une  parabole 
{sx  étant  la  distance  du  sommet  du  cône  de  révolution  S  au  point  x  de  la  para- 
bole E,  ^ixq  étant  la  distance  de  ce  même  point  a:  à  la  droite  Q  perpendiculaire  à 
l'axe  infini  de  la  courbe  E  ) . 

En  sorte  que  les  sections  coniques  n'ont  pas  toujours  leurs  foyers  situés  sur  leur 
plan ,  puisque  tout  en  démontrant  l'existence  des  foyers/et/'  pour  l'ellipse  ou  l'hy- 
perbole A  et  la  propriété  dont  jouissent  les  foyers ,  savoir  :  que  ta  somme  ou  la  diffé^ 
rence  den  rayons  vecteurs  est  constante ,  on  trouve  que  pour  la  section  conique  £ 
(ellipse  ou  hyperbole),  les  sanunets  «et  s'  des  cônes  de  révolution  ( sominets  qui 
sont  situés  hors  du  plan  P  de  la  courbe  E)  jouissent,  par  rapport  à  la  courbe  E  j  des 
mêmes  propriétés  dont  jouissent  les  points /et/'  (situés  sur  le  plan  de  la  courbe  A) 
par  rapport  aux  divers  points  de  cette  courbe  A. 

Nous  sommes  donc  tout  naturellement  conduit  à  penser  qu'il  doit  exister  une 
suite  de  points  hors  du  plan  de  la  courrbe  E  qui  jouissent  des  mêmes  pri^riétés 
dont  jouissent  les  foyers  F  et  F^  situés  sur  le  plan  de  cette  courbe  E. 

Examinons  donc  si ,  en  effet ,  il  existe  une  courbe  dont  les  points  puissent  être 
considérés  comme  foyers  d'une  section  conique  E  j  et  si  cette  courbe  existe  en.çflet , 
nous  lui  donnerons  le  nom  de  focale  de  la  section  conique  E. 
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§  XXI. 

Reprenons  Tanciennejîgf.  10  ou  12  ;  nous  construirons  la  fig.  34,  dans  laquelle 
Tellipse  donnée  E ,  située  sur  un  plan  P  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projec- 
tion ,  sera  projetée  horizontalement  en  l'ellipse  A  ou  E*  ;  en  sorte  que  la  courbe  A 
sera  la  projection  orthogonale  de  la  courbe  E. 

Nous  pouvons  déterminer  les  foyers/ et/'  de  la  courbe  A  et  construire  dès  lors 
les  cônes  de  révolution  S  et  S'  qui  enveloppent  la  courbe  E  avec  les  cercles  D  et  C 
(nous  n'avons  représenté  sur  la  jfîjr.  34  que  le  cône  S). 

Cela  posé  : 

Nous  pourrons  prendre  le  plan  P  pour  nouveau  plan  horizontal  de  projection,  la 
droite  V  devenant  une  nouvelle  ligne  de  terre  L'T'  ;  et  il  est  évident  que  le  plan  Z 
perpendiculaire  au  plan  P,  et  passant  par  le  grand  axe  ad  de  l'ellipse  E,  sera  parallèle 
au  plan  vertical  de  projection. 

Il  est  encore  évident  que  ce  plan  Z  coupera  l'ellipse  E  suivant  son  grand  axe  adj 
Tettipse  A  suivant  son  grand  axe  aa',  et  que  ce  plan  Z  contiendra  le  sommet  9  du 
cône  S  et  coupera  ce  cône  S  suivant  ses  deux  génératrices  extrêmes  «i  et  m'  ;  de 
plus ,  ce  plan  Z  coupera  le  cercle  D  suivant  un  diamètre  ai. 

Cela  posé  : 

Nous  pourrons  ne  considérer  que  les  lignes  situées  dans  ce  plan  Z  et  examiner 
leurs  relations  de  position ,  parce  que  si  l'on  fait  passer  par  une  droite  perpendicu- 
laire au  grand  axe  de  l'ellipse  E  une  suite  de  plans  Q',  Q",  Q'", . . .  toutes  les  projec- 
tions orthogonales  A',  A",  A'",...  de  l'ellipse  E  sur  ces  divers  plans,  seront  des 
ellipses  ayant  leur  axe  parallèle  au  petit  axe  de  l'ellipse  E  qui  aura  même  longueur 
que  ce  petit  axe. 

En  sorte  que  désignant  par  a  et  6  le  demi  grand  axe  et  le  demi  petit  àxe  de 
l'ellipse  E,  para',  a",  a'",.--  les  demi  grands  axes  des  ellipses  A',  A",  A'",.-  les 
demi-axes  de  ces  ellipses  seront  : 

a'  =  a .  cos  a'   et  6  pour  la  courbe  A' 

a"=a.cos«!  et  6 A" 

a    =a.cosa    et  o A 

etc.  etc. 

«',  «",  »",.••  éton*  '^  angles  que  les  plans  Q',  Q",  Q'",...  font  respectivement 
avec  le  plan  P  de  la  courbe  E. 

Nous  pourrons  donc  construire  de  la  manière  suivante  \aifig.  35,  qui  donne  toutes 
les  KgMB  flftvées  dans  le  plan  Z. 
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Sur  âd{  ou  2a)  qui  est  égal  au  grand  axe  de  Vdlipse  E  considéré  comme  diamètre , 
nous  traçons  un  cercle  d. 

Menant  du  point  a  une  corde  aa  du  cercle  dy  cette  corde  (si  elle  est  plus  grande 
que  26  qui  est  la  valeur  du  petit  axe  de  rdlipse  E  )  sera  le  grand  axe  de  l'ellipse  A , 
projection  orthogonale  de  Tellipse  E  ^ur  un  plan  Q  faisant  avec  le  plan  de  cette 

courbe  È  un  angle  égal  à  :  a! ad  ou  a. 

L'ellipse  A  ayant  un  petit  axe  égal  à  celui  (26)  de  la  courbe  E,  nous  pourrons 
construire  sur  aa'  les  points /et/',  qui  seront  les  foyers  delà  courbe  A. 

Prenant  fr=:fay  nous  construirons  sur  la  droite  aa'  le  point  r,  et  élevant  par  le 
poinf /une  perpendiculaire  à  la  droite  aa%  cette  perpendiculaire  sera  coupée  par  la 
droite  rd  en  un  point  s  qui  sera  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  S  passant  par 
TelUpse  E. 

On  pourra  donc  construire  de  la  même  manière  autant  de  points  s  que  Ton 
voudra  ;  et  l'on  doit  remarquer  que  si  l'on  mène  par  le  point  a  une  parallèle  à  la 
droite  srd ,  elle  coupera  la  perpendiculaire  menée  à  la  droite  aa  par  le  second  foyer 
/'  en  un  point  s'  qui  sera  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  S'  passant  aussi  par  la 
courbe  E. 

En  sorte  que  pour  chaque  corde  aa  du  cercle  3,  on  construira  deux  points  s  et  s 
appartenant  à  \di  focale  de  l'ellipse  E  ;  et  ces  points  s  eis  seront  des  foyers  extérieurs 
et  conjugués  de  la  courbe  E  (  ils  seront  dits  extérieurs ,  parce  qu'ils  sont  situés  hors 
du  plan  de  la  courbe  E  ;  ils  sont  dits  conjugués ,  parce  qu'ils  sont  les  sommets  des 
deux  cônes  de  révolution  S  et  S',  qui  sont  les  seuls  que  Ton  puisse  construire  en 
considérant  séparément  chacune  des  ellipses  A ,  A\.,.  projections  orthogonales  de 
TellipseE).  Parmi  toutes  les  cordes  que  l'on  peut  mener  du  point  a  dans  le  cercle  d,  il 
y  en  aura  une  al  qui  sera  égale  au  petit  axe  26  de  l'ellipse  E.  Cette  corde  sera 
alors  le  grand  axe  de  l'ellipse  A, ,  projection  orthogonale  de  l'ellipse  E  ;  mais  cette 
ellipse  A,  ayant  son  petit  axe  égal  à  26^,  il  s'ensuit  que  cette  courbe  A^  ne  sera  antre 
qu'un  cercle ,  ou  une  ellipse  dont  les  axes  sont  égaux  et  dont  les  foyers  se  confondent 
en  un  seul  et  même  point. 

Dès  lors  pour  cette  courbe  A, ,  les  cercles  analogues  aux  cercles  D  et  C  construits 
pour  chacune  des  autres  ellipses  A,  A',  A'V-  ^  confondront  avec  cette  courbe  A. 
en  un  seul  cercle  ;  et  dès  lors  le  cône  de  révolution  S, ,  qui  passera  dans  ce  cas  par 
l'ellipse  E ,  ne  s^ra  autre  qu'un  cylindre  de  révolution  enveloppant  à  la  fois  et  le 
cerde  A,  et  l'ellipse  E  ^  et  la  constructioii  nous  dit ,  en  effet,  que  dans  ce  cas  le 
sommet  «,  de  ce  cône  S.  est  situé  à  l'infini ,  car  ce  point  «,  n'est  autre  que  le  point 
d'iaterseetion  de  la  droite  ctf  et  de  la  perpondicutaire  menée  à  la  corde  al  en  son 
milieu  y  ;  w  cette  perp^idiculaire  n'est  autre  que  la  droite  yo'  (  le  point  a'  étant  le 
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milieu  de  ae/)  ;  par  conséquent  iltst,  évident  que  les  droites  yo'  et  dl  soat  parallèles. 
Si  l'on  menait  dans  la  courbe  $  et  par  le  point  a  une  corde  qui  fit  avec^  un  angle 

plus  grand  que  lad ,  on  aurait  Taxe  d'une  ellipse  A,  dont  le  second  axe  (perpendicu- 
laire au  plan  Z)  serait  égal  à  2fr ,  et  dans  ce  cas  le  grand  axe  de  Tellipse  Â,  serait  égal 
à  ib  et  serait  perpendiculaire  au  plan  Z  et  non  situé  dans  ce  plan  Z ,  comme  cela  avait 
lieu  pour  les  ellipses  A ,  A',  A", ...  ;  dès  lors  les  foyers  de  cette  ellipse  ne  seraient  plus 
situés  sur  le  plan  Z^  et  les  constructions  précédentes  ne  pourraient  plus  être  exécutées. 

Si  Ton  trace  le  cercle  d  en  entier,  on  pourra  mener  par  le  point  a  une  corde  qui 
fasse  avec  ad^  mais  en  dessous ,  le  même  angle  a  que  la  corde  aa'  fait  avec  ad^  mais 
en  dessus ,  et  il  est  évident  que  Ton  trouvera  deux  points  *o  et  sj  qui  seront  situés 
par  rapport  à  la  droite  ad  ou  ay  en  ordre  inverse ,  mais  symétriquement  par  rap- 
port à  c^tte  droite  xy  avec  ^les  points  s  et  s';  la  courbe  lieu  des  points  s  et  s' est  donc 
symétrique  par  rapport  à  la  droite  ad  ou  xy  ;  elle  passe  par  les  foyers  F  et  F'  de 
Tellipse  ;  elle  est  composée  de  deux  branches  infinies  g  et  g',  Tune  l  est  le  lieu  des 
points  s...  j  l'autre  l'  est  le  lieu  des  points  «'...;  chercfaons  maintenant  la  nature 
géométrique  delà  courbe /oca/e  $$'. 

Si  nous  considérons  un  point  quelconque  s  de  la  courbe  ^',  on  aura  les  deux  rayons 
vecteurs  sa  et  sd ,  et  Ton  voit  de  suite  qu'en  vertu  des  constructions  précédentes , 
ona  :  «a=«r. 

Si  donc ,  qudle  que  soit  la  position  du  point  $  sur  la  courbe  H'j  on  a  : 

rdssoonslante, 
on  en  conclura  que  l'on  a  : 

sd^  la  =s  constante , 
et  que  dès  lors  la  courbe  1^'  est  une  hyperbole  ayant  son  axe  transverse  situé  sur  la 
droite  indéfinie  ad  et  ayant  les  points  a  et  c^  pour  foyers  > 

Cherchons  donc  si^  en  efiEet ,  rd  est  constant.  Élevons  par  le  point  o,  milieu  de  la 
corde  aa'^  une  perpendiculaire  à  cette  corde ,  et  prenons  on=:b{b  étant  le  demi 
petit  axe  et  de  l'ellipse  E  et  de  sa  projection  orthogonale  A). 

Joignons  les  points /et  n;  joignons  les  peints/  et  o  (o'  étant  le  milieu  de  ad). 

Cela  fait ,  on  a  : 

on=6 

ao^sxa 

> 

<IO=:<('=a.C08c 
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Ainsi  j  Ô7  est  constant ,  quelle  que  soit  la  corde  asi  que  Ton  considère  dans  le 
cercle  d. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

TnÉORàMB.  St  tan  projette  orîhogonaUment  une  ellipse  E  sur  une  suUe  de  plans  Q , 
Q',  Q",.--  passant  tous  par  la  tangente  en  l'un  des  somtneU  de  cette  ellipse  E  (le  sommet 
conridéré  étant  C extrémité  du  grand  axe  de  la  courbe  E  ) ,  les  foyers  des  diverses 
ellipses  A,  A',  A",.--  projections  orthogonales  de  la  courbe  E,  seront  tous  situés  sur  un 
cercle  9  ayant  pour  centre  le  centre  de  la  courbe  E  et  pour  rayon  la  demi-cUstance 
existant  entre  les  foyers  de  cette  même  courbe  E* 

Ce  cercle  d'  sera  situé  dans  un  plan  Z  perpendiculaire  au  plan  de  C  ellipse  E  et  passera 
par  le  grand  axe  de  cette  courbe. 

Gela  posé  : 

Les  deux  triangles  fao  et  rad  étant  semblables ,  on  a  : 

TdCad  ixJSîaô' 
ou: 

Td:  2a  ::V^a'— 6*:o 
d'où  : 


rd= —  .  V^  a  —  6*  =  2Ï^a'—  6"=  FF 
a 

Ainsi  y  rd  est  constant  et  égal  à  la  distance  qui  existe  entre  les  foyers  F  et  F'  de 
reUipse  E. 

Nous  pouvons  donc  affirmer  que  Thyperbole  ^  a  pour  swnmets  \e&  foyers  F  et  F' 
de  Tellipse  E ,  et  pour  foyers  les  sommets^  a  et  d  de  la  même  courbe  E. 

Remarquons  que  la  droite /s  divise ,  par  construction ,  en  deux  parties  égales 

r  angle  asd;  or  cette  droite/i  est  Taxe  du  cône  de  révolution  S  ;  nous  pouvons  donc 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

THÉORèiiE.  Les  axes  des  divers  câhes  de  répoluium  qui  passent  par  une  ellipse  E  sont 
umgents  à  Chyperbole  focale  }£  de  cette  elUpse^  et  le  sommet  de  chacun  de  ces  cônes 
est  précisément  k  pmnt  en  lequel  ta  f6Cale  ^^  est  touchée  par  l'axe  du  cône  considéré. 

Si  par  les  pdnts  s  et  s' sommets  des  cônes  de  révolution  S  et  S'^  points  qui  sont, 
ainsi  que  nous  l'avons  dit  plus  haut^  des  foyers  extérieurs  et  conjugués  de  Tellipse  E 
(fig.  35),  nous  menons  des  plans  I  et  T  perpendiculaires  au  plan  Z  et  aux  axes  sf 
et  sf  des  cônes  S  et  S',  ces  plsms  couperont  le  plan  Z  suivant  les  droites  si  et  si', 
lesquelles  seront  parallèles,  parce  que  les  axes  ^^et»/' sont  parallèles. 

Ces  plans  I  et  V  couperont  donc  te  plaa  de  Tellipso  E  suivant  des  droites  I.  et  1/ 
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perpendiculaires  au  grand  axe  ad  de  TeUipse  E,  et  ces  droites  I,  et  1/  passeront  res* 
pectivement  par  les  points  i  et  t". 

Or,  comme  les  triangles  «ta  et  s'i'd  sont  égaux ,  puisque  :  1  *  ra  est  parallèle  à  ê'd 
et  lui  est  égale ,  attendu  que  nous  savons  que  le  quadilatère  ms'd  est  un  parallélo- 
gramme ;  et  S*  que  si  est  parallèle  à  s'tj  puisque  les  axes  {/et  s'f  sont  parallèles, 
on  en  conclut  que  Ton  a  :  ta  =  i'd. 

Ainsi ,  les  directrices  I,  et  1/  de  Tellipse  sont  équidistantes  des  foy^*s  F  et  F  de 
cette  courbe  E. 

Et  Ton  pourra  dire  que  les  directrices  équidistantes  des  foyers  F  et  F'  de  Tellipse  £ 
sont  des  directrices  conjuguées ,  tout  comme  nous  avons  dit  que  les  foyers  s  et  -s' 
étaient  conjugués. 

Or ,  comme  nous  savons  que  pour  un  point  x  de  Tellipse  E  on  a  toujours  ^  quel 
que  soit  ce  point  x  : 

«a?+a'â?=sooDsUinle,  (l) 

et  que  si  Ton  abaisse  du  point  x  unç  perpendiculaire  sur  les  directrices  I,  et  1/ cou- 
pant I.  en  q  et  1/  en  q'j  on  a  : 

SX 

r=r=K  (2) 

xq 

et 

~=s  K'  (3) 

X^ 

on  voit  que  Ton  déduira  des  équations  (2)  et  (3)  : 

sx^K.xq       et       s'âp:=K'.x9' 
et  en  vertu  de  Téquation  (4  ) ,  on  aura  : 

fi-f  Vx=:  K  .lcq+ K'.x^=  omslanlc.  (4) 

Or  il  est  évident  que  cette  équation  (i)  ne  peut  exister  qu'autant  que  Ton  a  : 

Ce  résultai  a  lieu  en  effet,  car  les  triangles  soi  et  s'<H'  étant  égaux ,  on  a  : 

-zr  =  -=z-    donc  en  effet:    K=K' 

Gela  dit: 

Bi  Ton  prend  deux  points ,  Tun  s  sur  la  branche  (  de  Fbyperbole  focale ,  et 
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l'autre  $'  >snr  la  seconde  branche  X  àe  la  m^e  courbe ,  nous  voyons  que  Ton  aura 
toujours ,  quelle  que  soit  la  position  du  point  x  sur  Fellipse  E  : 

m 

tx-^tlx^  constante , 

lorsque  les  points  s  et  s'  seront  des  foyers  extérieurs  et  conjugués ,  lorsque  dès 
lors  ces  points  b  et  s'  seront  équidistants  du  plan  de  la  courbe  E.  Mais  si  les  points  « 
et  s  sont  arbitrairement  pris  sur  Thyperbole  K'>  aura-t-on  toujours  : 

«r  -|-  ^0?  =  constante  ? 

C'est  ce  que  nous  allons  chercher. 

En  se  rappelant  les  théorèmes  de  MM.  Quetelet  et  Dandelin ,  on  sait  que  si  Ton 
inscrit  une  sphère  0  à  un  cône  de  révolution  S  et  à  un  plan  sécant  P,  le  point  de 
contact/  du  plan  P  et  de  la  sphère  0  est  le  foyer  de  la  section  conique  E  suivant 
laquelle  le  plan  P  coupe  le  cône  S, 

On  doit  aussi  se  rappeler  que  la  sphère  0  touche  le  cône  S  suivant  un  cercle  d ,  et 
que  si  Ton  mène  du  sommet  s  du  cône  S  une  droite  à  un  point  x  quelconque  de  la 
courbe  E ,  cette  droite  coupera  le  cercle  3  en  un  point  d ,  en  sorte  que  la  droite  sx 
sera  composée  de  deux  parties  dx  et  sd  ;  la  partie  dx  variera  de  longueur  avec  la 
position  du  point  x  sur  la  courbe  E ,  mais  la  partie  sd  sera  constante  quel  que  soit 
le  point  X  de  la  courbe  E  ;  de  plus ,  joignant  le  point  x  avec  le  foyer/,  on  sait  que 
l'on  a:  fx  =  dx. 

Gela  dit  : 

En  imaginant  l'hyperbole  focale  H'  de  l'ellipse  E ,  si  l'on  prend  deux  points 
arbitraires ,  l'un  s  sur  Tune  des  branches  Ç  et  l'autre  s'  sur  l'autre  branche  $',  je  dis 
que  l'on  aura  toujours  : 

m;4-  â'â?  =  constante , 

car  désignant  par  a  et  d  les  sommets  de  la  courbe  E ,  nous  pourrons  inscrire  un 
cercle  A  dans  le  triangle  tad  et  un  cercle  A'  dans  le  triangle  s'ad ,  et  l'on  sait  que  A 
touchera  ad  en  un  point  F  et  A'  touchera  ad  en  un  point  F'  ;  et  ces  points  F  et  F 
seront  les  foyers  de  l'ellipse  E  et  les  sommets  de  l'hyperbole  focale  H'. 

De  plus ,  le  cercle  A  touchera  les  côtés  sa  et  sd  en  les  points  m  et  n ,  et  le  cercle  A' 
touchera  les  côté^  s'a  et  s'd  en  les  points  m'  et  n!  ;  en  sorte  que  si  l'on  prend  un 
point  X  sur  l'ellipse  E ,  l'on  aura  : 

$x  =  xF4-$m 
et 

j'aras^F'+â'm' 

8 
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On  a  donc  évidaBomNit  : 

«X  -^Txss  (  ÏF -f  xF)  +  (Im+ ?m^)  =  constante , 
car  Ton  sait  que  : 

xF  4"  x¥  =  00D8taote=  ad 
el  que  : 

9^  "^  »  Ml  ss;  mnsteiiWy 

quelle  que  soit  la  position  du  point  x  sur  Tellipse  E.  (Voyez  le  Cours  de  géométrie 
descriptive  j  2*  partie. 

Ainsi ,  nous  sommes  assuré  que ,  quelle  que  soit  la  position  des  points  s  et  s' 
sur  l'hyperbole  focale ,  on  aura  toujours  : 

Or,  pour  construire  {fig.  36)  la  directrice  de  TeUipse  E  correspottdaxit  au  poînt  « , 
il  faut  mener  par  ce  point  $  une  normale  à  Thyperbole  focale  et  venant  couper  la 
droite  ad  en  un  point  %.  Ou  fera  la  môme  chose  pour  le  point  a',  et  Ton  aura  le  point  î'. 
Dès  lors  les  droites  I  et  V  perpendiculaires  au  plan  Z  et  passant  par  les  poi^  i  et  i 
seront  les  directrices  de  Tellipoe  E  par  rapport  aux  fogers  extériewrs  situés  sur  la 
focale  ll'i  si  du  point  x  de  T^ipse  E  on  mène  des  perpendiculaires  aux  droites  I  et 
r,  on  aura  : 

a?g    et    xq'      or      jrg==â?r  et    oc^^xf^i' 


et  nous  aurons  dès  lors  : 


=  K      et     -----  =8  K' 


et  comme  : 

Fi+^=«^«conataote  (6) 


on  voit  qu'en  v€flrtu  des  équations  (a)  et  (^)  on  devra  avmr  :  K  s^K'. 

Ainsi,  yi  est  dâfuontré  que>  quelle  que  s(Ht  la  position  des  foyers  «  el  #' sur  l'hy- 
perbole focale ,  on  aura  to^)OlKrs  : 

SX    9^X 

Pi"  ^ 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  (/j*  37)  : 

TniÊORÈME.  Étant  donnés  une  hyperbole  1^^  son  axe  transverse  FF'  et  ses  foyers  a  et 
d ,  si  F  on  prend  sur  la  branche  ^  un  point  s  et  sur  la  branche  ^  un  point  s\  si  ton 
construit  en  B  et  s' les  tangentes  9.  et  9^  à  £  hyperbole ,  si  ton  mène  les  droites  sa  et  s'd 


et  les  normales  en  sets'  à  r  hyperbole ,  ces  normales  coupant  Vaxe  FF',  tvne  en  m  et 
C autre  en  m' ,  je  dis  que  si  <Cun  point  quelconque  "Si  de  la  droite  ad  on  abaissé  des  per» 
pend&cuUàres  y  l'une  sur  la  tangente  9  et  qùon  la  prolonge  jusqu' en  q  sur  la  droite  sa ,  et 
C autre  sur  la  tangente  9\  et  qu'on  la  prolonge  jusqu'en  q^  sur  la  droite  s'à^je  dis  que 
Con  aura  iotgours  »  pour  UM  pçint  xisitué  mer  ad  entre  les  points  a  «l  d')  ; 

sq        /g' 

On  peut  encore  énoncer  le  théorème  suivant  {fig.  S8  )  : 

TntMtnM.  Étant  donnée  une  byperbdtj  $i  f»  émtJi  ptmVs  s^  0\  ^\.».  de  cette 
courbe,  mt  mène  kt$  narmaies  N^  N',  N",,^.  4  eeête  kyperbole^  ces  normales  oonptmi 
txi:x^  jTfomerse en  les pointsnfn\n"y.,.i  »  VonumtlefoyârF éetk^j^erboleânntkê 
peints  St  ^t  ^"f*-^  on  aura  toujours  :  , 


4=  =  4=7 =-=-==  c>tc.  =  Kr) 

Fn        Fn'        F;i" 


'mf 


(*]  Les  diverses  Boropiales^n,  «'fi',.<VV"  (^*  38)BMii4e8Âl'hyfierb»Ie  aoat  les  eovetoppàiis  4*une 
courbe  CC  symétrique  par  rapport  à  Taxe  transverse  de  Thyperbole  (  puisque  cette  hyperbole  est  elle-iutéme 
:»ymétrique  par  rapport  a  cet  axe),  et  eNe  a  un  point  de  rebroussement  en  un  certain  point  l  situé  sur  Taxe 

Chacun  des  points  de  la  cotirbe  CC  étant  déteimioé  par  rÂûterseotieo  Ae  deax«9nnAles  wooessims  et 
infiniment  voisines ,  se  trouve  être  un  centre  de  courbure  de  Thyperbole.  Le  point  de  rebrousflement  jser^ 
donc  le  centre  de  courbure  de  la  t>ranche  ^  do  rhyperbole  pour  son  sommet  a  ;  et  Ton  aura  diaprés  le 
théocème^û'^easus  :  

F/ 

« 

La  directrice  de  l'ellipse  E  (dont  Thyperbole  ^|'  est  la  focale)  ayani  FF'  pour  grand  axe  et  les  points  a 
et  û!  pour  loyens ,  auna  pour  4îri0elrire  calaCîve  au  loyer  «'  âne  droite  L  perpendîciriaire  à  l'axe  FF  et 
passant  par  le  point  { ,  et  comme  nous  savons  déjà  que  pour  l'ellipse,  K  est  plus  petit  q'ue  Tunité ,  on  a  : 

aF<FÎ 

Nous  pouvons  donc  déjà  conclure  que  pour  une  hyperbole  son  centre  de  courbure  i ,  pour  son  sommet  a, 
est  situé  sur  Taxe  transverse  et  au  delà  du  foyer  F, 

Bt  comme  nous  savons  qu'en  traçant  un  cercle  /  inscrit  au  triangle  FVF,  le  point  s'  étant  arbitraire- 
ment-pris sur  l'hyperbole  focale ,  ce  oerde  touehe  FF'  au  point  a ,  i'oyer  de  l'eUipse  B ,  et  que  la  droite  fq, 
qui  unit  les  oontads  deoecesole  iTavec  les  côtés  #¥^et  ÎT,  passe  par  le  point  i,  c'est-é-dire  par  le  point 
en  .lequel  kidiseclrice  L  de  l'ellipse  E  perce  son  grand  axe  prolongé ,  on  voit  de  suite  que  cette  propriété 
nous  fournira  une  construction  très-simple  du  centre  de  courbure  l  d'une  hyperbole  |^'  pour  son  sommet  a 
(fiff.  38). 

Ayant  oonstroH  le<point  l ,  centre  de  oourbure  d'une  hyperbole  donnée  par  son  tracé  et  dont  on  connaît 
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§  XXII. 
Focale  de  C hyperbole. 

Ayant  discuté  en  détail  Isl  focale  de  Tellipse,  nous  pourrons  abréger  la  discussion 
relative  à  la  focale  de  Thyperbole  et  aussi  celle  relative  à  la  focale  de  la  parabole. 

Dès  lors  étant  donnée  une  hyperbole  E  sur  le  plan  horizontal ,  ayant  pour  centre 
le  point  o\  pour  sommets  les  points  a  et  d  et  iponr  foyers  les  points  F  et  F'  (  fig.  39) , 
noos  pourrons  ne  considérer  que  la  figure  tracée  dans  le  plan  vertical  M  passant  par 
Taxe  transverse  de  cette  courbe  E. 

Nous  désignerons  le  demi  grand  axe  ao  de  l'hyperbole  E  par  a ,  son  demi  petit 
axe  par  b  (  appelant  demi-axe  une  droite  qui ,  menée  par  le  centre  o  et  perpendicu- 
lairement à  Taxe  transverse ,  a  pour  longueur  la  partie  de  la  tangente  9  menée  au 
sommet  a  de  la  Qpurbe  qui  se  trouve  interceptée  entre  ce  sommet  a  et  l'asymptote  I) . 

Nous  tracerons  sur  l'axe  transverse  ad  comme  diamètre  un  cercle  i ,  et  sur  ao' 
comme  diamètre  un  cercle  y. 

Par  le  point  a  nous  mènerons  une  corde  arbitraire  aa  qui  sera  coupée  par  le 
cercle  d' en  un  point  o  milieu  de  cette  corde. 

La  corde  aa'  sera  la  projection  verticale  sur  le  plan  M  de  l'hyperbole  A ,  laquelle 
hyperbole  A  est  sur  le  plan  P  (  perpendiculaire  au  plan  M  et  ayant  pour  trace  sur 
ce  plan  M  la  corde  oa'),  la  projection  orthogonale  de  l'hyperbole  E;  de  plus  cette 

corde  oa'  sera  l'axe  transverse  de  la  courbe  A. 

•  .  .  

les  somiiiets  a  et  o'  et  les  foyers  F  et  F',  on  pourra  construire  là  normale  en  un  point  quelconque  <"  de 
cette  hyperbole  {fig,  38),  car  on  mènera  la  droite  «"F  et  Ton  construira  la  droite  Fn"  au  moyen  de  la  pro- 
portion :  

Fn":«"F::IF:Fâ 

Bt  en  joignant  les  points  n''  et  •"  on  aura  la  normale  an  point  $"  de  la  branche  ('  de  l'hyperbole  donnée. 

ConsirMelion  par  points  de  Phyperbole» 

Ce  qui  précède  nous  permet  de  construire  par  points  une  hyperbole  dont  on  connaît  (fig.  36  bis)  Taxe 
transYerse  W  et  les  foyers  a  et  d. 

En  effet  : 

On  décrira  sur  FF'  comme  diamètre  un  cercle  C  ;  du  foyer  a  on  mènera  une  sécante  arbitraire  coupant 
le  cercle  C  aux  points  /et  /*'  ;  on  élèvera  en  fet  f  deux  perpendiculaires  y  et  y'  à  la  sécante  a/';  on  portera 
sur  cette  sécante  af'  les  distances'/V' «»7Â  et  fY  »*7^  et  Ton  aura  les  deux  points  r  et  r'  ;  les  droites  rd 
et  f'd  couperont  respectivement  les  perpendiculaires  y  et  >'  en  les  points  •  et  #'  qui  appartiendront  à 
i*hyperboIe. 

Pour  obtenir  les  asymptotes  de  Thyperboie  on  mènera  par  le  foyer  a  deux  tangentes  au  cercle  C,  et  lé 
touchant  l'une  ao  point  y  et  l'autre  au  point  v'i  les  droites  c'y  et  o'y'  seront  les  asymptotes  demandées. 
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Les  foyers /et/'  de  l'hyperbole  A  seront  évidemment  dans  le  plan  M  et  situés 
sur  la  corde  ad^  et  je  dis  qu'ils  seront  de  plus  sur  le  cercle  6  décrit  du  point  o  comme 
centre  et  avec  oT  pour  rayon. 

En  effet  : 

Menons  par  le  point  a  une  droite  perpendicula^  à  la  corde  axx^  et  prenons  sur 

cette  perpendiculaire  une  longueur  az=6==  le  deny  petit  axe  de  Thyperbole  E. 

Nous  aurons  :  • 

ao'=  a 

F  étant  le  foyer  de  Thyperbole  E ,  on  aura  : 

Si /est  le  foyer  de  l'hyperbole  A,  on  a: 

Dans  le  triangle  rectangle  aoo\  on  a  : 

Dans  le  triangle  rectangle/^)',  on  a  : 

7V'= 7b'+  5?*=  (cT+V)  +  («•—  a'»)  =  a'+  V=  ?P 

Ainsi ,  il  est  démontré  que  les  foyers  /, . . .  et  /, . . .  des  diverses  hyperboles  A, . .  ^ 
projections  orthogonales  de  l'hyperbole  Ë  sur  les  divers  plans  P,...  perpendiculaires 
au  plan  M  et  ayant  pour  trace  horizontale  la  tangente  9  en  le  sommet  a  de  l'hyper- 
bole E ,  sont  tous  distribués  sur  le  cercle  6  (*) . 


(*)  Nous  avons  vu  que  les  foyers  des  projections  orthogonales  d*une  ellipse  E  ou  d'une  hyperbole  E^ , 
sur  les  div^  plans  P,  P',  P",...  passant  par  la  tangente  en  Tun  des  sommets  a,  extrémité  du  grand  axe 
de  l'ellipse  E  ou  extrémité  de  l'axe  transverse  de  Thyperbole  E^ ,  étaient  tous  placés  sur  un  cercle  C  situé 
dans  le  plan  M,  qui,  passant  par  le  grand  axe  de  Tellipse  E  ou  Taxe  transverse  de  Thyperbole  E^ ,  était 
perpendiculaire  au  plan  sur  lequel  était  tracée  cette  courbe  E  ou  E^,  et  que  ce  cercle  C  avait  pour  centre 
le  centre  de  la  courbe  E  et  E^ ,  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  centre  à  l'un  des  foyers  de  cette  courbe  E 
ou  E^. 

L'hyperbole  donnée  E|  se  projette  toujours  sur  les  plans  P,  P',  P",..*  suivant  une  hyperbole  dont  l'axe 
transverse  est  toujours  située  dans  le  plan  M  ;  mais  Tellipse  donnée  E  se  projette  sur  les  plans  P,  P',  P", . . . 
suivant  deux  séries  d'ellipses,  les  unes  ont  leurs  grands  axes  situés  dans  le  plan  M,  les  autres  obC  leurs 
grands  axes  perpendiculaires  à  ce  plan  M. 

Et  le  passage  entre  ces  deux  séries  d'ellipses,  projections  orthogonales  de  l'ellipse  E ,  est  déterminée 


Gslt  âÊLj,  dtoflPiWM  fae  toi  awMugte  g  ëeft  femmes  wèntstiom  qui  panent  par 
Vk^fcAdeE  BmÂtamfàïmÉÊ  nr laoe  eilqiie  *raaée. idaM le  pkn.  M <t  «pat  ff' 
pour  grand  axe  et  les  points  a  et  d  pour /oyer«. 

Il  faut  donc  démontrer  que  Ton  a  : 

iÇâ  -Çld  =  eonitante. 
Or  si  Ton.  prolonge  la  droite^^d  jusqu*à  sa  rencontre  avec  la  corde  aa^  on  anra 

9 

par  une  ellipse  A^,  projection  orthogonale  qui  est  leUe,  que  ses  aies  sont  égaux,  c*est-à-dire  par  une 
eilipee  Â,  qui  n'est  autre  qu'un' cercle. 

On  voit  donc  que  pour  l'ellipse  E  les  foyers  de  ses  projections  orthogbnales  sur  les  divers  plans  P,  P', 
P",...  doivent  être  distribués  sur  deux  courbes,  l'une  qui  ne  sera  autre  que  le  cercle  C,  et  l'autre  qui  sera 
une  courbe  à  double  courbure  ^u ,  que  nousallom  défeemimar. 

Prenons  (fig.  39  bis)  pour  plan  vertical  de  projection  le  plan  M,  et  ne  traçons  sur  le  plan  horizontal 
que  la  demi-ellipse  E,  qui  se  trouve  en  avant  €ti -plan  V. 

Désignons  par  a  le  demi  grand  axe  et  par  b  le  demi  petit  axe  de  la  courbe-donnée  B. 

Le  demi  petit  axe  b  sera  perpendiculaire  à  la  ligne  de  tenreLT. 

Les  points  f  et  f  étant  les  foyers  de  l'ellipse  donnée  E»  ie  cercle  C  aura  pour  diamètre  ff\ 

Menant  par  le  sommet  a  de  l'ellipse  E  une  sSrie  de  droites  V%  Y^',  Y'",...  on  aura  les  traces  verticales 
des  plans  P,  P',  P'',...  sur  lesquels  on  doit  projeter  ortho^onalement  l'ellipse  donnée  £• 

Décrivant  sur  aa'^  grand  axe  de  l'ellipse  E ,  et  comme  diamètre  un  cercle  /,  ce  cercle  placé  dans  le  plan 
vertical  de  projection  (ou  dans  le  plan  M)  interoeptera :6iir  les  ttreites  Y'|...  des  cordes,  qui  seront  les 
grands  axes  des  ellipses  projections  orthogonales  de  l'ellipse  E. 

Menant  par  le  sommet  a  une  corde  qui  soit  égale  à  26  (petit  axe  dei'«lttpa0S),'CiD.«Ka  «le  taopmte 
au  cercle  C. 

A  partir  de  cette  Corée,  toutfis  les  demncordes menées  par  le  point  a  dana le «erole/,  seront  plus  petites 
que  b,  et  dès  lors  on  aura  pour  projections  orthogonales  de  l'ellipse  E ,  des  ellipses  dont  le  grand  axe  sera 
consUnt  et  égal  à  2^,  et  qui  sera  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  prejecUon  (on  perpeadiculaine  au 
p^an  M^ ,  en  sorte -que  les  foyers  de  ces  ellipses  seront  situés  hors  du  planfrertical  de  projection  M. 

il  est  éviiaBit qœ  laiisises  Icftm  «eut  distants  du  pdfnt  s  (fane  quantité  égaleâ  h  (  demi  petit  axe  de 
L'4dUv0etlQBBée  B^. 

Il  est  encore  évident  que  tous  ces  foyers  se  projelteoi  vertiGalanantsur  1b  ceade  /,  qiii  ;pa88eiMr  iee 
milieux  des  cordes  qui  sont  menées  dans  le  cercle  C  par  le  point  a  ^  point  qui  est  situé  sur  ce  cercle  C.  Il 
est  aus5j  évident  i}ue  Jes^ûccles^^J'  aoni  tangents  «u  poini^u 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


THÉonàMn.  Za  caurbê^ià  àoulde  ceurbure)^  li$u  des  fojfâtê  dêi  prtrfteté^nê  esrMkùgmmUi  dmm 
tWpêe  àofKùét  E,  jumt  UêdiiMr9flamMpaêÊmUf4Mr  la  tanfe^U  6  an  mm  looMiiif  n  (êmtrémitéém gtami 
ax4  ) ,  tsl^  àorsquB  Im  eUifiêêê  frofêctioni  orlAtifonofes  ^mt  km  grtmd  «m  éèrigé^erpmêiewimr^ 
ment  au  gtûaA  Oioe  4ê  VMifêe  E^  «ne  oêmée  à  éomble  cmtrbm^  fM  n'ut  mOre  qui  l^àHertadtan 
d'uiu âfihén S  Aéarita  du  sommet  a  comme  eemUre  et  oëec  an  reiyem  égal  (mdemâ  petit  axe  b  de 
Vellipee  E,  et  sur  un  cylindre  2  de  révolution  ayant  pour  section  drçite  le  cercle  décrit  sur  le  êem 
gremd  axe  àsVeUspee  £  eattsene  dku%é^e,  ee  cylimdre  a§eM  su  pénéntiÊrices  àrmiee  peaMèles  au 
plamder^ipeeE» 

Aiim  ie^lindresaunndnsesgénératrioMdvoîteaqiii  passepar  le  centre  de  la  sphère -6,  et  son  rayon 
est  plus  grand  que  celui  de  cette  sphère. 
Ce  i|ui  pnéoède  nous  nonkiH  Innt  nntngtltenmnt  à  examiner  quel  e0t  le  lien  des  foyers  des  ellipees 


—  fio- 
le pont  a,  ;  ^  S  eal  évidrat  qne  Ton  cura  :  m=:m.  ,  puisque  la  <Jhoite  tf^nA  une 
perpendîcolaire  sur  cm'. 

Pour  démontrer  ie  théorème  éuORoé ,  il  suffit  doue  de  pronver  que  la  droite  ad, 
QAt  oonstaute  de  Icmgueur. 

Lûft  deux  triangkfi  ^'  et  oa^d  aoot  afflnblaHftfl  ^  puisque  Ton  a  : 

af=^aa^      et      ao'=7.a<f 

Dès  lors  les  droites/o'  et  a,d  sont  parallèles, 

La  sioûlitude  de  ces  deux  triangles  donne  la  proportion  suivante  : 

'éh,:'7fy.7!d:7a  ou   aî,:l/<?+F::  2o:a   d'où:    33^=  2W'?+7=  PF 


pvojectioiis  orfhogontles  d'une  effff»se  donnée  1 ,  3iir  les  ditere  plaps  pessant  fwr  la  laiigefite  ^  menée  en 
Teilrémilé  A  du  petii  axade«e(toeinp8eE. 

Dans  ce  cas  les  foyers  de  toutes  les  ellipses  projections  ortho^alea  seront  situés  sur  des  droites  parais 
lèles  au  plan  M ,  qui,  passant  par  le  grand  axe  de  l'ellipse  donnée E ,  est  perpendiculaire  au  plan  de  cette 
courbe  E. 

Dès  lors  tous  ces  foyers  seront  sur  un  cylindre  de  révolution  ayant  la  tangente  6'  pour  une  de  ses  généra- 
trices droites  y  et  ayant  pour  section  droite  un  cerclé  /'  dont  le  diamètre  sera  égal  au  demi  petit  axe  b  de 
l'ellfpse  B. 

Bq  outre  tous  ces  foyen  seront  sur  une  sphère  doni  le  centre  sera  en  le  point  «  ei  dont  le  rayon  sera 
égal  au  demi  grand  axe  a  de  Tellipse  B. 

Ainsi  lorsque  les  plans ^ur  lesquels  Ton  projette  orthogonalement  une  ellipse  E  passent  tous  par  la  tan- 
gente S  menée  au  sommet  a,  qui  est  l'extrémité  du  grand  axe  de  cette  courbe  E ,  les  foyers  des  ellipses 
projections  orthogonales  sont  situés  sur  deux  courbes ,  l'une  est  plane ,  c'est  un  cercle ,  Kantre  est  à  double 
courbure» 

Lorsque  les  plans  sur  lesquels  Ton  projette  orthogonalement  une  ellipse  E  passent  tous  par  la  tangente  6' 
menée  au  sommet  qui  est  Textrémité  du  petit  axe  de  cette  courbe  E,  les  foyers  des  ellipses  projections 
ortliogonales  sont  situés  sur  une  seule  oonrbe  qui  est  à  double  courbure. 

Cette  courbe  à  double  courbure  eat ,  dans  U  pramt^  eoi ,  l'inlerseclion  de  la  sphère  8  ayant  son  rayon 
égisl  au  demi  petit  axe  de  l'ellipse  E  et  d*un  cylindre  £  de  révolution  dont  l'une  des  généraUrîces  droites 
passe  par  le  centre  de  cette  sphère ,  et  dont  le  diamètre  de  la  section  droite  est  égal  au  demi  grand  axe  de 
lu  n>ème  courbe  E;  et  dans  ce  premier  cas  la  courbe  intersection  de  la  sphère  S  et  du  cylindre  s  est  une 
courbe  ù*arraehement. 

Dans  le  second  cas  la  sphère  S  a  pour  rayon  le  demi  grand  axe  de  Tellipsc  E ,  et  le  cylindre  £  a  pour 
diiimèlrc  le  demi  petit  axe  de  la  même  courbe  E  ;  dans  ce  second  cas  la  courbe  intersection  de  la  sphère  S 
et  du  cylindre  £  est  composée  de  deux  branches  ou  courbes  fermées,  branche  d'entrée  et  branche  de 
ëortie. 

Enfin  si  au  Heu  de  prendre  une  ellipse  E  on  prenait  un  cercle  E  et  qu'on  lo  projetât  ortliogonalement  sur 
une  suite  de  plans  P,  P',  P",...  qui  passeraient  tous  par  une  droite  9  tangente  en  un  point  a  de  ce  cercle  B, 
on  obtiendrait  une  suite  d'ellipses  projections  orthogonales  dont  les  foyers  seraient  sur  la  courbe  intersec- 
tion (  d*une  sphère  S  ayant  le  poini  a  pour  centre  et  pour  rayon  le  rayon  ^  du  cercle  donné  E ,  et  sur  un 
cylindre  £  de  révolution  dont  les  génératrices  droites  seraient  parallèles  à  la  tangente  9  (laquelle  tangont^ 
B  serait  une  de  ses  génératrices  droites),  et  dont  la  section  droite  aurait  pour  diamètre  le  rayorvf. 

Bn  sorte  que  cette  courbe  d'interâection  (  aurait  on  point  multiple  qui  ne  serait  autre  que  le  point  en 
lequel  la  sphère  S  et  le  cylindre  £  sont  tangents  Tun  à  l'autre. 
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Ainsi  j  il  se  troave  démontré  qne  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révélation  qui 
passent  par  Thyperbole  E  est  nne  ellipse  l  ayant  pour  sommets  les  foyers  F  et  F'  de 
cette  hyperbole  E ,  et  pour  foyers  les  sommets  a  et  et  de  cette  môme  courbe  E. 

De  plus  y  comme  la  droite/^  divise  en  deux  parties  égales  Tangle  asa^ ,  la  droite /« 
sera  une  tangente  à  l'ellipse  l.  Démontrons  maintenant  que  l'ellipse  l  est  la  focale  de 
l'hyperbole  E. 

Ayant  l'hyperbole  A ,  projection  orthogonale  sur  le  plan  P  de  l'hyperbole  E ,  les 
foyers /et/  de  l'hyperbole  A  étant  déterminés  et  situés,  comme  nous  le  savons  y 
sur  le  cercle  6 ,  nous  mènerons  par  ces  points /et/'  et  dans  le  plan  M  des  perpen- 
diculaires à  la  corde W  ou  Y%  en  un  mot  à  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  A ,  et 
ces  perpendiculaires  couperont  l'ellipse  l  en  les  points  set  s. 

Nous  voyons  donc  de  suite  que  les  points  s  et  s' sont  les  sommets  des  deux  cônes 
de  révolution  S  et  S'  qui  passent  par  la  courbe  E  et  nous  reproduisons  leifig.  18 , 
en  sorte  que  pour  un  point  quelconque  x  de  la  courbe  E ,  on  aura  : 

s'x  —  8X=  coDSiante. 

Les  points  s  et  s'  seront  dits  foyer  s  conjugués  et  extérieurs  de  l'hyperbole  E. 

En  menant  par  les  points  s  et  s'  des  plans  perpendiculaires  aux  axes  sfei  sf  des 
cônes  S  et  S',  ces  plans  couperont  le  plan  de  l'hyperbole  E  suivant  deux  droites  I 
et  r  qui  seront  les  directrices  de  l'hyperbole  E  par  rapport  et  i^espectivement  aux 
foyers  conjugués  s  et  s. 

Il  est  évident  que  les  droites  I  et  V  sont  équidistantes  du  centre  o  de  la  courbe  E. 

En  construisant  une  sphère  tangente  au  cône  S  et  au  plan  de  l'hyperbole  E ,  on 
démontrerait ,  d'après  les  théorèmes  de  MM.  Quetelet  et  Dandelin ,  que  cette  sphère 
est  tangente  au  plan  de  la  courbe  E  en  un  point  qui  n'est  autre  que  le  foyer  de  cette 
courbe  ;  et  l'on  serait  ainsi  conduit  à  la  démonstration  exposée  dans  le  Cours  de 
géométrie  descriptive ^  savoir  :  que  si  l'on  prend  deux  points  arbitraires  So  et  ««'sur 
l'ellipse  ^  y  on  a  toujours  : 

sjx  —  f,a?=  constante , 
quelle  que  soit  la  position  du  point  x  sur  l'hyperbole  E. 

Nous  pouvons  aussi,  en  appliquant  à  l'hyperbole  E  les  mêmes  raisonnements  que 
ci-dessus  (voy.  la  note ,  page  56),  démontrer  que  le  centre  de  courbure,  de  l'ellipse  l 
pour  son  sommet ,  est  précisément  le  point  en  lequel  son  grand  axe  est  coupé  par 
la  directrice  de  l'hyperbole  E ,  cette  directrice  étant  relative  au  foyer  F  de  cette 
hyperbole  E ,  c'est-à-dire  au  foyer  de  la  courbe  E ,  qui  est  situé  dans  le  plan  de  cette 
courbe  E,  etc. 
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ûmsirucUon  par  points  de  Cellipse. 

Ce  qui  précède  nous  permet  de  construire  par  points  une  ellipse  dont  on  connaît 
le  grand  axe  et  les  foyers. 
En  effet  : 

Soient  aet  d  les  foyers  et  F  et  F'  les  sommets  d'une  ellipse  à  construire  {fig.  39  ter). 
Sur  FTF  et  sur  ad  comme  diamètres ,  on  décrira  les  deux  cercles  concentriques 

6  et  j. 

Par  le  point  a  on  mènera  une  sécante  arbitraire  coupant  le  cercle  $  en  le  point  a 
et  le  cercle  6  en  les  points  /et/',  on  élèvera  en/  et  /'  des  perpendiculaires  à  la 
sécante  aa  ;  on  déterminera  le  point  a,  en  prenant  fa,  =^fa  et  le  point  a/  en  prenant 

Cela  fait,  les  droites  a,d  et  a/rf  couperont  respectivement  les  perpendiculaires 
(élevées  en/et/')  en  les  points  s  et  s'  qui  appartiendront  à  l'ellipse  demandée. 

g  XXIII. 
Focale  de  la  parabole. 

Nous  avons  vu  que  lorsqu'on  avait  une  ellipse E,  le  lieu  dès  foyers/,...  et/,... 
des  diverses  ellipses  A,...  projections  orthogonales  de  l'ellipse  E  sur  la  série  des 
plans  P, . . .  passant  tous  par  la  tangente  0  menée  au  sommet  a  de  la  courbe  E ,  était 
un  cercle  S  décrit  sur  la  distance  FF  (des  foyers  F  et  F  de  l'ellipse)  comme  diamètre. 

Ce  cercle  6  augmentera  donc  de  rayon  à  mesure  que  la  distance  FF'  grandira ,  et 
dès  lors  il  est  évident  que  si  l'on  suppose  que  le  foyer  F  reste  fixe  et  que  le  foyer  F' 
s'éloigne  indéfiniment ,  l'ellipse  E  deviendra  une  parabole  lorsque  le  foyer  F'  sera  à 
une  distance  infinie  du  foyer  F,  et  le  cercle  6  deviendra  une  droite  perpendiculaire 
à  l'axe  infini  de  la  parabole,  cette  droite  6  passera  par  le  foyer  F  de  la  parabole  E 
et  sera  située  dans  le  plan  M  qui ,  passant  par  Taxe  infini  de  la  parabole  E ,  est 
perpendiculaire  au  plan  de  cette  parabole. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  (fig.  40)  : 

Théorème.  Étant  donnés  une  parabole  E ,  son  sommet  a,  son  foyer  F,  sa  directrice  D  ; 
ayant  tracé  la  tangente  0  en  son  sommet  a;  menant  par  la  droite  B  une  série  de  plans  P, 
P',  P",...  ^t  l'on  projette  orthogonalement  la  parabole  E  «tir  chacun  de  ces  plans  P,  F, 
P",...  on  obtiendra  une  série  de  paraboles  A  y  A',  A",...  dont  les  foyers  f,  f,  f,... 
seront  situés  sur  une  droite  S ,  laquelle  sera  perpendiculaire  au  plan  de  la  parabole  E 
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ei  passera  par  le  foyer  F  de  cette  parabole  E.  Les  directrices  I,  T,  V\...des  paraboles 
Xj  A\  A'\.. .  seront  situées  éans  un  ptam  Z  perpeskSodÊiimmi  plan  de  la  parabole  E  et 
le  coupant  suivant  la  directrice  D  de  cette  parabole  E. 

Cela  posé,  cherchons  \di  focale  de  la  parabole  {fig.  41  )  : 

a  étant  le  sommet  de  la  parabole  E ,  F  son  foyer  et  d  le  point  en  lequel  sa  direc- 
trice D  perce  son  axe  infini  xy  (  prenant  le  plan  vertical  Z ,  passant  par  Taxe  infini , 
pour  plan  vertical  de  projection) ,  nous  mènerons  par  le  point  a  une  série  de  droites 
A',  A'^,. . .  qui  couperont  la  droite  6  menée  par  le  point  F  perpendiculairement  à  xy. 

Nous  mènerons  ensuite  une  droite  y  parallèle  à  la  droite  6 ,  et  cela  par  un  point  g 
situé  sur  xy  de  telle  manière  que  Ton  ait  :gf=Ya. 

Les  droites  A ,...  couperont  la  droite  y  en  des  points  a, ,.., ,  et  il  est  évident  que 
Ton  aura  :fa,=fay... 

Si  par  la  point  a,  on  mène  une  parallèle  à  xy^  elle  coupera  en  un  point  s  la  per- 
pendiculaire menée  par  le  point/ à  A*. 

Les  divers  points  «,..•   seront  les  sommets  des  divers  cônes  de  révolution  S,... 
qui  enveloppent  la  parabole  E ,  donnée  sur  le  plan  horizontal. 

Or  il  est  évident  que  Ton  a  : 

Il  se  trouve  donc  démontré  que  le  lieu  des  points  Sj  s\...  est  une  parabole  l  ayant 
xy  pour  axe  îiifim ,  ayant  pour  «ommei  le  foyer  F  de  la  parabole  E  et  ^mfn/er  le 
9ommet«  de  cette  même  courbe  B.  Les  deux  paraboleB  B  et  (  sont  donc  identiques, 
saperposables ,  aeul^nent  dies  sont  tournées  en  aens  inverse,  et  situées  dam  det 
plans  difierents  rectangulaires  entre  eux . 

On  démontrerait  y  conune  pour  l'ellipse,  que  le  point  d  ert  le  centre  de  courbure 
de  la  parabole  (  par  rapport  à  son  sommet  F.  Ainsi  Ton  peut  énoncer  ie  théoràne 
suivant: 

Théorème.  Le  rayon  de  courbure  pour  le  sommet  d'une  parabole  est  égal  à  deux  fois 
la  distance  du  foyer  au  sommet  de  cette  courbe. 

Et  en  vertu  de  ce  qui  a  été  démontré  au  sqjet  de  Isl  focale  :  1""  de  reUipae^  2*  de 
rbyperbole,  et  3*"  de  la  parabole  «  nous  pouvons  encore  énoncer  les  tJiéorèmes 
suivants  : 

TnÉORàME.  Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  réûobuian  passant  par  wm  secàon  co^ 
nique  f  est  la  focale  de  cette  se^^ian  conique. 

TnÉoBàu.  Les  asoes  des  divers  cônes  ée  témiatkan^  qm  jmsmttfor  me  sectàmca- 
niqae^  eotu  tangenU  à  la  Fecàui  de  cetleeeaàm  eemqme. 
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S  XXIV. 

Les  constructions  par  poini^^pte  nous  ayons  données  pour  retôp^e,  page  26 ,  pour 
VkyperMe  ^  p^ge  36 ,  et  pour  la  paraèote  y  page  44 ,  peuvent  être  appliquées  sur  le 
terrain  pour  tracer  an  moyen  :  f  *  de  jaUm9j  9?  d*une  éguerre ,  et  3*  d^nne  chahie 
d^arpenteur ,  soit  une  ellipse,  soit  une  hyperi)ole  et  soit  une  parabole  dont  on  connaît 
sur  le  terrain  la  pontiDn  des  sommets  et  des  tojerSy  ces  points ,  wmmtit  et  foyers , 
étant  fixés  de  position  sur  le  terrain  au  moyen  de  piquets  ou  de  jalons ,  et  ces  som- 
mets et  foyers  étant  les  seules  choses  connues  des  sections  coniques  à  construire  par 
jooèta  sur  le  terrain. 

Et  en  effet  : 

St()iy.  43)0n  inagine  le  cercle  Ç  tangent  à  Taxe  de  Tellipse  A  et  au  sommet  a ,  le 
eentre  m  de  œ  oerde  S  étant  sur  la  tangente  9  menée  à  Tdlipse  A  en  son  sommet  A , 
nous  savons  que  les  tangentes  à  ce  cercle  6 ,  lorsqu'elles  émanent  des  deux  foyei-s/ 
et/'  de  Tellipse  A,  se  croisent  en  un  point  :rde  cette  section  conique  A. 

Nous  savons  aussi  que  la  même  construction  s^appiique  à  Fhyperbole  et  à  la 
paralK^. 

Cela  posé: 

n  nous  serait  impossible  de  tracer  le  cercle  S  sur  le  terrain  et  de  lui  construire 
une  tangente  émanant  d'un  point  extérieur  donné  ;  car  l'on  ne  peut  pas  opérer  sur 
le  terrain  (surtout  lorsque  le  rayon  du  cercle  S  sera  de  plusieurs  dizaines  de  mètres) 
comme  on  opère  dans  le  cabinet  en  traçant  une  ipwre ,  au  moyen  de  la  règle ,  de 
l'équerré  et  du  compas. 

Sur  le  terrain ,  l'on  doit  fixer  les  points  au  moyen  ôe  jalonnements  et  de  longueurs 
métriques  portées ,  dans  une  direction  rectiligne  donnée ,  au  moyen  de  la  chaîne 
d'arpenteur. 

Voyons  donc  comment  nous  pouvons  nous  dispenser  de  tracer  sur  le  terrain  le 
cercle  6 ,  et  tracer  cependant  la  direction  de  sa  tangente  émanant  du  foyer  f  de 
i'dlipse  à  construire  par  points. 

Si  Ton  joint  le  centre  m  du  cercle  6  avec  le  foyer/ par  une  droite ,  la  droite  xy 
perpendiculaire  sur  mf  passera  par  le  point  y ,  point  de  contact  de  la  tangente  au 
cercle  6  et  émanant  du  foyer/;  de  plus  on  a  :  ra=  ry. 

Nous  pourrons  donc  fixer  sur  le  terrain  la  position  du  point  y  de  la  manière 
suivante  : 

Se  plaçant  en  station  en  m  sur  la  tangente  9 ,  tracée,  au  moyen  d'un  jalonnement  et 
deréquerre  d'arpenteur ,  perpendiculairement  à  Taxe  â?de  Tellipse  à  tracer,  et  dès 
lors  tangente  en  le  sommet  a  de  cette  courbe ,  nous  ferons  placer  un  piquet  ou  jalon  q 
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dans  la  direction  m/ (/étant  l'un  des  foyers ,  fixé  de  position  sur  le  terrain  par  un 
jalon  ) .  Cela  fait ,  il  sera  facile  de  cheminer  du  point  m  dans  la  direction  wi/7,  et  au 
moyen  de  l'équerre  d'arpenteur  il  sera  facile  de  trouver  sur  cette  direction  iw/le  point 
r  par  lequel  passe  la  perpendiculaire  ar  à  cette  direction  m/î 

On  placera  un  piquet  r  ;  on  mesurera  avec  la  chaîne  d'arpenteur  la  longueur  oT, 
en  se  conservant  dans  la  direction  ay  au  moyen  du  jalon  s ,  et  Ton  portera  avec  la 
chaîne  d'arpenteur  la  longueur  ar  de  r  en  y. 

Le  point  y  étant  fixé  de  position  par  un  piquet ,  la  direction  yf  de  la  première 
tangente  sera  déterminée. 

On  fixera  de  même  le  point  de  contact  y'  de  la  seconde  tangente  y'f  au  cercle  6, 
et  en  faisant  cheminer  -un  jalon  sur  la  direction  /y,  on  arrivera  à  le  placer  en  x  sur 
la  direction  y'f.  Ce  point  x  sera  un  point  de  l'ellipse  demandée. 

On  changera  la  position  du  point  m  sur  la  droite  9 ,  on  recommencera  l'opération 
et  l'on  déterminera  un  nouveau  point  x'  de  l'ellipse  donnée  par  les  sommets  a  et  a'  et 
ses  foyers/et/'. 

La  /ï^.  44  indique  les  constructions  pour  V hyperbole. 

La  fig.  45  indique  les  constructions  pour  la  parabole. 

Si,  au  lieu  d'avoir  à  tracer  par  points  une  ellipse j  on  avait  un  cercle,  on  remarque- 
rait que  le  cercle  est  une  ellipse  dont  le  centre  et  les  deux  foyers  se  réunissent  en  un 
seul  point. 

Alors  les  deux  tangentes/y  eify'  au  cercle  6  se  réunissent  en  une  seule  tangente 
à  ce  cercle  6  et  émanant  du  centre  du  cercle  à  tracer  par  points  ;  et  les  points  y , 
y'  et  X  se  confondent  en  un  seul  et  même  point ,  qui  n'est  autre  que  le  point  de 
contact  du  cercle  6  et  de  sa  tangente  émanant  du  centre  du  cercle  à  décrire  ;  et  ce 
point  de  contact  est  précisément  un  des  points  du  cercle  à  décrire. 

On  voit  donc  que  l'on  'pourra  employer  la  même  construction  pour  le  tracé  par 
points  d'un  cercle  dont  on  connaîtra ,  sur  le  terrain ,  la  position  du  centre  et  la  lon- 
gueur du  rayon ,  ou  mieux  un  point  a  de  ce  cercle  (  ce  point  a  et  le  centre  du  cercle 
^tant  fixés  de  position ,  sur  le  terrain ,  au  moyen  de  piquets  ou  de  jalons  ) . 

La  construction  que  nous  employons  pour  tracer  par  points  une  ellipse ,  un  cercle, 
une  hyperbole  et  une  parabole  étant  la  même  pour  ces  quatre  courbes,  nous 
sommes  conduit  à  remarquer  que  la  section  conique  ne  peut  ofi^rir  que  quatre/ormes 
différentes. 

Et  en  efiet  : 

Cette  construction  étant  fondée  sur  les  foyers ,  nous  voyons  de  suite  que  si  la 
courbe  a  deux  foyers ,  ils  ne  peuvent  avoir  que  les  positions  suivantes  : 

1  ""  Si  les  foyers  sont  situés  entre  les  sommets ,  ils  peuvent  être  éloignés  du  centre 
ou  se  confondre  avec  le  centre  de  la  courbe ,  de  là  VelUpse  et  le  cercle  ; 
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T  Si  les  foyers  sont  situés  au  delà  des  sommets ,  on  aura  V hyperbole;' 

3*  Si  l'un  des  foyers  est  à  l'infini ,  alors  on  aura  la  parabole. 
'■'  Une  seule  objection  peut  être  faite ,  c'est  que  si  l'on  pe  considère  pas  les  courbes 
comme  des  sections  faites  dans  un  cône  j  auquel  cas  on  reconnatt  que  les  sommets 
et  \e&  foyers  ne  peuvent  pas  être  placés  entre  eux  autrement  que  nous  venons  de  le 
dire ,  mais  si  seulement  on  examine  ces  courbes  comme  tracées  sur  un  plan ,  on 
pourrait  avoir  à  considérer  une  position  nouvelle,  celle  où  l'un  des  foyers  serait  situé 
entre  les  sommets ,  l'autre  foyer  étant  situé  en  dehors  des  sommets. 

Mais  si  l'on  examine  bien  la  construction  que  nous  avons  employée ,  on  verra  de 
suite  que  nous  ne  considérons  jamais  qu'un  seul  sommet  a  et  les  deux  foyers  fetf  ; 
en  sorte  que  les  positions  indiquées  ci-dessus  sont  les  seules  possibles. 

Et  ainsi  : 

4*  Les  deux  foyers /et/' étant  situés  tous  deux  à  droite  ou  à  gauche  du  sommet  a  ; 

Les  foyers  étant  éloignés  du  centre,  on  a  Y  ellipse; 

Les  foyers  et  le  centre  étant  confondus  en  un  seul  point ,  on  a  le  cercle  ; 

2*  Les  deux  foyers  /  et  /'  étant  situés  l'un  à  droite  et  l'autre  à  gauche  du  som- 
met a ,  on  a  Y  hyperbole; 

3*  L'un  des  foyers/'  étant  à  l'infini,  le  foyer /sera  ou  à  droite  ou  à  gauche  du 
sommet  a,  alors  on  a  la  parabole. 

Ainsi,  la  construction  employée,  non-seulement  sert  à  tracer  les  sections  coniques, 
mais  elle  vérifie  qu'elles  ne  peuvent  avoir  que  quatre  formes  différentes. 
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NOTE   A 


Relative  aux  deim  théorèmes  énoncés  page  50  (fig.  42). 


jiElaiil  donnés  on  ctee  de  révolution  S  ayant  le  points  pour  somiiiet  (/if.  42),  ayant  soi  axe  Y 
vertical  et  ayant  ponr  trace  horizontale  un  cercle  G ,  nous  mènerons  par  Taxe  Y  un  plan  méri- 
dien M  parallèle  au  plan  vertical  de  projection  ;  ce  plan  M  coupera  le  cône  S  suivant  deux 
génératrices  extrêmes.  Sur  Tune  d'elles  nous  prendrons  un  pohit  «  et  mi  second  point  /  qui  sera 
le  aUieu  de  la  longueur  m. 

Gela  fait  : 

Par  le  point  a,  nous  mènerons  une  suite  de  plans  Q,  Q',  Q'V«.  perpendiculaires  au  plan 
vertical  de  projection  et  coupant  le  cône  S^  et  respectivement  suivant  des  ellipses  A,  A'^  A^... 
les  points  o*,  o'%  o"',.--  fnxlieu  des  cordes  a^'Vy  a*6'*,  a*^'^,...  interceptées  par  les  profeetiOBK 
verticales  des  deux  génératrices  extrêmes  du  cône  S,  seront  les  projections  verticales  des  centres 
O9  o^y  o"y. ..  des  ellipses  A ,  A'^  A'V ..  et  en  même  temps  les  projections  verticales  des  petits  axes 
de  ces  ellipses. 

,  Les  centres  0,  o'.^  o'\..>  ainsi  que  les  extrémités  des  petits  axes  seront  sur  un  plan  sécant  au 
cône  S  et  parallèle  à  la  génératrice  extrême  sb"  ;  ce  plan  coupera  donc  le  cône  S  suivant  une 
parabole  £  ayant  le  point  l  pour  sommet^  et  la  projection  E'^  aura  pour  sommet  le  point  t  et  pour 
foyer  le  point  s^  ou  Y^  (cela  est  évident  par  le  premier  théorème  énoncé  page  50).  Et  la  courbe  E*^ 
passera  par  les  extrémités  des  projections  horizontales  des  petits  axes  des  ellipses  A ,  A',  A",.- 
Ges  petits  axes  sont  horizontaux.  U épure  kl  renferme  toutes  les  constructions  graphiques  ;  il 
suffit  donc  de  lire  cette  épure  pour  y  retrouver  en  son  entier  le  second  théorème  de  la  page  50. 
Ainsi  le  second  des  théorèmes  de  la  page  50  {fig,  k2)  se  trouve  démontré. 

Passons  au  troisième  théorème  de  la  page  50  {fig.  42). 

Si  par  le  point  a  (indiqué  ci-dessus) ,  nous  faisons  passer  une  série  de  plans  sécants,  mais 
donnapt  pour  sections  dans  le  cône  S^  non  des  ellipses  mais  des  hyperboles ,  nous  pourrons 
diriger  ces  plans  sécants  perpendiculairement  au  plan  vertical  de  projection  et  parallèlement 
et  respectivement  aux  plans  qui,  perpendiculaires  aussi  au  plan  vertical  de  projection ,  passe- 
ront par  le  sommet  s  du  cône  S  et  par  les  petits  axes  des  ellipses  A,  A',  A'^. . .  nous  obtiendrons 
ainsi  les  plans  R,  R',  R",...  et  coupant  le  cône  S  suivant  des  hyperboles  B,  B',  B",... 

Gela  posé: 

Les  milieux  i",  i'%  i"",...  des  projections  verticales  des  axes  transverses  ad ,  ad\  ad" y.,  des 
hyperboles  B,  B',  B' ',.•.  seront  tous  évidemment  situés  sur  la  droite  E*. 
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Évldeniment  les  points  i"^  C,  i"",..*  seront  les  projections  verticales  des  centres  des  hyper- 
boles B  9  B',  B',...  et  en  mémo  temps  ces  points  C,  i'",  %"",.,.  seront  les  projections  verticales 
des  axes  non  transverses  et  horizontaux  de  ces  mêmes  liyperboles  de  section  B,  B',  BV- 

Gela  posé: 

Je  dis  qae  Taxe  non  transverse  de  Thyperbole  B  est  égal  en  longueur  au  petit  axe  de  l'ellipse  A> 
et  qu'il  en  est  de  même  pour  l'ellipse  A'  et  l'hyperbole  B',  pour  l'ellipse  A"  et  l'hyperbole  B'^  etc. } 
en  sorte  que  l'on  pourra  dire  que  les  ellipses  A^  à!,  M\.*.  sont  conjugitées  aux  hyperboles  B, 

B  ^  B  )••• 

Et  en  effet  : 

», 

Par  construction,  les  plans  X,  X',  X",...  qui  passent  par  le  sommet  s  du  cône  S  et  respec- 
tivement par  les  petits  axes  des  ellipses  A,  A',  A'V**  sont  parallèles  aux  plans  R,  R',  R"y...  des 
hyperboles  B,  B',  B'',... 

Par  conséquent,  les  génératrices  du  cône  S  solvant  lesquelles  ce  cône  est  coupé  par  les 

plans X,...  savoir: 

G    et  G,    dans  le  plan  X 

G'   et  G/   dans  le  plan  X' 

G"  et  G,'  dans  le  plan  X" 

eta 

seront  respectivement  parallèles  aux  asymptotes  : 

I    et  I,    de  l'hyperbole  B 
r  et  1/   de  l'hyperbole  B' 
V  et  I,"  de  l'hyperbole  B" 
etc. 

Par  conséquent,  si  {fig.  k2  bis)  nous  désignons  par  n  et  n'  les  extrémités  du  petit  axe  de 
TeBipse  A,  nous  voyons  par  cette  fig.  U2  Us  que  si  l'on  mène  par  les  points  n^  et  fi"^de8  paral- 
lèles à  H*  {tmx  borlBontale  du  méridien  M) ,  elles  viendront  couper  la  droite  menée  perpen- 
diculairement à  H**  par  te  point  t^,  en  les  points  k  et  jf ,  et  ces  mêmes  parallèies  auront  coupé 
les  asymptotes  I^  et  I'*  de  l'hyperbole  B*  (projection  de  l'hyperbole  B)  en  les  points  m'^  et  m*. 
Or  la  droite  m^ml^  passe  par  le  pointa'^,  car  les  trois  points  o,  centre  de  l'ellipse  A ,  et  I,  sommet 
de  la  parabole  E,  et  t ,  centre  de  l'hyperbole  B,  sont  en  ligne  droite  sur  le  plan  méridien  M  et 
de  plus  sont  équidistants  entre  eux  (c'est  ce  que  montre  en  toute  évidence  la  projection  verticale 
{fig.  /i2  his) ,  puisque  le  quadrilatère  s Vrr  est  un  parallélogramme  dont  T  est  le  centre  ). 

Or,  a"  étant  le  sommet  de  l'une  des  branches  de  l'hyperbole  B'^,  7n?  sera  la  longueur  du 
demi-axe  non  transverse  de  cette  hyperbole  B*;  et  comme  le  demi  petit  axe  o V  de  l'ellipse  A^ 
est  égal  au  demi  petit  axe  de  l'ellipse  A,  et  que  le  demi  petit  axe  non  transverse ^  de  l'hyper- 
bole B^  est  égal  au  demi-axe  non  transverse  de  l'hyperbole  B ,  et  comme  : 

on  en  conclut  que  les  courbes  canjugtUei  j 

ellipse    A    et  hyperbole  B 

—  A'  —  B' 

—  A"  —  B" 

ont  leurs  axes  perpendiculaires  au  plan  M ,  respectivement  égaux  entre  eux. 
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Et  comme  les  points  o^.. .  centres  des  ellipses  K,,..  et  les  points  i,...  centres  des  hyperboles 
B^...  sont  également  distants  du  point  l,  il  s'ensuit  que  les  extf émîtes  m  çt  n,...  des  aies  non 
transverses  des  hyperboles  B^...  sont  sur  une  parabole  E'  qui  n'est  autre  que  la  parabole  E,  en 
supposant  que  cette  courbe  £  a  tourné  de  deux  angles  droits  autour  de  la  droite  qui ,  passant 
par  le  pohit  a  (  sommet  commun  aux  ellipses  A,*.,  et  aux  hyperboles  B,,..  ) ,  serait  perpendicu- 
laire au  plan  méridien  M. 

Ainsi  se  trouve  démontré  le  troisième  théorème  de  la  page  50  (  fig.  U2  ). 


NOTE  B 


Relative  à  la  courbe  y ,  lieu  des  points  dés  sommets  des  cônes  obliques  S ,  S',  S"^ . . . 
enveloppant  C ellipse  E  et  les  divers  cercles  D,  D',  D",.-  (p^9^  21  ). 


En  considérant  le  plan  horizontal  comme  étant  un  tableau,  on  voit  de  suite  que  la  courbe  y 
est  le  lieu  des  points  de  l'espace,  desquels  la  courbe  E  serait  aperçue  sous  la  forme  circu- 
labre. 

Nous  avons  résolu  ce  problème  dans  les  Compléments  de  géométrie  descriptive^  en  nous  ser- 
vant tantôt  de  l'analyse  de  Descartes,  tantôt  de  constructions  graphiques  (voyez,  chap.  Y,  le 
mémoire  n«  1 ,  qui  a  pour  titre  :  Sur  les  projections  stéréographiques). 
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ADDITIONS  DIVERSES. 


No  1 


ADDITION   AU  COUBS  DE  GÉOMÉTRIE   DE8GRITIVS,    1"  PARTIE, 


Note  «tir  le  changement  des  plans  de  projection. 

La  feuille  de  papier  sur  laquelle  s'exécutent  les  projections  des  points  et  lignes  de 
l'espace ,  a  une  longueur  déterminée  et  qu'on  ne  peut  pas ,  en  général ,  agrandir. 

La  ligne  de  terre  LT  étant  tracée  sur  la  feuille  de  papier^  nous  savons  tout  de 
suite  que  la  partie  de  la  feuille  de  papier  située  at^-dessous  de  cette  ligne  LT  repré- 
sente la  partie  antérieure  du  plan  horizontal  et  la  partie  inférieure  du  plan  vertical , 
et  que  la  partie  de  la  feuille  située  au-dessus  de  cette  ligne  LT,  représente  la  partie 
postérieure  du  plan  horizontal  et  la  partie  supérieure  du  plan  vertical. 

Ces  parties  antérieure ,  postérieure ,  inférieure  et  supérieure  des  deux  plans  de 
projection  sont  donc  limitées  en  raison  de  la  position  que  la  ligne  de  terre  LT 
occupe  sur  la  feuille  de  papier. 

Or  il  peut  arriver  que  Ton  ait ,  comme  dans  la  fig.  6 ,  pi.  15,  les  projections 
d'une  droite  B*  et  B*'  telles  qu'un  pojnt  n ,  situé  sur  la  droite  B,  se  trouve  avoir  sa 
projection  verticale  n"  placée  tout  au  haut  de  la  feuille  de  papier  et  que  sa  projection 
horizontale  n^  soit  située  hors  de  la  feuille  de  papier  ;  et  cependant,  pour  la  solution 
du  problème  à  résoudre ,  il  serait  utile  de  connaître  (  si  toutefois  la  chose  est  pos- 
sible graphiquement) ,  la  distance  du  point  n  au  plan  vertical  de  projection. 

On  peut  résoudre  ce  problème  par  un  changement  de  plan  horizontal  de  pro- 
jection ,  en  relevant  le  plan  horizontal  ancien  de  la  hauteur  n'^q  ;  en  sorte  que  la 
nouvelle  ligne  de  terre  L'T'  sera  parallèle  à  l'ancienne  LT. 

On  voit  de  suite  que  toute  la  feuille  de  papier  située  au-dessous  de  la  ligne  L'T' 

10 
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représentera  maintenant  la  partie  antérieure  du  nouveau  plan  horizontal  de  projec- 
*tion  et  la  partie  inférieure  du  ^lan  vertical  ;  et  remafrquons  que  le  plan  rerticdl  de 
projection  reste  le  même. 

En  sorte  que  la  feuille  de  papier  se  trouve  doublée ,  en  langueur ^  et  qu'on  peut 
y  construire  des  points  de  la  droite  B ,  dont  la  distance  au  plan  vertical  sera  double 
de  la  distance  de  la  ligue  de  terre  LT  au  bas  de  la  feuille  de  papier. 

Si  donc  les  projections  primitives  B''  et.B*  sont  telles  que  la  distance  du  point  n 
(de  la  droite  B)  au  plan  vertical  n'est  .pas  plus  grande  que  la  longueur  totale  de  la 
feuille  de  papier,  on  pourra  déterminer  graphiquement  cette  distance  au  moyen  du 
changement  de  plan  horizontal  opéré  ainsi  que  nous  venons  de  Texécuter. 

On  peut  donc  dire  qu'en  relevant  ou  abaissant  le  plan  horizontal  parallèlement  à 
lui-même  9  ou  en  avançant  ou  reculant  le  plan  vertical  parallèlement  à  lui-même ,  on 
peut  doubler  la  partie  antérîeire  cm  postérieure  du  plam  horkocftal ,  ou  doubler  la 
partie  supérieure  ou  inférieure  du  plan  vertical. 

En  un  mot ,  au  moyen  de  ce  mode  de  changement  des  plans  de  projection ,  on 
peut  doubler  en  longueur  la  feuille  de  papier  pour  les  constructions  graphiques  à 
exécuter  par  la  méthode  des  projeetions,  sans  dumger  les>du]icmions  de  cette  feuille 
de  papier. 


unnntm  au  gouks  de  géo^Btrie  descriptive  ,  SI*  paktie  ^  ghp.  i*",  paise  8. 


lAriHiM 


Note  sur  la  démonsiraiion  relative  à  la  propriété  dont  jamt  le  pUin  tangerttj  stwùit  :  que 
ie  fdm  tangent  en  un  point  d'une  surface ,  quel  que  soit  le  mode  de  généraiidn  de 
cette  surface ,  contient  les  tangewêes  à  toutes  les  courbes  qui ,  tracées  sur  la  surface  f 
se  créieewt  au  point  de  contact. 

Ifee  Burfece  1^  ^elle  qu'elle  soit ,  peut  toujours  être  considérée  comme  engen- 
drée par  le  mouvement  d'une  Hgne  C ,  et  de  plueiearB  manières  difKrentes. 

Ainsi  :  4  •  on  peut  prendre  wr  fo  surface  1  un  point  m ,  faire  passer  par  ce  pdnt  m 
un  plan  R  coupant  la  surfece  2  suivairt  une  courbe  C ,  mener  à  la  courbe  C  et  m 
point  m  la  tangente  9  et  sufçoeer  que  par  la  droite  fl  on  ftisse  passer  une  série  de 
tiUisR^  ll',R",  R'%...  owpwit^dèBtoifelltwnrteTO 
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lignes  G,  C\  C\  C"\...  qpii  seront  éfiddemment  toutes  tangant^  eotee  «Usa  et  w 
point  m  y  la  tangente  qni  leur  est  commune  en  le  point  m  étant  la  droite  0^ 

On  peut  donc  supposer  la  surface  2  engendrée  par  le  mouvement  de  rotation  d^n 
la  ligne  G  autour  de  la  droite  8 ,  cette  ligne  G  changeant  de  forme  pendant  son  mou- 
vement de  rotation  et  prenant  successivement  les  formes  G',  C'y  G'",.  •  • 

2°  On  peut  mener  une  suite  de  plans  R/,  R/',  R,"V--  parallèles  entre  eux-  et  au 
plan  R  et  coupant  la  surface  2  et  respectivement  suivant  des  couines  ou  ligne&rQly 
G/',  G/",.-  et  Ton  pourra  considérer  la  surface  1  comme  engendrée  par  le  mou^e^ 
ment  de  la  courbe  ou  ligne  G  qui,  se  mouvant  parallèlement  à  elle-même,  se»  dé* 
forme  successivement  pour  prendre  successivement  les  formes  Q',  G/',  G,!"f.-. 

3""  On  peut  mener  une  droite  D  coupant ,  perçant  la  surface  2.  en  w  point  eu 
plusieurs  points  m ,  et  faire  passer  par  cette  droite  Dune  suite  de  plans  R.,  R^',  R.'S 
R,'",..-  coupant  la  surface  2  et  respectivement  suivant  les  lignes  G,,,  QV  G/'„  G/'V^- 
qui  toutes  se  croiseront ,  se  couperont  en  le  point  m ,  oaeales  divers  points  m^ 

Et  Ton  pourra  supposer  que  la  surface  2  est  engendrée  par  la  rotation  de  lak 
courbe  G,  autour  de  la  sécante  D,  cette  courba G„ prenant  successivement  les  jibrra^s- 

Cf    P  it    p  m 

Au  lieu  d'engendrés  la  surface  2  par  des  courbes  ou  lignes  planes,  on  pooriait 
sans  peine  la  supposer  engendrée  par  des  courbes  à  double  courbui;a. 

Gela  posé  : 

La  démonstration  du  théorème  relatif  au  plan  tangent  j  savoir  :  qne  le  plan  taor 
gent  en  un  point  m  d'une  surface  2  contient  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  tpii,. 
tracées  sur  cette  surface,  se  croisent  en  ce  point  m,  doit  varier  suivant  que  Ton  con- 
sidère tel  ou  tel  mode  de  génération  de  la  surface  2*. 

Dans  le  Churs  de  géométrie  descriptive ,  nous  avons  considéré  la  surface  2  commet 
engendrée  par  le  premier  mode  indiqué  ci-dessus ,  et  le  théorème  a  été  démonteé. 
directement ,  en  ce  sens  que  nous  n'avons  pas  eu  besoin  d'étabUr,  au  préalable,  ce 
théorème  pour  une  surface  simple ,  et  ainsi  pour  une  surface  développable ,  pour 
ensuite  le  faire  passer  sur  la  surface  générale  2. 

Dans  cette  note ,  nous  allons  supposer  q;ae  la  surface  2.  est  détenninée  pan  le 
second  mode  de  génération  exposé  ci-dessus,  et  nons^ferons^  passer  le  tliéorèma  dm 
plan  tangent ,  de  dessus  une  surface  développable,  sur  cette  surface  génésale  S,,  et) 
cela  de  la  manière  suivante  : 

On  sait  qu'il  n'y  a  rien  de  plus  facile  que  dedémontires  le tbôorèmô  relatifaa  plant 
tangent  pour  une  surface  développable. 

Et  en  effet  : 

Rappelons-nous  qu'une  surface  développable  K  peut  être  engendrée  de  dBu&  ma- 
nières principales  :  ou  T  au.  moyen  de  son  arête  de  rebroussement  (  dont  toates  les 
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tangentes  forment  les  génératrices  droites  (ou  les  caractéristiques)  de  la  surface K; 
ou  i^  au  moyen  d'un  plan  6  roulant  taugentiellement  sur  deux  courbes  directrices 
Bet  B.. 

Si  Ton  considère  le  premier  mode  de  génération  de  la  surface  développable  K , 
nous  pourrons  considérer  une  génératrice  droite  G  de  cette  surface ,  laquelle  sera 
une  tangente  à  Taréte  de  rebroussement  l. 

La  position  voisine  de  G  sera  G'  ;  et  dès  lors  en  menant  par  un  point  m  de  G  une 
suite  de  plans  ou  de  surfaces  quelconques ,  on  coupera  la  surface  K  suivant  des 
courbes  planes  ou  à  double  courbure  C  j  Cj  G",.-*  qni  se  croiseront  au  point  m  et  qui 
couperont  la  génératrice  G'  et  respectivement  aux  points  n ,  n',  n", . . . 

Or  il  est  évident  que  mn,  mn\  mn",...  seront  les  éléments  rectilignes  des  courbes 
C,  C,  C",...  Ces  éléments  rectilignes  prolongés  donneront  les  tangentes  0, 6',  8",.-- 
à  ces  courbes  G ,  C^  C\ . . .  pour  le  point  m  ;  et  comme  les  génératrices  droites  suc- 
cessives et  infiniment  voisines  G  et  G'  se  coupent  en  un  point  qui  appartient  à  la 
courbe  ^  ,  il  s'ensuit  que  toutes  les  tangentes  9 ,  6',  Q^\ . . .  sont  situées  sur  un  même 
plan  0  qui  passe  par  les  droites  G  et  G',  et  c'est  ce  plan  6  qui  a  reçu  le  nom  de 
plan  tangent. 

Ainsi  y  le  théorème  relatif  au  plan  tangent  en  un  point  m  d'une  surface  dévelop- 
pable K  se  trouve  démontré ,  lorsque  Ton  considère  cette  surface  K  comme  étant 
donnée  par  son  arête  de  rebroussement  l ,  comme  étant  dès  lors  engendrée  par  une 
ligne  droite  G  assujettie  j  par  la  loi  de  son  mouvement  dans  l'espace ,  à  être  tangente 
en  toutes  ses  positions  successives  à  une  courbe  donnée  $. 

Cela  posé  : 

Le  théorème  relatif  du  plan  0 ,  tangent  en  un  point  m  d'une  surface  dévelop- 
pable K  j  étant  démontré  pour  un  certain  mode  de  génération  de  la  surface  E , 
subsistera  y  quel  que  soit  le  mode  de  génération  de  cette  surface  E. 

Par  conséquent ,  si  nous  supposons  que  la  surface  E  est  engendrée  par  un  plan  0 
roulant  taugentiellement  sur  deux  courbes  directrices  B  et  B,  tracées  sur  cette  sur- 
face E ,  le  théorème  subsistant  toujours ,  nous  pourrons  en  conclure  ce  qui  suit  : 

Si  la  courbe  B  se  meut  sur  la  surface  E  en  changeant  de  forme  pour  arriver  à  la 
forme  et  en  la  position  B,  (  le  changement  de  forme  et  la  loi  du  mouvement  étant 
déterminés) ,  on  conçoit  sans  peine  que  la  courbe  B  passera  en  une  position  infini- 
ment voisine  B'  (B'  ayant  une  forme  modifiée),  et  que  la  surface  E  sera  tout  aussi 
bien  engendrée  par  le  plan  0  roulant  taugentiellement  àxv  les  courbes  B  et  B,  (situées 
à  distance  finie) ,  que  par  le  plan  0  roulant  taugentiellement  sur  les  courbes  B  et 
B'  (situées  à  distance  infiniment  petite). 

Cela  dit  : 

Les  courbes  C,  G',  C",.-  couperont  respectivement  la  courbe  B'  en  les  points  p, 
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p',  p",.*>  <pii 9  ^n  vertu  du  nouveau  mode  de  génération  de  la  surface  2,  seront  des 
points  successifs  et  infiniment  voisins  du  point  m;  en  sorte  quemp,  mp'j  mp"y... 
seront  dans  ce  nouveau  mode  de  génération  les  éléments  rectilignes  des  courbes  C , 
C,  C  ,...  (  ). 

Or  ces  éléments  rectilignes  prolongés  donneront  les  tangentes  9 ,  8',  9", . . .  aux 
courbes  C ,  C,  C", ...  et  nous  savons ,  â  priori ,  par  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut 
(en  nous  servant  du  premier  mode  de  génération  de  la  surface  développable  K),  que 
toutes  ces  tangentes  sont  situées  dans  un  même  plan ,  qui  n'est  autre  que  le  plan  0 
tangent  en  m  à  la  surface  K. 

Cela  posé  : 

Si  nous  considérons  une  surface  générale  2  et  un  point  m  sur  cette  surface ,  nous 
pourrons  tracer  sur  cette  surface  une  courbe  B,  laquelle  passera  par  le  point  m; 
puis  supposer  que  cette  courbe  B  se  déplace  sur  la  surface  2 ,  en  vertu  d'une  cer- 
taine loi  de  mouvement,  et  qu'elle  arrive,  en  changeant  de  forme,  en  la  position 
B'  infiniment  voisine  de  B. 

Les  deux  courbes  infiniment  voisines  B  et  B'  comprendront  donc  sur  la  surface  2 
une  zone  élémentaire  et  superficielle. 

Cela  posé  : 

Si  nous  faisons  rouler  un  plan  6  tangentiellement  aux  detix  courbes  B  et  B', 
nous  obtiendrons  une  surface  développable  K. 

Si  ensuite  nous  faisons  passer  par  le  point  m  une  suite  de  plans  ou  de  surfaces 
arbitraires  P,  P',  P", ...  ces  plans  ou  surfaces  couperont  la  surface  2  suivant  des 
courbes  J,  J',  3",.--  ot  la  surface  K  suivant  des  courbes  A ,  A',  A",...  et  les  courbes  i 
et  A,  d'  et  A',.--  passeront  toutes  par  le  point  m,  et  de  plus  couperont  la  courbe  B' 
et  respectivement  deux  à  deux  en  les  mêmes  points  p,  p', .  •  •  Par  conséquent ,  ces 
courbes  3  et  A ,  3'  et  A', .  •  •  auront  mêmes  tangentes  9 ,  0', ...  au  point  m ,  puisqu'elles 
auront  deux  à  deux  même  élément  rectiligne  mpj  mp\  mp\,.. 

Or  nous  savons  que  les  tangentes  9 ,  9', .  •  •  aux  diverses  courbes  A ,  A V  •  •  de  la 
surface  K  sont  dans  un  même  plan  ;  donc  nous  pouvons  affirmer  le  théorème  suivant  : 

Théorèiie.  Si  Con  trace  une'  série  de  courbes  C,  C,  C',...  sur  une  surface  quel- 
conque 2 ,  toutes  ces  courbes  se  croisant  en  un  point  m ,  les  tangentes  menées  au  point  m 
à  ces  diverses  courbes  sont  toutes  situées  dans  un  seul  plan ,  auquel  on  donne  le  nom  de 
PLAN  TANGENT  OU  poiut  m  de  la  surface  2. 

Cette  nouvelle  manière  de  démontrer  le  théorème  relatif  au  plan  tangent  offre 
l'avantage  suivant  : 


(*)  Voyez  le  chap.  VII  dos  Développements  de  géométrie  descriptive. 
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Gq  qoQ  noua  avQQ&  dit  pour  impoiat  m  de  la  courbe  B  tcacéa  sur  la  surface  géné- 
rale I  peut  se  dire  de  tout  autre  pokit  de  cette  même  courbe  B» 

Par  conséquent ,  la  surface  développable  K  jouit  de  la  propriété  d'aji^oir  ea 
commun  avec  la  surface  1  la  zone  élémentaire  et  superficielle  compriee  entre  lea 
deux  courbes  successives  et  infijodment  voisines  B  et  B'^  et  aussi  d'avoir  en  chaipie 
point  de  la  courbe  B  mémeplan  tangent  avec  la  surface  21^  propriété  que,  Ton  énonce 
en.  disant  que  la  surface  développable  K  engendrée  par  un  plan  0  roulant  tangen« 
tieQement  à  la  surface  2  et  sur  la  courbe  B ,  est  tangente  à  la  surface  2  tout  le  long^ 
de  la  courbe  B. 

En  nous  servant ,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire ,  d'une  surface  simple  (  une 
surface  développable)  pour  démontrer  l'existence  d'un  théorème  pour  une  surface 
générale ,  nous  avons  employé  une  méthode  très-famiUère  à  la  géométrie  descriptive 
et  qui  est  très-féconde.  En  effet  :  lorsque  l'on  voudra  plus  tard  chercher  la  con- 
struction dea  divers  points  d'une  certaine  courbe  X  tracée  sur  une  surface  générale  2,» 
et  de  manière  à  satisfaire  à  certaines  conditions ,  on  tracera  sur  la  surface  1  une 
série  de  courbes  a^  a',  «",.••  d'après  une  loi  donnée,  et  l'on  cherchera  sur  ces 
courbes  au  moyen  des  surfaces  développables  A  ^  A',.  A", . .  ^  tangentes  à  la  surface 
Z  suivant  ces  courbes  a,  a,  a  V--  l^s  points  en  lesquels  ces  courbes  «j>  o^S  «"»«••• 
coupent  la  courbe  X. 

Ce  ne  seront  pas  toujours  des  surfaces  développables  que  Ton  emploiera,  mais 
ce  seront  toujours  des  surfaces  plus  simples  que  la  surface  2  proposée ,,  et  pour 
chacune  desquelles  on  pourrra  facilement  et  presque  immédiatement  résoudre  le 
problème  proposé  pour  la  surface  2. 

On  en  trouve  un  exemple  remarquable  dans  la  construction  par  points  de  la 
courbe  de  contact  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  avec  une  surface  de  révolution  cjuel- 
conque  2.  Alors ,  pour  chaque  parallèle  de  la  surface  de  révolution  2 ,  on  remplace 
cette  surface  de  révolution  2  par  un  cône  A  (surface  développable  la  plus  simple) 
ou  par  une  sphère  S  (surface  de  révolution  la  plus  simple) ,  ces  surfaces  A  ou  S  étant 
tangentes  à  cette  surface  de  révolution  2  tout  le  long  d'un  parallèle. 

Or  il  est  utile,  dans  l'enseignement  ^  d'employer  le  plus  possible  les  mêmes  idées , 
pour  ne  pas  surcharger  la  mémoire  des  élèves. 

Je  pense  Ame  que  la  manière  de  démontrer  le  théorème  relatif  au- plan-  tsangmt, 
telle  que  je  viens  de  Fexposer,  doit  être  préférée ,  puisque  les  idëes^  géoméiritfue»  qm 
l'on  emploie  dans  cette  démonstration  se  reproduisent  plus  tard-  dans  te'  solutten 
de  diveiis  problèmes  impoptantB  o^  Ton^  feit  usage  du  plian»  tangent. 


_  Tô  - 
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Note  «tir  les  modes  divers  de  construction  employés  pour  déterminer  les  projections 
hùrhontak  et  'terHcéHe  ieia  c(rt&be  intersëôAm  de  àenûcmrptM. 

MoNGEy  dans  sa  Géométrie  descriptive ,  §  III  y  afft.  49 ,  dît  : 

a  II  êsiste  entre  les  opératiodis  de  T^analyse  et  les  méthodes  de  la  géométrie  des- 
ï>  criptive  une  correspondance  dont  il  est  nécessaite.de  donner  ici  une  idée. 

D  Dans  Falgèbre ,  lorsqu'un  problème  €sft  mis  en  équations ,  et  qu'on  a  autant 
»  d'équations  que  d'inconnues ,  t)n  peut  toujours  obtenir  le  même  nombre  d'équa*- 
»  tiens ,  dans  cbacune  desquelles  il  n'entre  qu'une  des  inconnues,  t»  qui  met  à 
»  portée  de  connaître  les  valeurs  de  chacune  d'elles. 

If)  L'opération  par  laquelle  on  parvient  à  ce  but ,  et  qui  s'appelle  4livfAnatUm , 
%  consiste  y  ati  moyen  d'une  des  équations ,  à  chasser  une  4es  inoomraes  de  toQteB 
y>  les  at^tres  équations  ;  et  en  chassant  aiûsi  sticcessivemeat  les  diflérentes  inconnues, 
i>  on  arrive  à  une  équation  finale  qui  n'w  contient  plus  qu'une  seule  dont  die  doit 
T>  produire  la  valeur. 

)>  L'objet  de  l'élimination,  dans  l'algèbre,  a  la  plus  grande  analogie  avec  les  opé*- 
»  rations  par  lesquelles,  dans  la  géométrie  descriptive,  on  détermine  lesinlerseo- 
r>  tiens  des  surfaces  courbes.  » 

MoNGE  montre  ensuite  conmient  étant  données  deux  équations  : 

et 

X(a?,y,jr)  =  0  (2) 

l'opération  algébrique  de  l'élimination  de  %  entre  les  deux  équations  (1)  et  (2)  est 
identique  à  la  construction  en  géométrie  descriptive  qui  consiste  à  considérer 
l'équation  (i)  comme  étant  celle  d'une  surface  2  et  l'équation  (2)  comme  étant 
celle  d'une  seconde  surface  2',  et  à  chercher  la  projection  horizontale  (  ou  sur  le 
plan  des  x  et  y)  de  la  courbe  C  intersection  des  deux  surfaces  2  et  2'. 

Or  l'on  sait  que  cette  construction  consiste  à  couper  les  deux  surfaces  2  et  2'  par 
une  suite  de  ptons  horizontaux  X ,  X',  X". . .  Chaque  plan  X , . .,  coupe  la  surface  2 
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suivant  une  courbe  6  et  la  surface  ^  suivant  une  courbe  &.  Les  projections  6*  et  6'* 
de  ces  courbes  se  coupent  en  des  points  a:*, . . .  qui  appartiennent  à  la  projection  C^ 
delta  courbe  cherchée  G.  . 

On  voit  donc  que  cela  revient  à  donner  à  %  dans  les  équations  (1  )  et  (2)  j  une  cer- 
taine valeur  y  ;  alors  les  équations  : 

9(«^>»,7)  =  0  (3) 

et 

X(«,y.7)  =  0  (4) 

seront  respectivement  les  équations  des  courbes  6^  et  G'^,  et  ces  deux  équations  (3) 
et  (4)  nous  conduiront  à  déterminer  les  coordonnées  ;r  et  y  de  chacun  des  points 
a:*,...  intersection  des  courbes  6*  et  S'*. 

En  sorte  qu'en  éliminant  %  entre  les  équations  (1)  et  (2)>  on  aura  bien  en 
\{xjtf)^=z{i  Téquation  de  la  cpurbe  G*. 

MoNGE  n'a  pas  poussé  plus  loin  les  analogies  qui  existaient  entre  V élimination 
algébrique  et  les  constructions  diverses  employées  en  géométrie  descriptive  pour 
déterminer  les  projections  de  la  courbe  intersection  de  deux  surfaces. 

Nous  allons  essayer  de  remplir  cette  lacune. 

MoNGE  dit  que  les  surfaces  auxiliaires  doivent  varier  de  forme  et  de  position  dans 
Tespace ,  suivant  le  mode  de  génération  des  deux  surfaces  proposées  et  suivant 
leurs  positions  par  rapport  aux  plans  de  projection ,  et  il  donne  plusieurs  exemples 
à  Tappui  ;  c'est  donc  de  l'analogie  qui  existe  entre  certains  procédés  d'élimination 
en  analyse ,  et  l'emploi  de  ces  surfaces  auxiliaires  en  géométrie  descriptive  que  nous 
allons  parler. 

Si  Ton  a  deux  équations  : 

et 

X(a?,»,«)=0  (6) 

et  que  l'élimination  de  %  entre  ces  deux  équations  offre  des  difficultés  analytiques^  on 

sait  que  l'on  parvient  assez  souvent  à  surmonter  ces  difficultés ,  en  prenant  une 

troisième  équation  : 

j»=/'(x,y,  m)  (7) 

dans  laquelle  la  forme  (/)  de  la  fonction  est  arbitraire  et  dans  laquelle  m  est  une 
nouvelle  inconnue. 
Et  remplaçant  j  dans  les  équations  (5)  et  (6),  z  par  la  fonction  (7) ,  on  a  : 

?[a?,y,/'{a?,y,  m)]  =  0  (8) 

et 
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Alors  en  éliminant  m  entre  les  équations  (8)  et  (9) ,  on  obtiendra  une  équation  : 

ï(a?,y)=0  (10) 

qui  sera  Féquation  finale  demandée. 

On  voit,  donc  que  l'on  doit  examiner  avec  soin  quelle  est  la  forme  de  la  fonction  (J) 
qui  conduira  le  plus  facilement  à  l'élimination  de  m  ;  or,  il  est  évident  que  la  forme 
de  la  fonction  (/)  dépendra  de  la  forme  des  fonctions  (9)  et  (x). 

En  géométrie  descriptive ,  nous  opérons  absdument  de  la  même  manière.  L'équa- 
tion (7)  est  celle  d'une  surface  auxiliaire  X ,  et  cette  surface  X  doit  être  choisie 
de  forme  et  de  position ,  de  manière  à  ce  que  l'on  puisse  facilement  construire  son 
intersection  avec  chacune  des  surfaces  données  2  et  2'. 

La  forme  et  la  position  de  la  surface  X  dépend  donc  de  la  forme  et  de  la  position 
de  chacune  des  deux  surfaces  données  2  et  2'. 

Si  on  lit  jusqu'au  bout  ce  chapitre  de  la  Géométrie  descriptive  de  Monge  ,  dont  je 
viens  de  parler ,  on  verra  que  Carnot  l'avait  présent  à  l'esprit  lorsqu'il  rédigea  en 
1812  son  rapport  sur  le  Supplément  à  la  géométrie  descriptive ,  présenté  à  l'Institut  de 
France  par  Hachette. 


K'  4. 
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Reconnaître  si  la  courbe  intersection  de  deux  surfaces  est  plane  ou  à  double  courbure. 

Nous  avons  dit  que  l'on  distinguait  les  courbes  en  courbes  planes  et  en  courbes  à 
double  courbure. 

La  courbe  plane  est  celle  dont  tous  les  points  sont  situés  dans  un  même  plan. 

La  courbe  à  double  courbure  est  celle  dont  quatre  points  successifs  et  infiniment 
voisins  ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  quelque  part  que  l'on  prenne  ces  points  sur 
la  courbe  ;  par  conséquent ,  la  courbe  à  double  courbure  est  telle  que  quatre  de 
ses  points ,  situés  à  distance  finie  (  le  choix  de  ses  points  étant  arbitraire  ) ,  ne  seront 
pas  en  général  dans  un  même  plan. 

Il  nous  sera  donc  facile,  d'après  ce  qui  précède ,  de  reconnaître  si  une  courbe C 

11 
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située  dans  l'espace ,  et  dont  on  connait  les  projections  C  et  C%  est  plane  ou  à 
double  courbure ,  et  cela  en  nous  servant  des  méthodes  de  la  géométrie  descriptive. 

En  effet  : 

On  prendra  sur  la  courbe  C  trois  points  arbitraires  :  m  ayant  pour  projections 
{rn!'ym'')j  n  ayant  pour  projections  (n*,  n'')yp  ayant  pour  projections  (p*,  p')  ;  ces 
trois  points  m^  n^  p  détermineront  un  plan  P,  et  l'on  prendra  un  nouveau  plan 
vertical  de  projection  L'T'  perpendiculaire  au  plan  P  et  coupant  ce  plan  suivant  la 
trace  V". 

'  Puis  l'on  projettera  la  courbe  C  ^  ce  nouveau  plan  vertical  de  projection ,  et 
Ton  aura  la  courbe  C. 

Il  est  évident  qu'il  ne  peut  arriver  que  deux  cas  :  ou  1  •  la  courbe  C"  sera  très- 
distincte  de  la  ligne  droite  V,  et  alors  la  courbe  C  sera  évidemment  une  courbe 
à  double  courbure  ;  ou  2*  la  courbe  C"  sera  presque  irectiligne ,  paraîtra  se  confondre 
avec  la  droite  V'%  et  alors  il  y  aura  incertitude  ;  dans  ce  cas  on  ne  pourrait  affirmer 
si  la  ligne  C*'est  une  droite  ou  non ,  et  dès  lors  on  ne  pourrait  affirmer  si  la  courbe  C 
est  plane  ou  à  double  courbure. 

Dans  ce  cas ,  sans  changer  l'échelle  des  abscisses ,  on  pourra  décupler,  centupler 
l'échelle  des  ordonnées.  En  sorte  que  si  l'on  considère  sur  la  courbe  C  un  pointa;,  sa 
projection  verticale  étant  en  a?"',  et  ayant  abaissé  du  point  x""'  une  perpendiculaire 
sur  la  ligne  de  terre  L'T' et  la  coupant  au  points/',  et  cette  même  ordonnée  coupant  la 
droite  V"  en  un  point  r',  la  différence  r  V  en  raison  de  la  grandeur  de  l'échelle  des 
ordonnées  pourra  être  assez  petite  (  un  dixième  de  millimètre  par  exemple  ) ,  pour 
que  l'on  ne  puisse  pas  affirmer  que  les  points  x"'  et  r  ne  se  confondent  pas.  Mais  en 
décuplant  l'échelle  des  ordonnées ,  la  différence  r/o;/'  deviendra  égale  à  uo  millimètre, 
différence  très-appréciable  à  l'œil  ;  et  remarquons  de  plus  que  les  erreurs  graphiques 
ne  pourront  pas  être  plus  grandes ,  que  l'on  emploie  pour  les  ordonnées  une  échelle 
décuple  ou  centuple  de  celle  des  abscisses ,  que  lorsque  l'on  employait  une  même 
échelle  et  pour  les  abscisses  et  pour  les  ordonnées  :  les  erreurs  inhérentes  aux  instm* 
ments  et  à  leur  emploi  seront  toujours  les  mêmes. 

En  sorte  que  l'on  peut  dire ,  en  toute  exactitude  et  vérité ,  que  la  géométrie  des- 
criptive possède  un  moyen  de  reconnaître  si  une  courbe  Ç  est  plane  ou  à  double 
courbure ,  lorsque  l'on  connaît  le  tracé  de  ses  deux  projections  C*  et  C*. 

Mais  les  savants  qui  s'occupent  de  géométrie  pure,  disent  que  V analyse  peut  seule 
résoudre  une  semblable  question  et  que  la  géométrie  descriptive  n'a  pas  de  mé- 
thodes pour  des  questions  de  ce  genre  ;  ce  qui  précède  leur  prouvera ,  j'espère , 
qu'ils  sont  dans  l'erreur. 

Voyons  maintenant  comment  Vanalyse  peut  résoudre  une  question  de  ce 
genre. 
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La  covrbe  C  aéra  donnée  par  les  équations  de  ses  deux  projections ,  ou  plus  gé- 
néralement par  les  équations  des  deux  surfaces  dont  l'intersection  n'est  autre  que 
cette  courbe  C ,  et  ainsi  : 

x(!»,y,js)  =  0  (1)    , 

et 

f(a;,»,z)=0  (2) 

seront  les  équations  de  la  courbe  C. 

Pour  reconnaître  si  cette  courbe  C  est  plane ,  on  peut  ^nployer  plusieurs  mé- 
thodes : 
La  PREiaàRB  méthode  consiste  à  prœdre  Téquation  d'un  plan  : 

Ax+By+Cz=i  (3) 

à  éliminer  x  et  y  entre  les  trois  équations  (1  ) ,  (2) ,  (3) ,  et  Von  obtient  une  équation 
en  %  qui  doit  être  satisfaite ,  quel  que  soit  z  ;  ce  qui  fournit  un  certain  nombre 
d'équations  pour  déterminer  A,  B ,  C. 

Si  toutes  les  éliminations  entre  ces  équations  algébriques  peuvent  s'effectuer,  le 
problème  proposé  sera  soluble. 

Mais  l'élimination  sera-t-elle  toujours  possible  ? 

On  voit  donc  que  la  géométrie  l'emporte ,  pour  la  solution  d'un  tel  problème ,  sur 
Yanatyse ,  puisque  la  géométrie  descriptive  peut  le  résoudre ,  quelles  que  soient  les 
courbes  C*  et  C*',  et  que  V analyse  est  encore  imparfaite j  à  ce  point  que  nous  concevons 
que  pour  certaines  fonctions  %  et  (^  l'élimination  ne  pourrait  s'effectuer  dans  l'état 
actuel  de  nos  connaissances  algébriques. 

Sans  doute  nous  comprenons  que  la  langue  analytique  ira  toujours  en  se  perfec- 
tionnant et  qu'elle  est  susceptible  d'un  perfectionnement  indéfini. 

Sans  doute  alors  nous  pouvons  dire  qu'en  nous  servant  de  Vanalyse ,  il  n'y  aura 
pas  de  problèmes  que  nous  ne  puissions  un  jour  parvenir  à  résoudre  ;  mais  pour  être 
dans  la  vérité ,  il  faut  ajouter  qu'aujourd'hui  Vanalyse  est  encore  trop  imparfaite 
•pour  résoudre  tous  les  problèmes. 

Ainsi ,  si  nous  concevons  qu'implicitement  elle  a  toute  puissance,  il  faut  convenir 
qu'explicitement  elle  est  encore  très-bornée. 

La  SECONDE  MÉTHODE  consisto  à  trouver  l'équation  de  la  surface  enveloppe  2  des 
plans  normeaux  à  la  courbe  G,  et  de  voir  si  cette  équation  appartient  ou  non  à  un 
cylindre.  Si  cette  surface  enveloppe  2  est  cylindrique,  la  courbe  C  est  plane;  si 
cette  surface  1  n'est  pas  cylindrique,  la  courbe  C  est  à  double  courbure. 

Mais  qui  ne  voit  de  suite  que  dans  l'emploi  de  cette  méthode  peuvent  se  présenter 


"\ 
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des  difficultés  d'analyse  de  divers  genres,  et  que  nous  ne  savons  pas  encore  résoudre  ; 
car  le  calcul  intégral  n'est  pas  très-avancé,  malgré  tous  les  progrès  qu'il  a  faits  dans 
ces  derniers  temps  (*). 

La  troisi^  méthode  consiste  à  déterminer  l'équation  du  plan  osculateur  0  en 
un  point  m  de  la  courbe  C ,  et  de  rechercher  si  cette  équation  est  satisfaite  ou  non , 
quelles  que  soient  les  coordonnées  (x ,  y,  z)  de  ce  point  m ,  et  ainsi  quelle  que  soit 
la  position  du  point  m  sur  la  courbe  G. 

Si  l'équation  est  satisfaite ,  la  courbe  C  est  plane. 

On  voit  de  suite  que  les  difficultés  d! analyse  qui  se  présenteront  dans  certains  cas 
peuvent  être  insurmontables ,  vu  l'état  actuel  de  Vanalyse. 

La  QUATRIÈME  MÉTHODE  cousiste  à  prendre  trois  points  arbitraires  sur  la  courbe  C 
et  à  faire  passer  par  ces  trois  points  un  plan  P ,  puis  à  changer  la  position  du  plan 
des  coordonnées  xz  ou  yz^  en  prenant  un  nouveau  plan  perpendiculaire  au  plan  P, 
et  de  voir  si  la  projection  de  la  courbe  C  sur  ce  nouveau  plan  vertical  sera  une  droite 
ou  non ,  en  d'autres  termes  de  voir  si  l'équation  de  cette  projection  C'  est  celle  d'une 
droite  V"  dont  on  connaît  l'équation  ;  ainsi  le  problème  est  ramené  à  voir  si  deux 
équations  sont  identiques  on  non. 

V analyse ,  vu  son  état  actuel ,  peut-elle  répondre  que  dans  tous  les  cas  elle  pourra 
résoudre  la  question  ?(**). 

Nous  n'avons  pas  besoili  d'entrer  dans  plus  de  détails  au  sujet  de  la  solution  que 
fournit  la  géométrie  descriptive ,  toutefois  les  remarques  suivante  ne  seront  pas 
inutiles  (***). 

L'on  doit  voir  de  suite  que  si  les  points  ocf^  et  â:*',  projections  d'un  point  x  de  la 
courbe  G ,  sont  unis  par  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre ,  si  en  x^  et 
a;*  il  y  a  un  nceud  sur  G*  et  G**,  c'est  que  la  courbe  G  offre  un  nœud  au  point  x  ;  si 
en  a:*  et  a;''  il  y  a  un  point  de  rebroussement  sur  G*  et  G*",  c'est  que  la  courbe  G  oflre 
un  rebroussement  au  point  x,  etc. 

Si  la  courbe  G*  ou  G*'  a  un  nœud  ou  un  point  de  rebroussement  ^  la  courbe  G*  ou  G* 
n'ayant  ni  nœud  y  ni  point  de  rebroussement  y  nous  pouvons  affirmer  que  la  courbe  C 
est  à  double  courbure.  • 

(*)  Je  crois  que  l'on  peut  dire ,  sans  être  trop  sévère ,  que  M.  Chastes  n'a  pas  réfléchi  en  écrivant  dans 

son  discours  d'ouverture  la  phrase  suivante  i  la  géométrie  descriptive ne  saurait  indiquer,  nuahé" 

matiquement  parlant ,  si  cette  courbe  [courbe  intersection  de  deux  surfaces  )  est  plane  ou  à  double 
courbure.  Elle  n'a  point  de  méthodes  pour  ces  recherches,  qui  sont  exchêsivement  du  domaine  de  la 
géométrie  rationnelle, 

(**)  On  voit  de  suite  que  cette  méthode  analytique  n'est  que  la  traduction  en  langtie  algébrique  de  la 
méthode  à  laquelle  la  géométrie  nous  a  conduit ,  et  que  nous  avons  exposé  ci-dessus  en  langue  graphigue. 

(***)  Voyez  les  Développements  de  géométrie  descriptive ,  chap.  Vn ,  page  40Î  et  suivantes. 
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Si  les  courbes  C^  et  C^  offrent  chacune  un  ou  plusieurs  nœuds^  ou  un  ou  plusieurs 
points  de  rebroitssement^  désignant ,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  qu'un  seul  point  singulier, 
par  a  le  point  singulier  situé  sur  C*,  et  par  b  le  point  singulier  situé  sur  C,  il  arri- 
vera deux  cas  :  ou  1  **  les  points  a  et  6  seront  unis  par  une  même  perpendiculaire  à 
la  ligne  de  terre ,  et  alors  les  points  a  et  6  seront  les  projections  od'  et  x''  d'un  même 
poibt  X  de  la  courbe  G ,  et  dans  ce  cas  Ton  ne  pourra  pas  affirmer  immédiatement 
que  la  courbe  G  est  plane  ou  à  doiAle  courbure  ;  ou  2''  les  points  a  et  6  ne  seront  pas 
situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre ,  et  alors  on  pourra  affirmer 
immédiatement  que  la  courbe  G  est  à  double  courbure. 

Si  les  courbes  G^  et  G^  offraient  plusieurs  points  singuliers ,  la  même  observation, 
s'appliquerait  à  chacun  d'eux. 
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Note  sur  la  méthode  employée  par  les  anciens  perspecteurs  pour  mettre  en  perspective 

une  surface  déterminée  par  une  série  de  sections  horizontales. 

Avant  que  Monge  eût  publié  son  ouvrage  sur  la  géométrie  descriptive,  ceux 
qui,  comme  les  perspecteurs  et  les  tailleurs  de  pierre  et  les  charpentiers  y  se  ser- 
vaient de  l'art  des  projections ,  ignoraient  la  construction  du  plan  tangent  en  un 
point  d'une  surface  définie  par  un  certain  mode  de  génération.  Ils  ne  savaient  pas 
par  conséquent  construire  par  points  la  courbe  de  contact  d'une  surface  donnée  et 
d'un  cylindre  ou  d'un  cône. 

D'ailleurs ,  comme  nous  l'avons  dit  dans  notre  préface ,  le  théorème  relatif  au  plan 
tangent  en  un  point  d'une  surface  quelconque ,  savoir  :  que  ce  plan  contient  les  tan- 
génies  à  toutes  les  courbes  qui ,  tracées  sur  la  surface  proposée ,  se  croisent  au  point 
considéré  sur  cette  surface ,  ne  fut  démontré  qu'après  Descartes  ,  et  au  moyen  de 
C analyse  infinitésimale;  plus  tard  ce  théorème  permit  de  construire  graphiquement  le 
plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  définie  par  un  certain  mode  de  génération , 
et  cela  au  moyen  des  tangentes  à  deux  courbes  se  croisant  en  ce  point  et  tracées  sur 
la  surface  proposée.  Mais  l'école  de  Mozières  ne  permit  pas  que  ccUe  méthode  gra- 
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phique  fut  divulguée.  La  difficulté  à  vaincre  consistait ,  et  consiste  toujours  évidem- 
ment y  à  choisir  sur  la  surface  proposée  deux  courbes  telles ,  en  vertu  du  mode  dt 
génération  de  la  surface ,  que  la  construction  graphique  de  la  tangente  soit  connue 
pour  Tune  et  l'autre  de  ces  courbes ,  en  un  quelconque  de  leurs  points. 

Dès  lors  on  voit  que  si  le  problème  est  en  général  impUcitemeni  soluble^  il  M 
peut  l'être  explicitement  que  dans  un  certain  nombre  de  cas  particuliers. 

Mais  comme  dans  les  arts  y  les  surfaces  employées  sont  ordinairement  :  1  °  deft 
cylindres  ou  des  cônes  de  révolution  ou  des  cylindres  ou  des  cônes  à  base  section 
conique;  ou  2*"  des  surfaces  de  révolution,  comme  la  sphère,  ou  d'autres  surfaces 
pour  lesquelles  la  courbe  méridienne  est  telle,  en  général ,  qu'on  sait  lui  construire 
une-  tangente  len  un  quelconque  de  ses  points  ;  ou  3*  des  surfaces  gauches  déter- 
minées par  des  courbes  directrices  pour  lesquelles  on  sait  résoudre  le  problème  des 
tangentes ,  il  s'ensuit  que  l'on  peut  déterminer  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de 
lumière  et  déterminer  le  coutour  apparent ,  et  par  suite  avoir  la  perspective  de  ces 
diverses  surfaces,  par  l'emploi  des  méthodes  que  Monge  nous  a  enseignées. 

Mais  avant  ces  méthodes  nouvelles ,  les  anciens  perspecteurs  employaient  une 
méthode  approximative  pour  la  solution  de  ces  problèmes ,  méthode  que  nous 
allons  exposer  ainsi  qu'il  suit  : 

Étant  donnée  une  surface  1  définie  :  par  1  ""  une  série  de  sections  horizontales 
équidistantes  ;  ou  2*"  une  série  de  sections  planes  parallèles  entre  elles,  équidistantes 
ou  non  entre  elles ,  les  plans  de  ces  sections  étant  obliques  par  rapport  au  plan  ho- 
rizontal ;  ou  3'  une  série  de  courbes  planes  ou  à  double  courbure ,  dont  on  connaît 
pour  chacune  d'elles  les  projections  horizontale  et  verticale  ;  il  sera  toujours  facile 
de  mettre  en  perspective  cette  surface  1 ,  sachant  résoudre  le  problème  général  et 
fondamental  en  perspective ,  savoir  :  mettre  en  perspective  un  point  dont  on  connaît 
la  projection  horizontale  (  en  d'autres  termes  la  projection  au  plan  géométral)  et  la 
projection  verticale  (  en  d'autres  termes  la  hauteur  au-dessus  du  plan  géométral  ). 

Et  en  effet  : 

Désignant  par  C ,  C,  C", ...  les  courbes  qui  définissent  la  surface  2 ,  nous  pour* 
rôns  prendre  sur  la  courbe  C  une  suite  de  points  x,,..  dont  nous  pourrons  déter* 
mmer  les  perspectives  a:. ,.. .  en  unissant  toupies  points  a:,,...  par  une  courbe  C, 
nous  aurons  la  perspective  de  la  courbe  C. 

Nous  pourrons  donc  nous  procurer,  sur  le  tableau^  les  perspectives  C, , C/,  C/,... 
des  diverses  courbes  C,  C,  €",.•• 

Cela  posé  : 

La  courbe  A, ,  enveloppe  des  diverses  éourbes  C, , . . .  sera  évidemment  la  perspec- 
tive de  la  courbe  A ,  contact  de  la  surface  1  et  du  cône  S  tangent  à  cette  surface  2, 
ce  cône  S  ayant  pour  sommet  Vœil  du  spectateur. 
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Ainsi ,  Toû  voit  que  les  anciens  perêp€cteur$  pouvaient  déterminer  la  perspective 
d'une  surface  quelconque. 

La  méthode  qu'ils  employaient  était  très-longue ,  mais  enfin  elle  conduisait  au 
but;  et  cette  solution  était  d'autant  plus  exacte  (ou  plus  approximative)  que  les 
courbes  C ,  C\  €",.••  étaient  plus  rapprochées  entre  elles. 

On  doit  voir  de  suite  que  la  méthode  suivie  par  les  anciens  perspecteurs  pour 
mettre  en  perspective  une  surface  définie  par  une  série  de  courbes ,  était  identique- 
ment la  même  que  celles  qu'ils  employaient  pour  déterminer  l'ombre  portée  sur  le 
pUn  horizontal  par  une  surface  de  révolution  dont  l'axe  était  vertical ,  cette  sur- 
face étant  éclairée  par  un  rayon  de  lumière. 
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Problème.  Étant  données  deux  droites  A  et  B ,  construire  uns  droite  D  qui  s'appuie 
à  la  fois  sur  les  deux  droites  données  A  et  B  el  qui  fasse  un  angle  a  avec  ta  droite  A  et  un 
angle  6  avec  la  droite  B. 

Solution.  Concevons  deux  droites  A  et  B  dans  l'espace ,  ces  deux  droites  n'ayant 
aucun  point  commun ,  n'étant  point  parallèles ,  et  étant  dès  lors  non  situées  dans 
un  même  plan. 

Nous  prendrons  sur  la  droite  A  un  point  arbitraire  a ,  et  par  ce  point  noiis  mène^ 
rens  une  droite  B'  parallèle  à  B. 

Nous  prendrons  sur  la  droite  B  un  point  arbitraire  b ,  et  par  oe  point  nous  mène* 
rons  une  droite  A'  parallèle  à  A. 

Les  plans  (A,  B')  et  (A',  B)  seront  parallèles  entre  eux. 

Si  par  le  point  a  nous  faisons  passer  une  droite  faisant  un  angle  «  avec  la  droite  A, 
cette  droite  engendrera  un  cône  de  révolution  1  ayant  le  point  a  pour  sommet  et  la 
droite  A  pour  axe  de  rotation. 

Si  par  le  même  point  a  nous  faisons  passer  une  droite  faisant  un  angle  6  avec  la 
droite  B',  cette  droite  engendrera  un  cône  de  révolution  2'  ayant  le  point  a  pour 
sommet  et  la  droite  B'  pour  axe  de  rotation. 

Ces  deux  cônes  droits  1  et  2'  pourront  :  V  se  toucher  suivant  une  génératrice 
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droite  K ,  laquelle  sera  nécessairement  dans  le  plan  (  A ,  B'  )  ;  2*  se  couper  suivant 
deux  génératrices  droites  G  et  G',  lesquelles  seront  dans  un  plan  N  perpendiculaire 
au  plan  (A ,  8%  et  ce  plan  N  coupera  le  plan  (  A ,  B')  suivant  une  droite  L  qui  fera 
des  angles  é^aux  avec  les  droites  G  et  G',  ou,  en  d'autres  termes,  qui  divisera  en 
deux  parties  égales  Tangle  que  ces  deux  droites  G  et  G^  font  entre  elles  ;  3'  n'avoir 
d'autre  point  commun  que  le  sommet  a. 

Cela  posé  : 

Si  par  le  point  b ,  on  mène  une  droite  K,  parallèle  à  K  et  deux  droites  G,  et  G/ 
respectivement  parallèles  aux  droites  G  et  G'  :  dans  le  premier  cas ,  les  plans  (A ,  K) 
et  (B,  K,)  seront  parallèles,  la  droite  qui  résout  le  problème  sera  tout  entière  à 
Finfini  ;  dans  le  deuxième  cas ,  les  plans  (  A ,  G)  et  (B ,  G,)  se  couperont  suivant  une 
droite  G,,  et  les  plans  (A,  G')  et  (B,  G/)  se  couperont  suivant  une  droite  G/,  et  les 
deux  droites  G,  et  G/  résoudront  le  problème  proposé. 

Maintenant,  construisons  V épure;  car  il  ne  suffit  pas  d'avoir  donné  une  solution 
géométrique  purement  philosophique ,  purement  spéculative ,  il  faut  que  l'on  puisse 
•s'en  servir  ;  il  faut  donc  pouvoir  écrire  graphiquement  cette  solution  pour  que  les 
ingénieurs  puissent  s'en  servir,  l'utiliser  dans  leurs  travaux. 

Ainsi,  la  géométrie  descriptive  vient,  dans  ce  qui  précède,  de  décrire  ce  qui 
existe ,  ce  qui  est  dans  l'espace  ;  maintenant  la  géométrie  descriptive  va  écrire  sur 
les  plans  de  projection  ce  qui  est  dans  l'espace ,  de  manière  que  Vépure  tracée  per- 
mettra de  construire ,  dans  l'espace ,  la  solution  du  problème ,  par  conséquent  per- 
mettra de  placer  d'une  manière  matérielle ,  dans  l'espace ,  la  droite  G,  ou  G/  qui 
résout  le  problème  proposé. 

Étant  données  deux  droites  A  et  B  par  leurs  projections ,  ces  droites  étant  obliques 
par  rapport  aux  plans  primitifs  de  projection ,  l'on  peut ,  par  une  suite  de  change- 
ments de  plans  de  projection ,  parvenir  à  deux  nouveaux  plans  rectangulaires  entre 
eux ,  l'un  perpendiculaire  à  la  droite  A,  et  l'autre  parallèle  à  la  droite  B. 

Nous  supposerons  donc  tous  ces  changements  de  plans  de  projection  effectués,  et 
nous  prendrons  la  droite  A  perpendiculaire  au  plan  horizontal  et  située  dans  le  plan 
vertical ,  et  la  droite  B  parallèle  au  plan  vertical  (Jig.  a ,  pi.  1 5). 

Cela  posé  : 

Nous  prendrons  un  point  a  sur  la  droite  A ,  et  nous  mènerons  par  ce  point  a  une 
droite  B'  parallèle  à  B. 

On  aura  donc  la  droite  B'  dans  le  plan  vertical  de  projection ,  le  point  a  étant  aussi 
dans  ce  plan  vertical,  puisque  la  droite  A  y  est  située  et  que  la  droite  B  est  parallèle 
à  ce  plan  vertical. 

Du  point  a  comme  centre  et  avec  un  rayon  p  arbitraire ,  nous  décrirons  le  cercle  C 
dans  le  plan  vertical  de  projection. 
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Ce  cercle  C  sera  la  section  faite  par  le  plan  vertical  de  projection  dans  une 
sphère  S  dont  le  centre  serait  le  point  a  et  qui  aurait  son  rayon  égal  à  p. 

Par  le  point  a  et  dans  le  plan  vertical  de  projection ,  nous  mènerons  deux  droites , 
Tune  qui  fasse  avec  la  droite  A  un  angle  a,  et  l'autre  qui  fasse  avec  la  droite  B'  un 
angle  6.  Ces  deux  droites ,  en  tournant ,  la  première  autour  de  Taxe  A,  et  la  seconde 
autour  de  l'axe  B',  engendreront  deux  cônes  de  révolution  qui  se  couperont  suivant 
deux  droites  G  et  G,  qui  se  projetteront  verticalement  en  la  même  droite  G,"  et  G/". 

La  droite  cherchée  sera  donc  parallèle  à  G,  ou  G/  et  s'appuiera  sur  les  droites  A 
et  B.  Le  reste  de  la  construction  se  lit  facilement  sur  Vépure. 

On  doit  voir  de  suite  que  la  solution  du  problème  proposé  se  compose  de  la  solu- 
tion de  deux  problèmes  distincts ,  et  qu'ainsi  la  combinaison  des  solutions  de  ces 
deux  problèmes  particuliers  nous  donne  la  solution  du  problème  complexe  pro- 
posé. 

Et  en  effet  : 

Si  les  deux  droites  A  et  B  proposées  se  coupaient  en  un  point  a ,  la  solution  du 
problème  proposé  ne  serait  autre  que  celle  du  problème  que  nous  savons  résoudre , 
savoir  :  étant  donnés  les  trois  angles  plans  d'un  angle  trièdre ,  construire  les  angles 
drièdres ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  construire  sur  le  plan  de  l'un  des  angles  donnés 
la  projection  de  la  troisième  arête  de  la  pyramide. 

Puis  ensuite  : 

Construire  une  droite  G  qui  s'appuie  sur  deux  droites  A  et  B  (non  situées  dans 
un  même  plan  ) ,  et  qui  en  même  temps  soit  parallèle  à  une  droite  G, ,  est  encore 
un  problème  que  nous  savons  résoudre  ;  car  étant  données  trois  droites  A ,  B ,  D , 
non  situées  deux  à  deux  dans  un  même  plan ,  en  faisant  mouvoir  une  droite  G  sur 
ces  trois  droites  A ,  B ,  D ,  on  engendre  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  non  de  ré- 
volution (en  général).  Les  trois  droites  directrices  A ,  B ,  D ,  sont  des  génératices  du 
premier  système  et  les  diverses  'positions  que  peut  prendre  la  droite  G  sont  les 
génératrices  du  second  système  ;  or  l'on  sait  que  deux  génératrices  de  systèmes  diffé- 
rents peuvent  être  parallèles,  et  déterminent  un  plan  asymptote  de  la  surface.  Ainsi 
la  seconde  partie  de  la  construction  n'est  que  la  solution  d'un  problème  déjà  connu 
et  que  nous  savons  résoudre  graphiquement. 

Il  peut  arriver  plusieurs  cas,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  ci-dessus  : 

1^  Si  l'on  a  (a  +  S)  ou  (a — 6)  plus  grand  que  l'angle  y  que  font  entre  elles  les 
droites  A  et  B ,  alors  on  aura  deux  droites  G,  et  G/,  et  le  problème  aura  deux 
solutions. 

-  2*  Si  l'on  a  (a  +  6)  ou  (a — 6)  égal  à  l'angle  y,  alors  les  deux  cônes  engendrés 
par  la  droite  G  qui  fait  un  angle  a  avec  l'axe  A  et  un  angle  S  avec  l'axe  B',  se  tou- 

13 
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cheront  suivant  une  droite  située  dans  le  plan  des  axes  (A ,  B')  et  dans  ce  cas  le 
problème  aura  bien  une  solution ,  mais  cette  solution  sera  donnée  par  une  droite 
qui ,  s'appuyant  sur  les  droites  A  et  B ,  sera  tout  entière  située  à  Tinfini. 

3* Si  l'on  a  (a  +  6)  ou  (a — S)  plus  petit  que  l'angle  y,  les  deux  cônes  ne  se 
couperont  ni  ne  se  toucheront  ^  et  dès  lors  le  problème  sera  impossible. 

4*  Si  les  angles  a  et  S  sont  tous  les  deux  égaux  entre  eux  et  à  un  angle  droit ,  le 
problème  aura  une  solution ,  et  une  seule  solution ,  qui  sera  donnée  par  la  plus 
courte  distance  entre  les  deux  droites  A  et  B. 


FIN. 
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